1. Uvod

I.1. Mnoziny

o ¢«

MnoZinou rozumime kazdé shrnuti urcitych a navzdjem riiznych objektii (,,prvkii ) do jediného celku.

e x € A...x jeprvkem mnoZiny A

e x ¢ A...x neni prvkem mnoZiny A

e A C B ...mnoZina A je podmnoZinou mnoZziny B (inkluze)

e A= B ...mnoZiny A a B maji stejné prvky; plati, Ze A C B azdroven B C A
e (J ... prazdnd mnoZina

e AU B ...sjednoceni mnoZin A a B

e AN B ...prunik mnozZin A a B

disjunktni mnoZiny ... A a B jsou disjunktni, pokud AN B = @

A\ B ={x € A; x ¢ B}...rozdil mnozin A a B
e Ay X+ X Ay ={[a1,...,am]; a1 € Ay,...,am € A} ... Kartézsky soucin
Necht’ [ je néjakd neprazdnd mnoZina indexti a mé¢jme systém mnoZzin A4, kde indexy o probihaji 7.

e |J Ay ...mnoZina viech prvkd, které patii alespoti do jedné z mnoZin A,
ael

e () Ay ...mnoZina prvki, které ndleZi do kazdé z mnoZin A,
ael

L.2. Vyrokova logika, metody dukazu
Vyrok je tvrzeni, o némz ma smysl fici, Ze je pravdivé ¢i nepravdivé.

e — téZnon...negace

& (nékdy tézZ A) ... konjunkce, logické ,.a*

e V ...disjunkce (alternativa), logické ,,nebo*

= ...implikace

o & ...ekvivalence

Jsou-li A, B, C vyroky, pak nasledujici sloZené vyroky jsou vZdy pravdivé bez ohledu na pravdivost vyroki 4, B, C:
e Av—-4

e ~(4A & —A)

e ((A& B) & C)& (4 & (B & 0))

e ~(A & B) & (mAVv—B)

e -(AVB)& (—A & —B)

e (A= B) & (—B = —4)

e ~(A= B) & (A & —B)

(A& B) < ((A= B) & (B = A))

(A= B) & (=AV B)



Vyrokovou formou rozumime vyraz, z néhoz vznikne vyrok dosazenim prvku (prvkt) dané mnoZziny za proménnou (pro-
ménné).
Obecny zapis:
Vix), xeM

V(X1,...,Xn), X1 € My,..., Xy € M,

Je-li A(x), x € M vyrokova forma, pak vyrok ,,Pro vSechna x z M plati A(x).* zapisujeme takto:
Vx € M: A(x).
Vyrok ,Existuje x z M, pro které plati A(x).” zapisujeme takto:
dx e M : A(x).
Vyrok ,.Existuje jediné x z M, pro které plati A(x).* zapisujeme takto:
dlx € M: A(x).
Jsou-li A(x), x € M a B(x), x € M vyrokové formy, pak
Vx € M,B(x): A(x) znamend Vx € M: (B(x) = A(x)),
dx € M, B(x): A(x) znamend 3Ix € M: (A(x) & B(x)).
Negace vyroku s kvantifikatory:
—~(Vx e M: A(x)) jetotéZco Ix € M: —A(x),

—(Ax e M: A(x)) jetotéZco Vx € M:—A(x).

Véta 1 (de Morganova pravidla). Mé&jme mnoZiny S, Ay, o € I, kde I # @. Pak plati

S\J4e=[S\4) @ S\[)A4a={J(S\ 4w

ael ael ael ael

Priklad (iracionalita ~/2). JestliZe redlné &islo x fesi rovnici x2 = 2, pak x neni raciondlni.

L.3. Ciselné mnoZziny

e MnoZina pfirozenych &isel
N ={1,2,3,4,...}

e MnoZina celych Cisel
Z=Nu{0ju{-n;neN}={..,-2,-1,0,1,2,...}

e Mnozina racionalnich Cisel

Q= s;peZ,qu ,

pii¢emz f]’—ll = %, pravé kdyz p1 - q> = p2 - q1.

Realna ¢isla
Mnozinou redlnych ¢isel R budeme rozumét mnoZinu, na niZ jsou definovany operace scitdni a ndsobeni (zna¢ime je + a ),
a relace uspordddni (znacime ji <), pfiCemz jsou splnény nésledujici tfi skupiny vlastnosti.
I. Vlastnosti s¢itdni a ndsobeni a jejich vzdjemny vztah.

II. Vztah usporadéni a operaci s¢itdni a ndsobeni.

III. Axiom infima.



Vlastnosti sc¢itani a nasobeni a jejich vzajemny vztah:

e Vx,y e R: x +y =y + x (komutativita s¢itdni),

e Vx,y,z€R:x+ (y+2) = (x + y) + z (asociativita sCitdni),

e v R existuje takovy prvek (znac¢ime ho 0 a fikime mu nulovy prvek), Ze pro vSechna x € R plati x 4+ 0 = x,
e Vx e RIy e R: x + y = 0(y je tzv. opacné ¢islo k Cislu x, takové y je jen jedno, znacime ho —x),
e Vx,y € R: x-y = y-x (komutativita ndsobeni),

e Vx,y,z€R:x-(y-2) = (x-y) -z (asociativita ndsobeni),

e v R existuje nenulovy prvek (tzv. jednotkovy prvek, znacime ho 1), Ze pro vS§echnax e Rje 1 - x = x,
e Vx e R\ {0}y € R: x-y = 1 (takové y je jen jedno, znacime ho x~! nebo %),

e Vx,y,zeR: (x+y) -z =x-2+y-z (distributivita).

Vztah usporadani a operaci s¢itani a nasobeni:

e Vx,y,zeR: (x <y & y <z)= x <z (tranzitivita),

e Vx,yeR: (x <y & y <x)= x =y (slabd antisymetrie),

e Vx,yeR:x<yvy<=<uy,

e Vx,y,zeR:ix<y=x+z=<y+z

e Vx,yeR: (0<x & 0<y)=0=<x-y.

Definice. Rekneme, Ze mnoZzina M C R je omezend zdola, jestlize existuje Cislo a € R takové, Ze pro kazdé x € M plati,
Ze x > a. Takové Cislo a se nazyva dolni zdvorou mnoZiny M. Analogicky definujeme pojmy mnoZina omezend shora a horni
zdvora. Rekneme, Ze mnozina M C R je omezend, je-li omezena shora i zdola.

Axiom infima:
BudiZz M C R neprdzdnd zdola omezend mnoZina. Potom existuje jediné ¢islo g € R, které ma ndsledujici vlastnosti:

i) YxeM:x=>g,
(ii)) V' eR, g’ >gdxeM:x < g

Cislo g znadime symbolem inf M a ¢teme infimum M .

Pozndmka.

e Axiom infima fikd, Ze kazda neprazdnd zdola omezend mnoZina md infimum.
e Infimum mnoZiny M je jeji nejvétsi dolni zavora.

z Yz

e Redlna Cisla existuji a jsou vlastnostmi I-III uréena jednoznacné.

Plati:

(i) VxeR:x-0=0-x=0,

(i) Vx eR: —x =(-1)-x,

(iii)) Vx,yeR:xy=0=(x=0vy =0),

(iv) Vx e RVn e N: x™ = (x~ )",

V) Vx,y eR:(x>0Ay>0)=xy >0,

(vi) VxeR,x>0VyeR,y>0VneN: x <y & x" <y",
(vii) (=) =1,
(viii) Vx e R: x2 >0,

(ix) 0 < 1.



Necht’ a,b € R, a < b. Znaéime:

e Otevieny interval (a,b) = {x € R; a < x < b},

e uzavieny interval (a,b) = {x € R; a < x < b},

e polouzavreny interval {(a,b) = {x € R; a < x < b},
e polouzavreny interval (a,b) = {x € R; a < x < b}.

Bod a se nazyva levy krajni bod intervalu, bod b se nazyva pravy krajni bod intervalu. Bod, ktery je prvkem intervalu, ale neni
jeho krajnim bodem, je tzv. vnitinim bodem intervalu.
Neomezené intervaly:
(a,400) ={x €eR; a<x}, (—o00,a)={x€eR; x<a},
analogicky definujeme (—oo, a), (a, +00) a (—oo, +00). Plati, Z2 N C Z C Q C R. Pfeneseme-li s¢itdni a nasobeni z R na

uvedené mnoZiny, dostaneme operace, na néZ jsme na téchto uzsich ¢iselnych mnozinach zvykli.

z Xz s

Redlné Cislo, které nenf Cislem raciondlnim, nazveme Cislem iraciondlnim. MnoZina R \ Q se nazyva mnozinou ¢isel iracio-
ndlnich.

Komplexni cisla
Mnozinou komplexnich ¢isel rozumime mnozinu vSech vyrazi tvaru a + bi, kde a,b € R. MnoZinu komplexnich &isel
znac¢ime C. Na C jsou definovany operace scitan{ a ndsobeni spliujici vlastnosti skupiny I a navic plati i -i = —1.

Véta (,,zakladni véta algebry). Necht’'n € N, ay, ...,a, € C, a, # 0. Pak rovnice
anZ" + an12" '+ an2?" P+ a1z +a9 =0

md alespori jedno Feseni 7 € C.

Dusledky axiomu infima
Definice. Budiz M C R. Cislo G € R spliiujici
(i) VxeM:x <G,
(i) VG' eR,G' <GIxe M: x > G/,
nazyvame supremem mnoziny M .
Véta 2 (o supremu). Necht’ M C R je neprdzdnd shora omezend mnoZina. Pak existuje prdvé jedno supremum mnoZiny M.

Supremum mnoziny M znacime sup M.
Plati sup M = —inf(—M).

Definice. Budiz M C R. Rekneme, Ze a je nejvétsi prvek (maximum) mnoziny M (zna&ime max M), jestliZe a je horni zdvorou
mnoziny M aa € M. Analogicky definujeme nejmensi prvek (minimum) M , ktery znac¢ime min M .

Lemma 3. Necht’ M C R a plati
Vx,yeMVzeR,x<z<y:zeM.

Pak M je interval.

Véta 4 (Archimédova vlastnost). Ke kaZdému x € R existuje n € N splitujici x < n.

4 s vz 2o 2

Véta 5 (existence celé Casti). Pro kazdé r € R existuje celd &dst Cislar, tj. Cislo k € 7 takové, Ze k < r < k + 1. Celd &dst Cisla
r je uréena jednoznacné a znacime ji [r].

Véta 6 (o n-té odmocning). Ke kazdému x € (0, +00) a ke kaZdému n € N existuje jediné y € (0, +00) spliiujici y" = x.

Véta 7 (o hustoté Q a R\ Q). Bud'te a,b € R, a < b. Potom existuje r € Q spliiujicia < r < bas € R\ Q spliujici
a<s<bh.



I1. Limita posloupnosti

IL.1. Uvod

Definice. Jestlize kazdému piirozenému &islu n je piifazeno redlné ¢islo ay,, potom fikdme, Ze {a, },2 ; je posloupnost redlnych
¢isel. Cislo a,, nazveme n-tym clenem této posloupnosti.

Posloupnost {a,}5° ; je rovna posloupnosti {b,}5> ,, jestliZe plati a, = b, pro kazdé n € N.

MnoZinou ¢lenii posloupnosti {a, }5° | rozumime mnoZinu
{x eR; dn e N: a, = x}.
Definice. Rekneme, Ze posloupnost {a,} je
o shora omezend, jestlize mnoZina vSech Cleni této posloupnosti je shora omezend,
o zdola omezend, jestlize mnoZina vsech Cleni této posloupnosti je zdola omezen4,
e omezend, jestlize mnoZina vSech Clend této posloupnosti je omezend.
Definice. Rekneme, Ze posloupnost {a,} je
e rostouct, je-lia, < an4+1 prokazdén € N,
o klesajici, je-li a, > an4q prokazdén e N,
e nerostouct, je-li a, > an4 prokazdé n € N,
o neklesajici, je-li a, < an+ prokazdé n € N.
Posloupnost {a, } je monotdénni, pokud spliiuje nékterou z vyse uvedenych podminek. Posloupnost {a, } je ryze monoténni, pokud
je rostouci ¢i klesajici.
I1.2. Konvergence posloupnosti

Definice. Rekneme, Ze Cislo A € R je limitou posloupnosti {a, }, jestlize ke kazdému kladnému ¢islu ¢ existuje takové pfirozené
¢islo ng, Ze pro vSechna pfirozend isla n > ng plati, Ze |a, — A| < &, tj.

VeeR,e>0Imye NVrneN,n>ng: la, — A| <e.
Rekneme, Ze posloupnost {a, } je konvergenmi, pokud existuje A € R, které je limitou {a, }.
Véta 8 (jednoznacnost limity). KaZdd posloupnost md nejvyse jednu limitu.

Znacime lim a, = A nebo jenom lima, = A.
n—o00
Pozndmka. Necht' {a,} je posloupnost redlnych Cisel a A € R. Pak
lima, = A < lim(a, — A) =0 < lim|a, — A| = 0.

Véta 9. KaZdd konvergentni posloupnost je omezend.

Definice. Necht’ {a,}5° ;| je posloupnost redlnych Cisel. Rekneme, Ze posloupnost {by Yoo je vybranou posloupnosti z {an §;2 |
(nebo €7 podposloupnosti posloupnosti {a, };2 ), jestliZe existuje rostouci posloupnost piirozenych &isel {n}p> , takovd, Ze
bx = an, prokazdé k € N.

Véta 10 (limita vybrané posloupnosti). Necht’ {by |z, je vybrand posloupnost z posloupnosti{an };2 . JestliZe platilimy o0 an =
A € R, pak také limy_, o, by = A.

Definice. Bud'te {a,} a {b,} dv€ posloupnosti redlnych Cisel.
e Souctem posloupnosti {a,} a {b,} rozumime posloupnost {a, + by}
e Analogicky definujeme rozdil a soucin posloupnosti.
e Necht’ vSechny ¢leny posloupnosti {b, } jsou nenulové. Pak podilem posloupnosti {ay} a {b, } rozumime posloupnost { Z—;’}.

e Je-li A € R, pak A-ndsobkem posloupnosti {a, } rozumime posloupnost {Lay}.



Véta 11 (aritmetika limit). Necht’ lima, = A € R alimb,, = B € R. Potom plati:
(i) lim(a, + by) = A+ B,
(ii) lim(a, - b,) = A- B,
(iii) je-li B # 0 a b, # 0 pro vSechnan € N, je lim(a,/b,) = A/B.
Véta 12. Necht’ lima, = 0 a necht’ posloupnost {b,} je omezend. Potom lima,b, = 0.
Véta 13 (limita a uspotfadani). Necht’' lima, = A € Ralimb, = B € R.
(i) Necht existuje ng € N takové, Ze pro kaZdé p¥irozené n > nq je ay > by,. Potom A > B.
(ii) Necht’ A < B. Potom existuje ng € N takové, Ze pro kaZdé pFirozené n > ng je a, < by,.
Véta 14 (o dvou policajtech). Bud’te {a,}, {b,} dvé konvergentni posloupnosti a {cy} takovd posloupnost, Ze plati:
(i) g e NVneN,n>ng:an <c, <by,
(ii) lima, = limb,,.

Potom existuje lim ¢, a plati, Ze lim ¢, = lim ay,.

I1.3. Nevlastni limita posloupnosti
Definice. Rekneme, Ze posloupnost {a,} ma limitu +oo (plus nekonecno), jestlize
VLeR3Inge NVne N,n>ngy:a, > L.
Rekneme, Ze posloupnost {a, } ma limitu —oo (minus nekonecno), jestlize
VK eR3IAnge NVne N, n>ny: a, < K.

Véta [§ o jednoznacnosti limity plati i pro limity +o00 a —oo. Je-li lima, = +oo, fikdme, Ze posloupnost {a,} diverguje
k 400, podobné pro —oco. Je-li lima, € R, fikame, Ze posloupnost {a,} ma viasmi limitu, je-li lima, = +oo nebo lima, =
—o00, fikdme, Ze posloupnost {a, } ma nevlastni limitu.

Véta Q] pro nevlastni limity neplati. Plati vSak

Véta9p.
e Necht’ lima, = +o00. Pak posloupnost {a, } neni shora omezend, je vSak zdola omezend.

e Necht’ lima, = —oo. Pak posloupnost {a,} neni zdola omezend, je vSak shora omezend.

Véta[I0] (limita vybrané posloupnosti) plati i pro nevlastni limity.

vy

Definice. RozsiFenou redlnou osou rozumime mnozinu R* = R U {400, —oo} s nasledujicim rozsifenim operaci a usporadan{
zR:

e a<+tooa—o0<aproa €R,—o00 < 400,

a+ (+00) = (+o0) +a = +oo proa € R* \ {—oc},

a+ (—o00) = (—00) +a = —ooproa € R* \ {400},

a-(£oo) = (+o0)-a =tooproa € R*, a >0,

a-(£oo) = (+o0)-a =Fooproa € R*,a <0,

a

®* I

=0proa € R.

Nekteré operace nejsou definovany. Jsou to:

® (—00) + (+00), (400) + (=00), (4+00) — (+00), (=00) — (=00),
® (+00):0,0-(400), (—00) 0,0 (—00),

® 150’ Too’ —oo’ Foo» 0 Proa € R¥.



Véta[l1} (aritmetika limit). Necht' lima, = A € R* alimb, = B € R*. Potom plati:
(i) lim(a, *+ b,) = A £ B, pokud je pravd strana definovdna,

(ii) lim(a, - b,) = A - B, pokud je pravd strana definovdna,

(iii) limay, /b, = A/ B, pokud je pravd strana definovdna.

Véta 15. Necht' lima,, = A € R*, A > 0, limb,, = 0 a existuje ng € N takové, Ze pro kaZdé n € N, n > ny, plati b, > 0. Pak
limay, /b, = +o0.

Véta[I3|(limita a uspofddani) a VEta[T4] (o dvou policajtech) plati i pro nevlastni limity. Dokonce plati

Véta[14} (o jednom policajtovi). Bud'te {a,} a {b,} dvé posloupnosti.
o Jestlize lima, = 400 a existuje ng € N takové, Ze pro kazdé n € N, n > nq plati b, > ay, pak limb, = +oc.
e Jestlize lima, = —oo a existuje ng € N takové, Ze pro kazdé n € N, n > ng plati b, < ay, pak limb,, = —oo.

Definice. Budiz A C R neprdzdnd. Neni-li A shora omezend, pak definujeme sup A = +oo. Neni-li A zdola omezend, pak
definujeme inf A = —oo.

Lemma 16. Necht’ M C R je neprdzdnd mnoZina, G € R*. Pak ndsledujici tvrzeni jsou ekvivalentni:
(i) G =sup M.

(ii) Cislo G je horni zdvorou M a existuje posloupnost {xp, 1921 bodii z M, pro kteroulimx, = G.

I1.4. Hlubsi véty o limité posloupnosti

Véta 17 (o limité monoténni posloupnosti). KaZdd monoténni posloupnost md limitu. Je-li {a,} neklesajici, pak lima, =
sup{an,; n € N}. Je-li {a,} nerostouct, pak lima, = inf{a,; n € N}.

Véta 18 (Bolzano-WeierstraB). Z kaZdé omezené posloupnosti Ize vybrat konvergentni podposloupnost.



II1. Zobrazeni

Definice. Necht' A a B jsou mnoZiny. Zobrazenim f mnoZiny A do mnoZiny B nazveme predpis, kterym kazdému prvku x
mnoziny A pfifadime jediny prvek y z mnoZiny B. Tento prvek y znalime symbolem f(x). Prvek y se pak nazyva obrazem
prvku x, prvek x se nazyva vzorem prvku y.

e Symbolem f: A — B znaCime, Ze f je zobrazenim mnoziny A do mnoZziny B.

e Symbolem f: x +— f(x) znaime, Ze zobrazeni f pfifazuje prvku x prvek f(x).

e MnoZinu A z definice zobrazeni nazyvame definicnim oborem zobrazeni f a znac¢ime ji symbolem Dy.
Definice. Necht' f: A — B je zobrazeni.

e PodmnoZina Gy = {[x,y] € A x B; x € A,y = f(x)} kartézského souCinu A x B se nazyva grafem zobrazeni f .

e Obrazem mnoZiny M C A pfi zobrazeni f se naz§jva mnoZina
fM)={yeB:IxeM: f(x)=y; (={f(x); x € M}).

e MnoZina f(A) se nazyvé obor hodnot zobrazeni f . (Zna¢ime Ry nebo Hy.)

e Vzorem mnoziny W C B pi zobrazeni f nazveme mnoZinu
faa(W) ={x € A; f(x) e W}
Pozndmka. Necht f: A— B, X,Y C A, U,V C B.Pak plati
AU UYV) = faU)U V),
U nV)=faU)n fV),
fXUY)=fX)U f(Y),
fXnYy)c f(x)n f(x).

Definice. Necht' 4, B, C jsou mnoZiny, C C A a f: A — B. ZiZenim (restrikci) zobrazeni f na mnoZinu C rozumime
zobrazeni f: C — B definované predpisem f (x) = f(x) pro kazdé x € C. Znacime f|c.

Definice. Necht' f: A — B ag: B — C jsou dvé zobrazeni. Symbolem g o f oznac¢ime zobrazeni mnoziny A do mnoziny C
definované predpisem

(8o N)x) = g(f(x).

Takto definované zobrazen{ se nazyva slozenym zobrazenim.

Definice. Rekneme, Ze zobrazeni f:A—> B
e zobrazuje mnozinu A na mnoZinu B, jestlize f(A) = B, tj. ke kazdému y € B existuje x € A takové, Ze f(x) =y,
e je prosté, jestlize rozdilnym prvkim pfifazuje rozdilné hodnoty, tj.

Vx1.x2 € A x1 # x2 = f(x1) # f(x2),

e je bijekce A na B (nebo téZ vzdjemné jednoznacné zobrazeni), jestlize je zarovern prosté a zobrazuje A na B.

Definice. Necht’ f: A — B je bijekce (tj. f je prosté a na). Inverznim zobrazenim f~': B — A rozumime zobrazeni, které
kazdému prvku y € B pfifadi (jednoznacné uréeny) prvek x € A spliiujici f(x) = y.



IV. Funkce jedné realné proménné

IV.1. Zakladni pojmy

Definice. Funkce f jedné redlné proménné (dile jen funkce) je zobrazeni f: M — R, kde M je podmnoZinou mnoZiny
redlnych Cisel.

Definice. Funkce f: J — R je rostouci na intervalu J, jestlize pro kazdou dvojici x1,x, € J, x; < X, plati nerovnost
f(x1) < f(x2). Analogicky definujeme funkci klesajici (neklesajici, nerostouci) na intervalu J .

Definice. Monotonni funkci (resp. ryze monotonni funkci) na intervalu J rozumime funkci, ktera je neklesajici nebo nerostouci
(resp. rostouci nebo klesajici) na J.

Definice. Necht' f je funkcea M C Dy. Rekneme, Ze funkce f je
e shora omezend na M, jestlize existuje Cislo K € R takové, Ze pro vSechna x € M je f(x) < K,
e zdola omezend na M , jestliZe existuje ¢islo K € R takové, Ze pro v§echna x € M je f(x) > K,

e omezend na M, jestlize existuje ¢islo K € R takové, Ze pro vSechna x € M je | f(x)| < K,

lichd, jestlize pro kazdé x € Dy plati —x € Dy a f(—x) = —f(x),

sudd, jestlize pro kazdé x € Dy plati —x € Dy a f(—x) = f(x),

periodickd s periodou a, kde a € R, a > 0, jestlize pro kazdé x € Dy platix +a € Dy, x —a € Dy a f(x +a) =
f(x—a)= f(x).

IV.2. Limita funkce
Definice. Necht' ¢ € R a ¢ > 0. Potom definujeme
e okoli bodu c¢ o poloméru ¢ jako B(c,e) = (c —¢&,¢ + ¢),
e prstencové okoli bodu ¢ o poloméru ¢ jako P(c,e) = (c —&,c + ¢) \ {c}.
Definice. Rekneme, 7e &islo A € R je limitou funkce f v bodé ¢ € R, jestlize
VeeR,e>035€R,8§ >0Vx € P(c,08): f(x) € B(A,e).
Véta 19 (jednoznacnost limity). Funkce f md v libovolném bodé nejvyse jednu limitu A € R.

Ma-li funkce f v bodé ¢ € R limitu A4 € R, pak piSeme )}1_)[12 f(x) = A.
Definice. Rekneme, Ze funkce f je spojitd v bodé ¢ € R, jestlize
lim f(x) = f(c).
Pozndmka. Funkce f je spojita v bodé ¢, pravé kdyz
VeeR,e>035€R,§6 >0Vx € B(c,8): f(x) € B(f(c),e).
Definice. Necht' ¢ > 0. Okoli a prstencové okoli bodu +oo (resp. —oo) definujeme takto:
P(400,¢8) = B(400,¢) = (1/¢, +00),
P(—00,¢) = B(—00,¢) = (—00,—1/¢).
Definice. Rekneme, 7e A € R* je limitou funkce f v bodé ¢ € R*, jestlize
VeeR,e>038 €R,6§ >0Vx € P(c,d): f(x) € B(A,¢).
Véta[19 plati i pro ¢ € R*, A € R*, tedy Ize pouZit oznaleni limy—,. f(x) = A.
Definice. Necht' ¢ € R a ¢ > 0. Potom definujeme
e pravé okoli bodu ¢ jako BT (c, &) = (c.c + ¢),

e levé okoli bodu ¢ jako B™(c,¢) = (¢ — ¢, ¢),



e pravé prstencové okoli bodu ¢ jako Pt (c,&) = (c,c + ¢),

e levé prstencové okoli bodu c jako P~ (c,e) = (c — ¢, ¢),

levé okoli bodu +00 jako B~ (400, €) = (1/¢, +00),
o pravé okoli bodu —oc jako B*(—o00, €) = (—o0, —1/¢),
e levé prstencové okoli bodu 400 jako P~ (+00, &) = B~ (400, ¢),
e pravé prstencové okoli bodu —oo jako P+ (—o0,&) = Bt (—o00, ¢).
Definice. Necht' 4 € R*, ¢ € R U {—oo}. Rekneme, e funkce f ma v bodé ¢ limitu zprava rovnou A (znatime xgrgr flx)=

A), jestlize
VeeR,e>038e€R,§>0Vx e PT(c,8): f(x) € B(4,¢).

Analogicky definujeme pojem limity zleva v bodé ¢ € RU{+o00}. Pro limitu zleva funkce f vbod€ ¢ uzivime symbol lim f(x).
X—>C—

Pozndmka. Necht ¢ € R, A € R*. Pak
)11_)1116 fx) =4« (xir&_f(x) =A & xl_i)r?_f(x) = A).

Definice. Necht' ¢ € R. Rekneme, Ze funkce f je v bodé ¢ spojitd zprava (resp. zleva), jestlize limy .4 f(x) = f(c) (resp.
limyc— f(x) = f(c)).
Véta 20. Necht’ funkce f md viasini limitu v bodé ¢ € R*. Pak existuje takové § > 0, Ze f je na P(c,8) omezend.
Véta 21 (aritmetika limit). Necht’ ¢ € R*. Necht’ limy—. f(x) = A € R* alimy_,. g(x) = B € R*. Potom plati:

(i) limy—.(f(x) + g(x)) = A + B, pokud je vyraz A + B definovdn,

(ii) limy—. f(x)g(x) = AB, pokud je vyraz AB definovdn,
(iii) limy_. f(x)/g(x) = A/B, pokud je vyraz A/ B definovdn.

Dusledek. Necht’ funkce [ a g jsou spojité v bodé ¢ € R. Pak také funkce f + g a fg jsou spojité v bodé c. Pokud navic
g(c) # 0, pak také funkce f/g je spojitd v bodé c.

Véta 22. Necht’' ¢ € R*. Necht’ limy_. g(x) =0, limy. f(x) = A € R* a A > 0. JestliZe existuje n > 0 takové, Ze funkce g
je kladnd na P (c,n), pak limy_,. (f(x)/g(x)) = +o0.

Definice. Polynomem budeme rozumét kaZzdou funkci P tvaru

P(x)=ao+a1x +--+ayx", xeR,
kden e NU{0}aag.ai,...,a, € R.Cislaay,...,a, senazyvaji koeficienty polynomu P.
Pozndmka. Necht n,m € N U {0} a

P(x)=ao+a1x +---+ayx", xeR,

O(x) =bo+bix + -+ bux™, xeR,

kde ag,ay,...,an € R,a, # 0, by, b1,...,bym € R, by, # 0. Jestlize se polynomy P a Q rovnaji (tj. P(x) = Q(x) pro kazdé
x €R),pakn =maag = bg,...,an = by.

Definice. Necht' P je polynom tvaru
P(x)=ayg+ai1x +--+ayx", xeR.

Rekneme, Ze P je polynom stupné n, jestlize a, # 0. Stupeti nulového polynomu (tj. konstantni nulové funkce definované na R)
definujeme jako —1.
Véta 23 (limita a uspotddani). Necht’ ¢ € R* a existuje limy—, f(x) alimy_. g(x).
(i) Jestlize limy . f(x) > limy_. g(x), pak existuje § > 0 takové, Ze
Vx € P(c,8): f(x) > g(x).
(ii) Jestlize existuje 5 > O takové, Ze Vx € P(c,8): f(x) < g(x), potom
lim f(x) < lim g(x).
X—>C X—>C
(iii) (o dvou policajtech) Necht’ existuje n > 0 takové, Ze
Vx e Pc,n): f(x) <h(x) < g(x).
Je-li navic limy_,. f(x) = limy_. g(x) = A € R*, potom existuje rovnéz limy_,. h(x) a rovnd se A.
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Dusledek. Necht’ ¢ € R*, limy_,. f(x) = 0anecht’ existuje n > 0 takové, Ze g je omezend na P(c, n). Potom limy_,. (f(x)g(x)) =
0.

Véta 24 (limita sloZzené funkce). Necht’ ¢, A, B € R*, limy_,. g(x) = 4, limy_.4 f(¥) = B a je splnéna alespoii jedna
z ndsledujicich podminek:

(P) IneR,n>0Vx e P(c,n): g(x) # A,
(S) funkce f je spojitd v bodé A.
Potom
lim f(g(x)) = B.
X—>C
Dusledek. Necht’ funkce g je spojitd v bodé ¢ € R a funkce f je spojitd v bodé g(c). Potom je funkce f o g spojitd v bodé c.

Véta 25 (Heine). Necht’ ¢ € R*, A € R* a pro funkci f platilim,_,. f(x) = A. JestliZe posloupnost {x,} spliiuje x, € Dy,
Xn 7# ¢ provSechnan € N alim,_, X, = ¢, pak lim, oo f(x,) = A.

Véta 26 (limita monoténni funkce). Necht' a,b € R*, a < b. Budif funkce f monoténni na intervalu (a,b). Potom existuji
limy_qt f(x)alimy_p_ f(x), pFicemZ plati:

e Je-li f na (a,b) neklesajict, pak limy_, 44 f(x) = inff((a, b)) alimy_p,_ f(x) = sup f((a, b)).
e Je-li f na (a,b) nerostouct, pak limy_,,4 f(x) = sup f((a, b)) alimy_p_ f(x) = inff((a, b)).

IV.3. Funkce spojité na intervalu

Definice. Necht’ J C R je nedegenerovany interval (neboli obsahuje nekone¢né mnoho bodi). Funkce f: J — R je spojitd
na intervalu J , jestliZe plati:

e f je spojitd v kazdém vnitinim bod¢ J,
e [ je spojitd zprava v levém krajnim bod¢ intervalu J, pokud tento bod patii do J,
e f je spojitd zleva v pravém krajnim bod¢ intervalu J, pokud tento bod patii do J.

Véta 27 (spojitost sloZené funkce na intervalu). Necht’ I a J jsou intervaly, g: I — J, f:J — R, g je spojitdna I a f je
spojitd na J. Potom funkce f o g je spojitdna I.

Véta 28 (Heineova véta pro spojitost na intervalu). Necht’ funkce f je spojitd na intervalu J a ¢ € J. Potom pro kaZdou
posloupnost {x, }n~ bodii intervalu J splitujici lim x, = c plati, Ze lim f(x,) = f(c).

Véta 29 (Bolzano, o nabyvani mezihodnot). Budi funkce f spojitd na intervalu {a,b) a predpoklddejme, Ze f(a) < f(b).
Potom pro kazdé C € (f(a), (D)) existuje & € (a,b) takové, Ze (&) = C.

Véta 30 (zobrazeni intervalu spojitou funkci). Necht’ J je interval a funkce f: J — R je spojitd na J. Potom je f(J) interval.

Definice. Nechtt M C R, x € M a funkce f je definovédna alespofi na M (tj. M C Dy). Rekneme, 7e f nabyva v bod& x
maxima (resp. minima) na M , jestlize

VyeM: f(y) = f(x) (resp.Vy e M: f(y) = f(x)).

Bod x pak nazyvidme bodem maxima (resp. minima) funkce f na mnoziné M. Symbol maxps f (resp. minys f) oznaCuje
nejveétsi (resp. nejmensi) hodnotu, které funkce f na mnoziné M nabyva (pokud takova hodnota existuje). Body maxima Ci
minima souhrnné oznacujeme jako body extrému.

Definice. Necht' f je redlnd funkce a x € Dy. Rekneme, Ze funkce f md v bodé x
o [okdlni maximum, jestliZe existuje § > 0 takové, Zze Vy € B(x,68): f(y) < f(x);

o lokdIni minimum, jestliZe existuje § > 0 takové, ze Vy € B(x,8): f(y) > f(x);

ostré lokdlni maximum, jestlize existuje § > 0 takové, ze Vy € P(x,8): f(y) < f(x);

ostré lokdlni minimum, jestlize existuje § > 0 takové, Zze Vy € P(x,8): f(y) > f(x).
Bodem lokdlniho extrému rozumime bod lokdlntho maxima ¢i lokdlntho minima.

Véta 31 (o nabyvani extrému). Necht’ f je spojitd funkce na intervalu {(a,b). Potom funkce f nabyvd na {(a,b) své nejvétsi
hodnoty (maxima) a své nejmensi hodnoty (minima).

Dusledek 32 (omezenost spojité funkce). BudiZ f spojitd funkce na intervalu {a, b). Potom je f na {(a,b) omezend.

Véta 33 (spojitost inverzni funkce). BudiZ f spojitd a rostouct (klesajici) funkce na intervalu J. Potom funkce f~! je spojitd
a rostouct (klesajici) na intervalu f(J).
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IV.4. Zavedeni elementarnich funkci

Véta 34 (zavedeni logaritmu). Existuje jedind funkce (znacime ji log a nazyvdme ji p¥irozenym logaritmem), kterd md tyto
vlastnosti:

(L1) Dlog = (O, ‘|‘OO),
(L2) funkce log je na (0, +00) rostouci,

(L3) Vx,y € (0,4+00): logxy = logx + logy,

(L4) lim 25 = 1.
Vlastnosti funkce logaritmus
e logl =0,
e Vx € (0,400): log(l/x) = —logx,
e VneZVx € (0,400): logx™ =nlogx,

e Ilim logx = 400, lim logx = —oo0,
x—>+00 x—>0+

e funkce log je spojitd na (0, +00),

o M =R,

e existuje pravé jedno Cislo e € (0, +00) takové, Ze loge = 1.
Definice. Exponencidlni funkci budeme rozumét funkci inverzni k funkci log. Budeme ji znacit symbolem exp.

Vlastnosti exponencialni funkce

o Doy =R, Heyp = (0, 4+00),

e funkce exp je spojitd a rostouci na R,

e exp0=1,expl =e,

o Vx,y e R: exp(x + y) = exp(x) exp(y),

o Vx e R: exp(—x) = 1/expx,

e VneZVx eR: exp(nx) = (expx)”,

e lim expx = 400, lim expx =0,
x—>+o00 X—>—00

lim exp(x)—1
x—0

=1,
e VreQ: expr =e'.
Definice. Necht a.b € R, a > 0. Obecnou mocninu a® definujeme jako
ab = exp(bloga).
Definice. Necht' a,b € (0, +00), a # 1. Obecny logaritmus log, b definujeme jako

_logh

log, b

27" loga’

Véta 35 (zavedeni funkce sinus a Cisla 7). Existuje jediné kladné redlné Cislo (budeme ho znacit ww) a jedind funkce sinus
(budeme ji znacit sin), které maji ndsledujici vlastnosti:

(S1) Dsin =R,
(S2) sin je rostouci na (—m/2,7/2),
(§3) sin0 = 0,

(S4) ¥x,y € R: sin(x 4+ y) = sinx -sin(§ — y) + sin(§ — x) - sin y,
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§5) lim 2% — 1.
(53) x—0 *
Definice. Funkci kosinus rozumime funkci cos x = sin(5 — x), x € R.

Vlastnosti funkci sinus a kosinus

e Funkce cos je klesajici na intervalu (0, 7).

T o_ . . _ s TN N ﬂ_ﬁ
e cosz =0,sin7 =1,sinw =0, cosw —sm(—E) = —1,sin} =cos T = %°
e Vx e R: sin(x + ) = —sinx

e Funkce cos je sudd, funkce sin je licha.
e Funkce sin a cos jsou 2w -periodické.

< ain2 2. _
e Vx e R: sin“x 4+cos“x =1

e Vx e R: [sinx| <1,|cosx| <1

e Vx,y e R: sinx —siny = 2sin (%)cos (%)
e Funkce sin a cos jsou spojité na R.
o Hg, = Heos = <_1, 1)

e Funkce sin je rovna nule pravé v bodech mnoziny {kx; k € Z}, funkce cos je rovna nule prdvé v bodech mnoZiny
{5 +km kel

Definice. Funkci tangens zna¢ime tg a definujeme predpisem

sin x

tgx =
COS X

pro kazdé realné x, pro néZ ma zlomek smysl, tj.
Dy={xeR; x#n/24+kn keZ}

Symbolem cotg budeme znacit funkci kotangens, kterd je definovana na mnoziné D o = {x € R; x # km, k € Z} piedpisem

cos x
cotgx =

sinx
Vlastnosti funkci tangens a kotangens

etgh =cotgh =1

Funkce tg i cotg jsou spojité v kazdém bodé svého defini¢niho oboru.

Funkce tg i cotg jsou liché.

Funkce tg i cotg jsou m-periodické.

Funkce tg je rostouci na (—m /2, 7/2), funkce cotg je klesajici na (0, ).

lim tgx =400, lim tgx =—oo, lim cotgx = 400, lim cotgx = —oco
x—>%— x—>—%+ x—>0+ X—>T—

L4 Htg = fIlcotg = R

Definice.
e Funkci arkussinus (zna¢ime arcsin) rozumime funkci inverzni k funkci sin |<_%’%).
o Funkci arkuskosinus (znacime arccos) rozumime funkci inverzni k funkci cos |(g ).
e Funkci arkustangens (znaime arctg) rozumime funkci inverzni k funkci tg |(_%,%).

o Funkci arkuskotangens (znacime arccotg) rozumime funkci inverzni k funkci cotg | (o, ).

Vlastnosti cyklometrickych funkci
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® Darcsin = Darccos = (=1, 1), Daretg = Darccorg = R

e Funkce arcsin a arctg jsou liché.

e Funkce arcsin a arctg jsou rostouci, funkce arccos a arccotg jsou klesajici (na svych defini¢nich oborech).
e Funkce arcsin, arccos, arctg a arccotg jsou spojité na svych defini¢nich oborech.

e arctg0 = 0, arctg 1 = 7, arccotg0 = 7

arctg X

= lim "X — |

e lim ecsinx
x—0 x—0

T

e Vx € (—1,1): arcsinx + arccosx = 7, Vx € R: arctgx + arccotgx = 7

e lim arctgx = 7, lim arctgx = —7 lim arccotgx =0, lim arccotgx = 7
xX—>+00 X—>—00 x—>+00 X—>—00

IV.S. Derivace funkce
Definice. Necht' " je redlné funkce a a € R. Pak

o derivaci funkce f v bodé a budeme rozumét ¢islo

fla+h) — fla)

/ = 1i
f(a) Jim Y

e derivaci funkce f v bodé a zprava budeme rozumét Cislo

, . +h) —

e derivaci funkce f v bodé a zleva budeme rozumét Cislo

fla+h)— fla)
; :

o= i
pokud pfislu$né limity existuji.
Definice. Necht' f ma vlastni derivaci v bodé a € R. Tecnou ke grafu funkce f v bodé [a, f(a)] nazveme piimku
T = {x. )] €R* y = f(@) + f'(@)(x —a)}.
Véta 36. Necht’ funkce f mdv bodé a € R viasmi derivaci. Potom je funkce f v bodé a spojitd.
Véta 37 (aritmetika derivaci). Predpokiddejme, Ze funkce f a g maji v bodé a € R vlastni derivace a o € R. Potom plati, Ze
(i) (f +8) (@) = f'(a) + g'(a),
(ii) (af)'(a) =a- f'(a),
(i) (fg)'(a) = f(a)g(a) + f(a)g'(a),
(iv) je-li g(a) # 0, pak

N\ flag@) - fla)g'(a)
- (a) - 2 .

g g*(a)

Véta 38 (derivace slozené funkce). Necht’ funkce f md viasti derivaci v bodé yo € R, funkce g md vlastni derivaci v bodé

x9 € Ra yyg = g(xg). Pak
(f ©8)'(x0) = f'(o) - &' (x0).

Véta 39 (derivace inverzni funkce). Necht’ funkce f je na intervalu (a,b) spojitd a ryze monoténni a md v bodé xo € (a,b)
derivaci f'(xo) riiznou od nuly. Potom md funkce 1 derivaci v bodé yy = f(x¢) a plati rovnost

1 1
f'xo) — f1(f71(0)

ST (o) =

Derivace elementarnich funkeci

e (konst.)’ = 0,
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x"Y =nx""!",xeR,neN;x e R\ {0},ne€Z,n <0,

e (logx)' = 1 prox € (0, +00),

e (expx) =expx prox € R,

o (x4 =ax* ' prox € (0,+00),a € R,
e (@) =a*logaprox eR,aeR,a >0,
e (sinx)’ = cosx pro x € R,

e (cosx) = —sinx prox € R,

o (tgx) = coslzx pro x € Dy,

e (cotgx) = —Sinlzx pro x € Deogs

e (arcsinx) = J11—? prox € (—1,1),

e (arccos x) = _Jll—? prox € (—1,1),
e (arctgx) = ﬁ pro x € R,

e (arccotg x)' = _1+1x2 pro x € R.

Véta 40 (nutnd podminka lokdlniho extrému). Necht’ funkce f md v bodé xo € R lokdini extrém. Jestlize existuje f”'(xg), potom
je f'(x0) = 0.

IV.6. Hlubsi véty o derivaci funkce
Véta 41 (Rolle). Necht’ a,b € R, a < b a funkce [ md ndsledujici vlastnosti:
(i) je spojitd na intervalu (a, b),
(ii) md derivaci (vlastni ¢i nevlastni) v kaZdém bodé otevieného intervalu (a, b),
(iii) plati, Ze f(a) = f(b).
Potom existuje & € (a, b) takové, Ze f'(§) = 0.

Véta 42 (Lagrange, o stiedni hodnot€). Necht’' a,b € R, a < b, funkce f je spojitd na intervalu {a, b) a md derivaci (viastni &i
nevlastni) v kazdém bodé intervalu (a, b). Potom existuje & € (a, b) takové, Ze

i =10
—da

Véta 43 (vztah znaménka derivace a monotonie funkce). Necht’ J C R je nedegenerovany interval. Necht' f je spojitd na J
a v kazdém vnitinim bodé J (mnoZinu vnitinich bodit intervalu J oznac¢me jako Int J ) md derivaci.

(i) Je-li f'(x) > 0 provsechna x € IntJ, pak f je rostouci na J.

(ii) Je-li f'(x) < 0 provsechna x € IntJ, pak f je klesajici na J.
(iii) Je-li f'(x) > 0 pro vSechna x € IntJ, pak f je neklesajici na J.

(iv) Je-li f'(x) <0 provSechna x € IntJ, pak f je nerostouci na J.
Véta 44 (vypocet jednostranné derivace). Necht’ f je spojitd zprava v bodé a € R a existuje xgrlrllJr S (x). Potom existuje f (a)
a plati rovnost

fi@ = lim f'x).

Véta 45 (I’Hospitalovo pravidlo). Necht’ funkce f a g maji na jistém prstencovém okoli bodu a € R* viastni derivace a existuje
lim £ "(x)

x—a 8 &)

(i) lim f(x) = lim g(x) =0,

. Necht’ plati jedna z ndsledujicich podminek:

(ii) lim |g(x)| = +o0.
xX—>a

Potom existuje i )}1_1)1}1 % a plati, Ze

fim 29—y L0
x—a g(x) x—a g’(x)

15



IV.7. Konvexni a konkavni funkce
Definice. Rekneme, 7e funkce f je na intervalu /

o konvexni, jestlize pro kazdé xq,x, € I akazdé A € (0, 1) plati

SAx1 + (1 =A)x2) =Af(x1) + (1 =2) f(x2),
e konkdvni, jestlize pro kazdé x1, x, € I akazdé A € (0, 1) plati

SQx1 + (1 —=2A)x2) = Af(x1) + (1 — 1) f(x2),
o ryze konvexni, jestlize pro kazdé x1, x, € I, x1 # x akazdé A € (0, 1) plati

SAx1 4+ 0 =Mx2) <Af(x1) + (1 =24) f(x2),
o ryze konkdvni, jestlize pro kazdé x1,x, € I, x; # x, akazdé A € (0, 1) plati

SAxr + (1 =M)xz) > Af(x1) + (1 = 4) f(x2).

Lemma 46. Funkce f je na intervalu I konvexni, prdavé kdy? pro kazdé t¥i body x1, x5, x3 € 1, x1 < X < x3 plati, Ze

flra) = fO) _ fOxs) = flx2)

X2 — X1 X3 — X2

Definice. Necht’ funkce f* ma na jistém okoli bodu a € R vlastni derivaci. Druhou derivaci funkce f v bodé a budeme rozumét

Cislo
f'a+h)— f'(a)
h ,

f"(a) = lim
h—0
pokud limita existuje.

Necht' nyni n € N a funkce f md v jistém okoli bodu ¢ € R vlastni n-tou derivaci (znaéime ji symbolem f ). Pak
(n + 1)-ni derivaci funkce f v bodé a budeme rozumét ¢islo

FOED () = }}]_)mo S+ hh) - f(”)(a),

pokud limita existuje.

Véta 47 (druhd derivace a konvexita). Necht’ a,b € R*, a < b a f md na intervalu (a, b) vlastni druhou derivaci.
(i) Jestlize f"(x) > 0 pro kazdé x € (a,b), pak f je ryze konvexni na (a, b).

(ii) Jestlize f"(x) < 0 pro kaZdé x € (a, b), pak f je ryze konkdvni na (a, b).

(iii) Jestlize f"(x) > 0 pro kaZdé x € (a,b), pak | je konvexni na (a, b).

(iv) Jestlize f"(x) < 0 pro kaZdé x € (a,b), pak f je konkdvni na (a, b).

Definice. Necht’ f m4 vlastni derivaci v bodé a € R a T, oznaCuje te¢nu ke grafu funkce f v bodé [a, f(a)]. Rekneme, Ze bod
[x, f(x)] leZi pod te¢nou T,, jestlize
fx) < fla) + f'(@) - (x —a).

Plati-li opacnd nerovnost, fekneme, Ze bod [x, f(x)] lezi nad tecnou T,.
Definice. Necht' f’(a) € R. Rekneme, Ze a je inflexnim bodem funkce f, jestlize existuje A > 0 takové, Ze plati
(i) Vx €e(a@a—A,a): [x, f(x)] leZi pod te¢nou T,
(i) Vx € (a,a + A): [x, f(x)] lezi nad tenou T,
nebo
(1) Vx € (a—A,a): [x, f(x)] lezi nad te¢nou Ty,
(i) Vx € (a,a + A): [x, f(x)] lezi pod tecnou T,.

Véta 48 (nutnd podminka pro inflexi). Necht' a € R je inflexnim bodem bod funkce f. Potom f"(a) neexistuje nebo je rovna
nule.

Véta 49 (postacujici podminka pro inflexi). Necht’ funkce f md spojitou prvni derivaci na intervalu (a,b) a z € (a,b). Necht’
plati:

e Vx € (a,z): f"(x) >0,
e Vx € (z,b): f"(x) <.

Potom z je inflexnim bodem funkce f.
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IV.8. Prubéh funkce

Definice. Piimku, kterd je grafem afinni funkce x +— kx + g, k,q € R, nazveme asymptotou funkce f v +oo (resp. v —00),
jestlize
lim (f(x)—kx—¢q)=0, (resp. lim (f(x)—kx—q)=0).
x—>+o00 X—>—00

Tvrzeni 50. Funkce f md asymptotu v +00 popsanou afinni funkci x — kx + q, pravé tehdy, kdy?

lim ZACY

x—>+oo X

=keR a lim (f(x)—kx)=qg €R.
xX—>+00

Vysetieni prubéhu funkce

1. Urcime defini¢ni obor a provedeme diskusi spojitosti funkce.

2. Zjistime symetrie funkce: lichost, sudost, periodicita.

3. Dopocitdme limity v ,.krajnich bodech defini¢niho oboru®.

4. Vysetiime prvni derivaci, ur¢ime intervaly monotonie a nalezneme lokdln{ a globaln{ extrémy. Urc¢ime obor hodnot.
5. Spocteme druhou derivaci a ur¢ime intervaly, kde je funkce f konvexni nebo konkavni. Uré¢ime inflexni body.

6. Urcime asymptoty funkce.

7. Nacrtneme graf funkce.
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