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|. Topologické vektorové prostory

1. Zakladni vlastnosti

Definice 1

Necht X je vektorovy prostor nad K a t je topologie na X.
Pokud jsou operace scitani a nasobeni skalarem spojité
jakozto zobrazeni +: X x X - Xa-: K x X — X,
nazveme dvojici (X, t) topologickym vektorovym
prostorem.



|. Topologické vektorové prostory

1. Zakladni vlastnosti

Definice 1

Necht X je vektorovy prostor nad K a t je topologie na X.
Pokud jsou operace scitani a nasobeni skalarem spojité
jakozto zobrazeni +: X x X - Xa-: K x X — X,
nazveme dvojici (X, t) topologickym vektorovym
prostorem.

Systém vSech okoli bodu x € X znacime 7(x).



Fakt 2
Necht X je vektorovy prostor a p je translacné invariantni
pseudometrika na X. Pak
(a) operace scitani je spojita jakoZto zobrazeni
+: (X, p) x (X, p) = (X, p) (dokonce je
2-lipschitzovska);



Fakt 2
Necht X je vektorovy prostor a p je translacné invariantni
pseudometrika na X. Pak

(a) operace scitani je spojita jakoZto zobrazeni
+: (X, p) x (X, p) = (X, p) (dokonce je
2-lipschitzovska);

(b) p(nx,0) < np(x,0) pro kazdé x e X ane N.



Tvrzeni 3
Necht X je topologicky vektorovy prostor nad K.

(a) Je-liae X aAeK\ {0}, jsou operace x — x + a
a x — Ax homeomorfismy X na X.



Tvrzeni 3
Necht X je topologicky vektorovy prostor nad K.

(a) Je-liae X aAeK\ {0}, jsou operace x — x + a
a x — Ax homeomorfismy X na X.

(b) Pro kazdé x € X je t(x) = x + (0).



Tvrzeni 3
Necht X je topologicky vektorovy prostor nad K.

(a) Je-liae X aAeK\ {0}, jsou operace x — x + a
a x — Ax homeomorfismy X na X.

(b) Pro kazdé x € X je t(x) = x + (0).

(c) Je-li U € ©(0), pak existuje V € t(0) otevrené takove,
ZeV+VcU.



Definice 4
Necht X je vektorovy prostor nad K a A € X. Mnozina A
se nazyva
e pohlcujici, pokud pro kazdé x € X existuje Ay > 0
takove, Ze tx € Apro kazdé t € [0, A,];
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e pohlcujici, pokud pro kazdé x € X existuje Ay > 0
takove, Ze tx € Apro kazdé t € [0, A,];

e vyvazena, pokud «A C Apro kazdé o € K, || < 1.



Definice 4
Necht X je vektorovy prostor nad K a A € X. Mnozina A

se nazyva
e pohlcujici, pokud pro kazdé x € X existuje Ay > 0
takove, Ze tx € Apro kazdé t € [0, A,];
e vyvazena, pokud «A C Apro kazdé o € K, || < 1.

Tvrzeni 5
Necht' X je topologicky vektorovy prostor.

(a) Kazdé U € 1(0) je pohlcujici.



Definice 4
Necht X je vektorovy prostor nad K a A € X. Mnozina A

se nazyva
e pohlcujici, pokud pro kazdé x € X existuje Ay > 0
takove, Ze tx € Apro kazdé t € [0, A,];
e vyvazena, pokud «A C Apro kazdé o € K, || < 1.

Tvrzeni 5
Necht' X je topologicky vektorovy prostor.

(a) Kazdé U € 1(0) je pohlcujici.
(b) ©(0) ma bazi z otevienych vyvazenych mnoZin.



Véta 6 (John von Neumann (1935))
Necht X je vektorovy prostor a U je systém podmnozin X
obsahujicich 0, ktery je bazi filtru (1. je neprazdny a pro
kazda U, U, € U existuje U € U splnujici U c Uy N Us).
Predpokladejme, Ze U ma nasledujici viastnosti:

(i) Pro kazdé U € U existuje V € U splriujici

V+Vcu.

(i) Kazda mnozina z U je pohlcujici.

(il KaZzda mnoZina z U je vyvazena.
Pak existuje prave jedna topologie t na X takova, Ze
(X, 1) je topologicky vektorovy prostor a U je baze okoli 0.



Véta 7
Necht X je topologicky vektorovy prostor.

(a) Necht K C X je kompaktni a C C X je uzaviena a
disjunkini s K. Pak existuje oteviené vyvazené
V € t(0) takové, Ze (K + V)N (C + V) = 0.



Véta 7
Necht X je topologicky vektorovy prostor.

(a) Necht K C X je kompaktni a C C X je uzaviena a
disjunkini s K. Pak existuje oteviené vyvazené
V € 7(0) takové, Ze (K + V)N (C + V) = 0.

(b) X je regularni (1. Ize oddélit bod a uzavrenou
mnoZinu pomoci otevienych mnoZzin).



Véta 7
Necht X je topologicky vektorovy prostor.

(a) Necht K C X je kompaktni a C C X je uzaviena a
disjunkini s K. Pak existuje oteviené vyvazené
V € 7(0) takové, Ze (K + V)N (C + V) = 0.
(b) X je regularni (1. Ize oddélit bod a uzavrenou
mnoZinu pomoci otevienych mnoZzin).
(c) Nasledujici tvrzeni jsou ekvivalentni:
(i) X je Hausdorffav.
(i) X je Ty (4. body jsou uzaviené mnoZiny).
(iii) {0} je uzaviena mnoZina.
(iv) {0} = M{U: U € z(0)}.



Tvrzeni 8
Necht' X je topologicky vektorovy prostor.

(a) Je-li G C X oteviena a A C X libovolna, je A+ G
otevrena.



Tvrzeni 8
Necht' X je topologicky vektorovy prostor.

(a) Je-li G C X oteviena a A C X libovolna, je A+ G
otevrena.

(b) Je-li F c X uzaviena a K C X kompaktni, je F + K
uzavrena.



Tvrzeni 8
Necht' X je topologicky vektorovy prostor.

(a) Je-li G C X oteviena a A C X libovolna, je A+ G
otevrena.

(b) Je-li F c X uzaviena a K C X kompaktni, je F + K
uzavrena.

(c) Jsou-li K, L C X kompaktni, je i K + L kompaktni.



Tvrzeni 9
Necht' X je topologicky vektorovy prostor nad K a
A, B C X. Pak plati nasledujici tvrzeni:

(a) A= N{A+ U; Ue(0).
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(c) MM = 1A aXIntA = Int(AA) pro libovoiné A € K \ {0}.



Tvrzeni 9
Necht' X je topologicky vektorovy prostor nad K a
A, B C X. Pak plati nasledujici tvrzeni:

(a) A= N{A+ U; Ue(0).

(b) A+ BCc A+ BalntA+ IntB C Int(A+ B).

(c) MM = 1A aXIntA = Int(AA) pro libovoiné A € K \ {0}.
(d) Je-li Y podprostor X, pak Y je téZ podprostor X.
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je-li Int A neprézdna, pak A = Int A.



Tvrzeni 9
Necht' X je topologicky vektorovy prostor nad K a
A, B C X. Pak plati nasledujici tvrzeni:

a) A={A+ U: Ue(0)}.

(b) A+ BCc A+ BalntA+ IntB C Int(A+ B).

(c) MM = 1A aXIntA = Int(AA) pro libovoiné A € K \ {0}.

(d) Je-li Y podprostor X, pak Y je téZ podprostor X.
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je-li Int A neprézdna, pak A = Int A.

(f) Je-li A vyvézena, pak A je vyvazZena.



Tvrzeni 9
Necht' X je topologicky vektorovy prostor nad K a
A, B C X. Pak plati nasledujici tvrzeni:

a) A={A+ U: Ue(0)}.

(b) A+ BCc A+ BalntA+ IntB C Int(A+ B).

(c) MM = 1A aXIntA = Int(AA) pro libovoiné A € K \ {0}.

(d) Je-li Y podprostor X, pak Y je téZ podprostor X.

(e) Je-li A konvexni, pak A aInt A Jsou konvexni. Dale
je-li Int A neprézdna, pak A = Int A.

(f) Je-li A vyvézena, pak A je vyvazZena.

(g) Je-li Avyvazena a0 € IntA, pak Int A je vyvazena.



Véta 10

Necht' X je topologicky vektorovy prostor, Y C X
uzavreny podprostor a Z C X kone¢nérozmeérny
podprostor. Pak Y + Z je uzavrieny.



Véta 10

Necht' X je topologicky vektorovy prostor, Y C X
uzavreny podprostor a Z C X kone¢nérozmeérny
podprostor. Pak Y + Z je uzavrieny.

Dusledek 11

Necht X je Hausdorffav topologicky vektorovy prostor.
Kazdy kone¢nerozmerny podprostor X je uzavreny v X.



2. Omezené mnoziny, metrizovatelnost
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Definice 12

Necht X je topologicky vektorovy prostora A C X.
Mnozina A se nazyva omezena, pokud pro kazdé
U € 7(0) existuje t > 0 takové, ze A C tU.



2. Omezené mnoziny, metrizovatelnost

Definice 12

Necht X je topologicky vektorovy prostora A C X.
Mnozina A se nazyva omezena, pokud pro kazdé
U € 7(0) existuje t > 0 takové, ze A C tU.

Tvrzeni 13
Necht X je topologicky vektorovy prostor nad K a A C X.
Pak nasledujici tvrzeni jsou ekvivalentni:

(i) MnoZina A je omezena.
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Definice 12

Necht X je topologicky vektorovy prostora A C X.
Mnozina A se nazyva omezena, pokud pro kazdé
U € 7(0) existuje t > 0 takové, ze A C tU.

Tvrzeni 13
Necht X je topologicky vektorovy prostor nad K a A C X.
Pak nasledujici tvrzeni jsou ekvivalentni:
(i) MnoZina A je omezena.
(if) Pro kaZzdou posloupnost {x,} C A a kaZdou
posloupnost {y,} C K, y, — 0 plati y,x, — 0.



2. Omezené mnoziny, metrizovatelnost

Definice 12

Necht X je topologicky vektorovy prostora A C X.
Mnozina A se nazyva omezena, pokud pro kazdé
U € 7(0) existuje t > 0 takové, ze A C tU.

Tvrzeni 13

Necht X je topologicky vektorovy prostor nad K a A C X.
Pak nasledujici tvrzeni jsou ekvivalentni:

(i) MnoZina A je omezena.
(if) Pro kaZzdou posloupnost {x,} C A a kaZdou
posloupnost {y,} C K, y, — 0 plati y,x, — 0.
(i) Pro kazdou posloupnost {x,} C A plati 1x, — 0.



Tvrzeni 14
Necht' X je topologicky vektorovy prostora A, B C X jsou
omezené. Pak plati nasledujici tvrzeni:

(a) MnoZiny AU B a A+ B jsou omezene.



Tvrzeni 14
Necht' X je topologicky vektorovy prostora A, B C X jsou
omezené. Pak plati nasledujici tvrzeni:

(a) MnoZiny AU B a A+ B jsou omezene.
(b) MnozZina AA omezena pro kazdé A € K.



Tvrzeni 14
Necht' X je topologicky vektorovy prostora A, B C X jsou
omezené. Pak plati nasledujici tvrzeni:

(a) MnoZiny AU B a A+ B jsou omezene.
(b) MnozZina AA omezena pro kazdé A € K.
(c) MnoZina A je omezena.



Lemma 15

Necht X je topologicky vektorovy prostor nad K, V € 1(0)
a{sp} CcK\{0},68,— 0. Pak{5,V; ne N} je baze

okoli 0, pravée kdyz V je omezené.
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Véta 16
Necht X je topologicky vektorovy prostor. Pak nasledujici
tvrzeni jsou ekvivalentni:

(i) X ma spocetnou bazi okoli 0.
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Lemma 15

Necht X je topologicky vektorovy prostor nad K, V € 1(0)
a{sp} CcK\{0},68,— 0. Pak{5,V; ne N} je baze

okoli 0, pravée kdyz V je omezené.

Véta 16
Necht X je topologicky vektorovy prostor. Pak nasledujici
tvrzeni jsou ekvivalentni:

(i) X ma spocetnou bazi okoli 0.
(i) X je pseudometrizovatelny.

(iii) X je pseudometrizovatelny translacné invariantni
pseudometrikou.



Lemma 15

Necht X je topologicky vektorovy prostor nad K, V € 1(0)
a{sp} CcK\{0},68,— 0. Pak{5,V; ne N} je baze

okoli 0, pravée kdyz V je omezené.

Véta 16

Necht X je topologicky vektorovy prostor. Pak nasledujici
tvrzeni jsou ekvivalentni:

(i) X ma spocetnou bazi okoli 0.

(i) X je pseudometrizovatelny.

(iii) X je pseudometrizovatelny translacné invariantni
pseudometrikou.

Je-li X Hausdorffiv, pak Ize vyse predponu pseudo-
vynechat.



Definice 17

Necht X je topologicky vektorovy prostor. Rekneme, ze X
je lokalné omezeny, pokud ke kazdému x € X existuje
omezené okoli x.



Definice 17

Necht X je topologicky vektorovy prostor. Rekneme, ze X
je lokalné omezeny, pokud ke kazdému x € X existuje
omezené okoli x.

Véta 18
Necht X je lokalné omezeny topologicky vektorovy
prostor. Pak X je pseudometrizovatelny.



3. Totalni omezenost a kompaktnost



3. Totalni omezenost a kompaktnost

Definice 19

Necht X je topologicky vektorovy prostora A C X.
MnoZina A se nazyva totalné omezena, pokud pro kazdé
U € 7(0) existuje F c Akonecna takova, ze AcC F + U.



Tvrzeni 20
Necht' X je topologicky vektorovy prostor a A, B C X. Pak
plati nasledujici tvrzeni:
(a) A je totalné omezena praveé tehdy, kdyz pro kazdé
U € 7(0) existuje F C X konecna splriujici
ACc F+ U.



Tvrzeni 20
Necht' X je topologicky vektorovy prostor a A, B C X. Pak
plati nasledujici tvrzeni:
(a) A je totalné omezena praveé tehdy, kdyz pro kazdé
U € 7(0) existuje F C X konecna splriujici
ACc F+ U.
(b) Je-li A totalné omezena a B C A, pak B je téz totalné
omezena.
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Necht' X je topologicky vektorovy prostor a A, B C X. Pak
plati nasledujici tvrzeni:
(a) A je totalné omezena praveé tehdy, kdyz pro kazdé
U € 7(0) existuje F C X konecna splriujici
ACc F+ U.
(b) Je-li A totalné omezena a B C A, pak B je téz totalné
omezena.

(c) Jsou-li A, B totalné omezené, pak jsoui AU B
a A + B totalné omezené.



Tvrzeni 20
Necht' X je topologicky vektorovy prostor a A, B C X. Pak
plati nasledujici tvrzeni:
(a) A je totalné omezena praveé tehdy, kdyz pro kazdé
U € 7(0) existuje F C X konecna splriujici
ACc F+ U.
(b) Je-li A totalné omezena a B C A, pak B je téz totalné
omezena.

(c) Jsou-li A, B totalné omezené, pak jsoui AU B
a A + B totalné omezené.

(d) Je-li A totalné omezena a A € K, pak je i LA totalne
omezena.



Tvrzeni 20

Necht' X je topologicky vektorovy prostor a A, B C X. Pak

plati nasledujici tvrzeni:

(a) A je totalné omezena praveé tehdy, kdyz pro kazdé
U € 7(0) existuje F C X konecna splriujici
AcCcF+U.

(b) Je-li A totalné omezena a B C A, pak B je téz totalné
omezena.

(c) Jsou-li A, B totalné omezené, pak jsoui AU B
a A + B totalné omezené.

(d) Je-li A totalné omezena a A € K, pak je i LA totalne
omezena.

(e) Je-li A totdlné omezena, pak je i A totdlné omezeny.



Tvrzeni 21
Necht X je topologicky vektorovy prostor. Kompaktni
podmnoZziny X jsou totalné omezené



Tvrzeni 21

Necht X je topologicky vektorovy prostor. Kompaktni
podmnoziny X jsou totalné omezené a totalné omezené
podmnoziny X jsou omezené.



Tvrzeni 21

Necht X je topologicky vektorovy prostor. Kompaktni
podmnoziny X jsou totalné omezené a totalné omezené
podmnoziny X jsou omezené.

Fakt 22

Necht (X, t) je topologicky vektorovy prostor
pseudometrizovatelny translacné invariantni
pseudometrikou p. Pak A C X je t-totdlné omezena,
prave kdyZz je p-totalné omezena.



Definice 23

Necht (X, tx), (Y, ty) jsou topologické vektorové prostory
af: X — Y.Rekneme, Ze f je stejnomérné spoijité,
jestlize pro kazdé V e ty(0) existuje U € tx(0) takové, ze
pro kazdeé x, y € X plati, ze f(x) € f(y) + V kdykoliv
xey+U.



Definice 23

Necht (X, tx), (Y, ty) jsou topologické vektorové prostory
af: X — Y.Rekneme, Ze f je stejnomérné spoijité,
jestlize pro kazdé V e ty(0) existuje U € tx(0) takové, ze
pro kazdeé x, y € X plati, ze f(x) € f(y) + V kdykoliv
xey+U.

Tvrzeni 24

Necht (X, tx), (Y, ty) jsou topologické vektorové prostory
af: X =Y je stejnomérné spojité. Je-li A C X totalné
omezena, je i f(A) totalné omezena.



4. Linearni zobrazeni



4. Linearni zobrazeni

Linearnim obrazem vyvazené mnoziny je opét vyvazena
mnozina, vzorem vyvazené mnoziny pfi linearnim
zobrazeni je opét vyvazena mnozina.



Véta 25
Necht' X a Y jsou topologické vektorové prostory a
T: X — Y je linearni zobrazeni. UvaZujme nasl. tvrzeni:

(i) T je omezené na nejakém okoli 0.
(i) T je spojité vO.
(i) T je spojité.
(iv) T je stejnomerné spojite.
)
)
)

(v) T je sekvencialné spojité.
(vi) T(A) je omezena pro kazdou omezenou A C X.
(vii) Pro kaZdou posloupnost {x,} C X, x, — 0 je mnoZina

{T(x,); ne N} omezena.
Pak (i)= (ii) <> (iii) < (iv)=> (v)= (Vi) < (Vii).



Véta 25
Necht' X a Y jsou topologické vektorové prostory a
T: X — Y je linearni zobrazeni. UvaZujme nasl. tvrzeni:

(i) T je omezené na nejakém okoli 0.
(i) T je spojité vO.
(i) T je spojité.
(iv) T je stejnomerné spojite.
)
)
)

(v) T je sekvencialné spojité.
(vi) T(A) je omezena pro kazdou omezenou A C X.
(vii) Pro kaZdou posloupnost {x,} C X, x, — 0 je mnoZina

{T(xn); ne N} omezena.
Pak (i)= (ii)< (iii)< (iv)= (v)= (vi)< (vii). Je-li'Y lokalné
omezeny, pak (i)—(iv) jsou ekvivalentni.



Véta 25
Necht' X a Y jsou topologické vektorové prostory a
T: X — Y je linearni zobrazeni. UvaZujme nasl. tvrzeni:

(i) T je omezené na nejakém okoli 0.
(i) T je spojité vO.
(i) T je spojité.
(iv) T je stejnomerné spojite.
)
)
)

(v) T je sekvencialné spojité.
(vi) T(A) je omezena pro kazdou omezenou A C X.
(vii) Pro kaZdou posloupnost {x,} C X, x, — 0 je mnoZina

{T(xn); ne N} omezena.
Pak (i)= (ii)< (iii)< (iv)= (v)= (vi)< (vii). Je-li'Y lokalné
omezeny, pak (i)—(iv) jsou ekvivalentni. Je-li X
pseudometrizovatelny, pak (ii)—(vii) jsou ekvivalentni.



Lemma 26
Necht X je pseudometrizovatelny topologicky vektorovy

prostor. Jestlize {x,} C X konverguje k 0, pak existuje
posloupnost {y,} C N takova, Ze y, — +00 a ynxn — 0.



Véta 27
Necht' X je topologicky vektorovy prostor nad K

af: X — K je nenulova linearni forma. Pak nasledujici
tvrzeni jsou ekvivalentni:

(i) f je spojita.
(i) Kerf je uzavrené.
(iii) Kerf # X.



Jako obvykle budeme linearnim formam fikat téz
(linearni) funkcionaly.



Jako obvykle budeme linearnim formam fikat téz
(linearni) funkcionaly.

Definice 28

Necht X je topologicky vektorovy prostor. Symbolem X#
budeme znacit prostor vSech linearnich forem
(funkcionall) na X a budeme jej nazyvat algebraickym
dualem.



Jako obvykle budeme linearnim formam fikat téz
(linearni) funkcionaly.

Definice 28

Necht X je topologicky vektorovy prostor. Symbolem X#
budeme znacit prostor vSech linearnich forem
(funkcionall) na X a budeme jej nazyvat algebraickym
dudlem. Symbolem X* budeme znacit podprostor X#
sestavajici z linearnich funkcionall, které jsou spojité
na X, a budeme jej nazyvat topologickym dualem (Ci
jenom dualem).



Definice 29

Necht X a Y jsou topologické vektorové prostory

a T: X — Y jelinearni. Rikame, Ze T je izomorfismus
X na Y (nebo jen izomorfismus), pokud T je
homeomorfismus X na Y;



Definice 29

Necht X a Y jsou topologické vektorové prostory

a T: X — Y jelinearni. Rikame, Ze T je izomorfismus
X na Y (nebo jen izomorfismus), pokud T je
homeomorfismus X na Y; fikame, ze T je izomorfismus
X do Y (nebo jen izomorfismus do), pokud T je
izomorfismus X na Rng T.



Fakt 30

Necht' X je vektorovy prostor, Y je topologicky vektorovy
prostor, a{T,},cr je usmeérnény soubor linedrnich
zobrazeniz X do Y. Je-li T: X — Y bodovou limitou

usmeérnéného souboru {T,}, pak T je linearni.



5. Konec¢nérozmeérné prostory




5. Konec¢nérozmeérné prostory

Véta 31
Necht' X je topologicky vektorovy prostor nad K. Pak
nasledujici tvrzeni jsou ekvivalentni:

(i) X je Hausdorffiv adim X < oo.
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5. Konec¢nérozmeérné prostory

Véta 31

Necht' X je topologicky vektorovy prostor nad K. Pak
nasledujici tvrzeni jsou ekvivalentni:

(i) X je Hausdorffiv adim X < oo.
(i) Existuje n € N takové, Ze X je izomorfni s (K", ||-||2).

(iii) X je Hausdorffiv a existuje v nem totalné omezené
okoli 0.

(iv) X je pseudometrizovatelny a kaZzdeé linearni
zobrazeni z X do néjakého topologického
vektorového prostoru je spojité.

(v) X je pseudometrizovatelny a kaZda linearni forma
na X je spojita.



Dasledek 32
Necht' X je konecneérozmérny vektorovy prostor. Pak na X
existuje jedna jedina Hausdorffova vektorova topologie.



6. Lokalné konvexni prostory



6. Lokalné konvexni prostory

Fakt 33
Necht X je vektorovy prostor nad K, A, B C X jsou
konvexni a a € K. Pak mnoZiny «A a A+ B jsou konvexni.



Definice 34
Necht X je vektorovy prostor nad K. MnozZina A C X se

nazyva absolutné konvexni, pokud je konvexni
a vyvazena.



Definice 34

Necht X je vektorovy prostor nad K. MnoZina A C X se
nazyva absolutné konvexni, pokud je konvexni

a vyvazena.

Fakt 35

Necht X je vektorovy prostor nad K a A C X. Pak plati

nasledujici tvrzeni:

(a) Je-li A vyvazena, je conv A vyvazena, a tedy
absolutné konvexni.



Definice 34

Necht X je vektorovy prostor nad K. MnoZina A C X se
nazyva absolutné konvexni, pokud je konvexni

a vyvazena.

Fakt 35

Necht X je vektorovy prostor nad K a A C X. Pak plati

nasledujici tvrzeni:

(a) Je-li A vyvazena, je conv A vyvazena, a tedy
absolutné konvexni.

(b) A je absolutné konvexni, pravé kdyz pro kazdé
x,yeAaa,p ek, |a|+|B| <1platiax + By € A.



Fakt 36
Necht' X je vektorovy prostor a p je pseudonorma na X.
Pak plati nasledujici tvrzeni:

(@) |p(x) —p(Y)| < p(x —y) pro vsechna x,y € X.



Fakt 36

Necht' X je vektorovy prostor a p je pseudonorma na X.

Pak plati nasledujici tvrzeni:

(@) |p(x) —p(Y)| < p(x —y) pro vsechna x,y € X.

(b) Mnozina Z = p~'(0) je podprostor X. Pro libovolna
x,y € X takova, Ze x —y € Z, je p(x) = p(y).



Fakt 36

Necht' X je vektorovy prostor a p je pseudonorma na X.

Pak plati nasledujici tvrzeni:

(@) |p(x) —p(Y)| < p(x —y) pro vsechna x,y € X.

(b) Mnozina Z = p~'(0) je podprostor X. Pro libovolna
x,y € X takova, Ze x —y € Z, je p(x) = p(y).

(c) MnozZiny {x € X; p(x) <c}a{x e X; p(x) < c} jsou
absolutné konvexni pro kazdé c € [0, +00).



Definice 37 )

Necht X je vektorovy prostor a f: X — R. Rekneme, Ze f
je nezaporné homogenni, jestlize f(tx) = tf(x) pro kazdé
t>0.



Definice 37 )

Necht X je vektorovy prostor a f: X — R. Rekneme, Ze f
je nezaporné homogenni, jestlize f(tx) = tf(x) pro kazdé
t>0.

Fakt 38

Necht' X je vektorovy prostor a f je nezaporné homogenni
funkce na X. Oznaéme F, = {x € X; f(x) < ¢}
aG,={xeX; f(x) <c} proc e R. Pro kazdé c > 0 jsou
mnoZiny F. a G; pohlcujici a navic F, = cFy, G; = cG;.



Definice 39

Necht X je vektorovy prostor a A C X je pohlcuijici.
Minkowského funkcional mnoziny A je funkce

ua: X — [0, +00) definovana predpisem

[1a(X) = inf{A > 0; x € AA}



Véta 40
Necht X je vektorovy prostor a A C X je pohlcujici. Pak plati
nasledujici tvrzeni:

(a) Je-li B> A, pak ug < ua.
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Necht X je vektorovy prostor a A C X je pohlcujici. Pak plati
nasledujici tvrzeni:

(a) Je-li B> A, pak ug < ua.

(b) ua je nezaporné homogenni.

(c) Je-li A konvexni, je ua nezaporny sublinearni funkcional.
(d)

d) Je-li A absolutné konvexni, je ua pseudonorma.



Véta 40
Necht X je vektorovy prostor a A C X je pohlcujici. Pak plati
nasledujici tvrzeni:

a) Je-liB > A, pak ug < ua.

b) ua je nezaporné homogenni.

d
e) AC{xeX; ua(x) <1}.

(a)
(b)
(c) Je-li A konvexni, je ua nezaporny sublinearni funkcional.
(d) Je-li A absolutné konvexni, je ua pseudonorma.

(e)



Véta 40
Necht X je vektorovy prostor a A C X je pohlcujici. Pak plati
nasledujici tvrzeni:
(a) Je-liB> A, pak up < ua.
(b) ua je nezaporné homogenni.
(c) Je-li A konvexni, je ua nezaporny sublinearni funkcional.
(d) Je-li A absolutné konvexni, je ua pseudonorma.
(e) ACc{x e X; pa(x) <1}.
)

(f)y Je-li A vyvazena nebo konvexni, pak
{xe X; ua(x) <1} C AC{x e X; pa(x) <1}.



Véta 40
Necht X je vektorovy prostor a A C X je pohlcujici. Pak plati
nasledujici tvrzeni:
(a) Je-liB> A, pak up < ua.
(b) ua je nezaporné homogenni.
(c) Je-li A konvexni, je ua nezaporny sublinearni funkcional.
(d) Je-li A absolutné konvexni, je ua pseudonorma.
(e) ACc{x e X; pa(x) <1}.
)

(f)y Je-li A vyvazena nebo konvexni, pak
{xe X; ua(x) <1} C AC{x e X; pa(x) <1}.

(9) Necht p: X — [0, +00) je nezaporné homogenni a B C X.
e Je-li B pohlcujicia B C {x € X; p(x) <1}, pak ug > p.



Véta 40
Necht X je vektorovy prostor a A C X je pohlcujici. Pak plati
nasledujici tvrzeni:
(a) Je-liB> A, pak up < ua.
(b) ua je nezaporné homogenni.
(c) Je-li A konvexni, je ua nezaporny sublinearni funkcional.
(d) Je-li A absolutné konvexni, je ua pseudonorma.
(e) ACc{x e X; pa(x) <1}.
)

(f)y Je-li A vyvazena nebo konvexni, pak
{xeX; pax) <1} CAC{x e X; pualx) <1}
(9) Necht p: X — [0, +00) je nezaporné homogenni a B C X.
e Je-li B pohlcujicia B C {x € X; p(x) <1}, pak ug > p.
o Je-li{x e X; p(x) <1} C B, pak ug < p.



Véta 40
Necht X je vektorovy prostor a A C X je pohlcujici. Pak plati
nasledujici tvrzeni:

a) Je-liB > A, pak ug < ua.
b) ua je nezaporné homogenni.

c) Je-li A konvexni, je ua nezaporny sublinearni funkcional.

(
(
(
(
(

)
)
)
d) Je-li A absolutné konvexni, je ua pseudonorma.
e) AC{xeX; ua(x) <1}.

)

(f) Je-li A vyvaZena nebo konvexni, pak
{xeX; pax) <1} CAC{x e X; pualx) <1}
(9) Necht p: X — [0, +00) je nezaporné homogenni a B C X.
e Je-li B pohlcujicia B C {x € X; p(x) <1}, pak ug > p.
o Je-li{x e X; p(x) <1} C B, pak ug < p.
Je-litedy {x € X; p(x) <1} C BC {x € X; p(x) <1}, pak
uB = p.



Tvrzeni 41
Necht X je topologicky vektorovy prostora A C X je
pohlcujici. PakIntA C {x € X; ua(x) < 1}.



Tvrzeni 41

Necht X je topologicky vektorovy prostora A C X je
pohlcujici. PakIntA C {x € X; ua(x) < 1}. Je-li navic A
vyvazena nebo konvexni, pak

INtAC {xeX; ua(x) <1} CAC{xeX; pa(x) <1} C A



Lemma 42
Necht X je topologicky vektorovy prostor a p je
sublinearni funkcional na X. Pak p je stejnomérné spojity,

pravé kdyZz je shora omezeny na néjakém okoli 0.



Lemma 42

Necht X je topologicky vektorovy prostor a p je
sublinearni funkcional na X. Pak p je stejnomérné spojity,
pravé kdyZz je shora omezeny na néjakém okoli 0.

Dlsledek 43

Necht X je topologicky vektorovy prostora A C X je
pohlcujici konvexni mnoZina. Pak ua je spojity, pravé kdyZz
A je okolim 0. V tom pripadé pak plati, Ze

INtA={xeX; ua(x) <1} CAC{xeX; ua(x) <1} = A



Véta 44
Necht X je topologicky vektorovy prostor. Pak X* # {0},
prave kdyz v X existuje konvexni okoli 0 ruzné od X.



Definice 45

e Rekneme, Ze topologicky vektorovy prostor je lokalné
konvexni, pokud v ném existuje baze okoli 0 tvofena
konvexnimi mnozinami.
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indukovana uplnou translacné invariantni metrikou,
nazveme Fréchetlv.



Definice 45

e Rekneme, Ze topologicky vektorovy prostor je lokalné
konvexni, pokud v ném existuje baze okoli 0 tvofena
konvexnimi mnozinami.

e |Lokalné konvexni prostor, jehoz topologie je
indukovana uplnou translacné invariantni metrikou,
nazveme Fréchetlv.

e Dale frekneme, Ze topologicky vektorovy prostor je
normovatelny, pokud je jeho topologie generovana
normoul.



Tvrzeni 46

Necht' X je topologicky vektorovy prostor. Je-li U € ©(0)

konvexni, pak existuje oteviené absolutné konvexni
V € ©(0) takove, Ze V C U.



Tvrzeni 46

Necht' X je topologicky vektorovy prostor. Je-li U € ©(0)
konvexni, pak existuje oteviené absolutné konvexni

V € ©(0) takove, Ze V C U.

Dasledek 47

V lokalné konvexnim prostoru ma t(0) bazi sestavajici

z otevienych absolutné konvexnich pohlcujicich mnoZzin
a téz bazi sestavajici z uzavienych absolutné konvexnich
pohlcujicich mnoZin.



Necht X je vektorovy prostor, ps,..., p, jsou
pseudonormy na X a ¢ > 0. Oznaéme

Up1 ..... Pne — {x e X; p1(X) <e,...,pn(x) <&}



Véta 48

Necht X je vektorovy prostor a P je systém pseudonorem

na X. Pak na X existuje lokalné konvexni topologie t takova, Ze
systém 8 = {Up¢; p € P,& > 0} tvofi subbazi okoli 0 a systéem
U = {Up,..pne: NEN,Py,....pn € P, &> 0} tvoii bazi okoli 0.
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Topologie T ma nasledujici viastnosti:

(a) Kazda pseudonormap € P je t-spojita.
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omezena pro kaZdou p € P.
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omezena pro kaZdou p € P.

(c) Usmérneny soubor {x,},er C X konverguje kx € X vt
pravé tehdy, kdyZ p(x, — x) — 0 pro kaZdou p € .



Véta 48

Necht X je vektorovy prostor a P je systém pseudonorem

na X. Pak na X existuje lokalné konvexni topologie t takova, Ze
systém 8 = {Up¢; p € P,& > 0} tvofi subbazi okoli 0 a systéem
U = {Up,..pne: NEN,Py,....pn € P, &> 0} tvoii bazi okoli 0.
Topologie T ma nasledujici viastnosti:

(a) Kazda pseudonormap € P je t-spojita.

(b) Mnozina A C X je t-omezena pravé tehdy, kdyz p(A) je
omezena pro kaZdou p € P.

(c) Usmérneny soubor {x,},er C X konverguje kx € X vt
pravé tehdy, kdyZ p(x, — x) — 0 pro kaZdou p € .

Topologii t budeme nazyvat topologii generovanou systémem
pseudonorem P.



Véta 48

Necht X je vektorovy prostor a P je systém pseudonorem

na X. Pak na X existuje lokalné konvexni topologie t takova, Ze
systém 8 = {Up¢; p € P,& > 0} tvofi subbazi okoli 0 a systéem
U = {Up,..pne: NEN,Py,....pn € P, &> 0} tvoii bazi okoli 0.
Topologie T ma nasledujici viastnosti:

(a) Kazda pseudonormap € P je t-spojita.

(b) Mnozina A C X je t-omezena pravé tehdy, kdyz p(A) je
omezena pro kaZdou p € P.

(c) Usmérneny soubor {x,},er C X konverguje kx € X vt
pravé tehdy, kdyZ p(x, — x) — 0 pro kaZdou p € .

Topologii t budeme nazyvat topologii generovanou systémem
pseudonorem P.

Na druhou stranu, je-li (X, t) lokalné konvexni prostora Vv je
subbaze okoli 0 sestavajici z absolutné konvexnich mnoZzin,
pak t© je generovana systémem pseudonorem {j.y; V € V}.



Tvrzeni 49
Necht (X, t) je lokalné konvexni prostor. Nasledujici
tvrzeni jsou ekvivalentni:

(i) X je Hausdorffav.
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tvrzeni jsou ekvivalentni:
(i) X je Hausdorffav.
(i) Kazdy systém pseudonorem » generujici t ma
nasledujici viastnost:
Pro kazdé x € X \ {0} existuje p € P takove, Ze
p(x) > 0.



Tvrzeni 49

Necht (X, t) je lokalné konvexni prostor. Nasledujici

tvrzeni jsou ekvivalentni:

(i) X je Hausdorffav.

(i) Kazdy systém pseudonorem » generujici t ma
nasledujici viastnost:
Pro kazdé x € X \ {0} existuje p € P takove, Ze
p(x) > 0.

(ii) Existuje systém pseudonorem P generujici ©
s vlastnosti z tvrzeni (ii).



Lemma 50
Necht (X, t) je lokalné konvexni prostor generovany

spocetnym systémem pseudonorem {p,}. Pak

oo

1
pOx.y) = o min{pa(x — y). 1}

n=1

je translacné invariantni pseudometrika na X generujici t.



Véta 51 (A. N. Kolmogorov (1934))

Necht (X, t) je topologicky vektorovy prostor. Pak X je
pseudonormovatelny (resp. normovatelny, je-li X
Hausdorffav) prave tehdy, kdyz v ném existuje omezené
konvexni okoli 0.



Tvrzeni 52
Necht' X je lokalné konvexni prostor a A C X. Pak plati
nasledujici tvrzeni:

(a) Je-li A omezena, je i mnoZina conv A omezena.



Tvrzeni 52

Necht X je lokalné konvexni prostor a A C X. Pak plati

nasledujici tvrzeni:

(a) Je-li A omezena, je i mnoZina conv A omezena.

(b) Je-li A totalné omezena, je i mnoZina conv A totalné
omezena.



7. Oddélovaci vety



7. Oddélovaci vety

Lemma 53
Necht' X je topologicky vektorovy prostor a f € X* \ {0}.
Pak f je oteviené zobrazeni.



Véta 54
Necht X je topologicky vektorovy prostor a A, B C X jsou
disjunktni konvexni mnoZziny. Pak plati nasledujici tvrzeni:

(a) Je-li A oteviena, pak existuje f € X* takovy, Ze
Re f(x) < infg Re f pro kazdé x € A.



Véta 54
Necht X je topologicky vektorovy prostor a A, B C X jsou
disjunktni konvexni mnoZziny. Pak plati nasledujici tvrzeni:

(a) Je-li A oteviena, pak existuje f € X* takovy, Ze
Re f(x) < infg Re f pro kazdé x € A.

(b) Je-li X lokalne konvexni, A uzaviena a B kompaktni,
pak existuje f € X* takovy, Ze sup, Re f < infg Re f.
Je-li navic A absolutné konvexni, pak dokonce
sup,|f| < infgRe f.



Dusledek 55
Necht X je lokalné konvexni prostor. Pak plati nasledujici
tvrzeni:

(a) Je-li X Hausdorffuv, pak X* oddéluje body X.
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(a) Je-li X Hausdorffuv, pak X* oddéluje body X.

(b) Je-li'Y uzavieny podprostor X ax € X\ Y, pak
existuje f € X* takovy, Zefly =0 af(x) = 1.



Dusledek 55

Necht X je lokalné konvexni prostor. Pak plati nasledujici

tvrzeni:

(a) Je-li X Hausdorffuv, pak X* oddéluje body X.

(b) Je-li'Y uzavieny podprostor X ax € X\ Y, pak
existuje f € X* takovy, Zefly =0 af(x) = 1.

(c) Je-li'Y podprostor X af € Y*, pak existuje F € X*
takovy, Ze F Iy = f.



8. Slabé topologie a polary
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8. Slabé topologie a polary
Slabé topologie

Lemma 56

Necht' X je vektorovy prostor af,fi, ..., f, jsou linearni
formy na X. Pak f € span{fy,...,f,}, prave kdyz

(M= Ker f C Ker .



8. Slabé topologie a polary
Slabé topologie

Lemma 56

Necht' X je vektorovy prostor af,fi, ..., f, jsou linearni
formy na X. Pak f € span{fy,...,f,}, prave kdyz

(M= Ker f C Ker .

Fakt 57

Necht X, Y, Z jsou vektorové prostoryal: X — Y

aS: X — Z jsou linearni zobrazeni. Pak existuje linearni
zobrazeni T: Z — Y takové, Ze L =T o S, pravé kdyz
Ker S C Ker L.



Definice 58
Necht' X je vektorovy prostor a M c X* je neprazdna.

Symbolem o (X, M) oznac¢ujeme lokalné konvexni
topologii na X generovanou systémem pseudonorem

{Ifl; feM;.



Definice 58

Necht X je vektorovy prostor a M C X* je neprazdna.
Symbolem o (X, M) oznac¢ujeme lokalné konvexni
topologii na X generovanou systémem pseudonorem
{Ifl; fe M.

Tvrzeni 59

Necht' X je vektorovy prostora M, N c X* jsou
neprazdné. Pak o(X, M) = o (X, N), prave kdyz

span M = span N. Specialng, o (X, M) = o (X, span M).



Definice 58

Necht X je vektorovy prostor a M C X* je neprazdna.
Symbolem o (X, M) oznac¢ujeme lokalné konvexni
topologii na X generovanou systémem pseudonorem
{Ifl; fe M.

Tvrzeni 59

Necht' X je vektorovy prostora M, N c X* jsou
neprazdné. Pak o(X, M) = o (X, N), prave kdyz

span M = span N. Specialng, o (X, M) = o (X, span M).

Tvrzeni 60

Necht' X je vektorovy prostor a M c X* je neprdzdnd. Pak
topologie o (X, M) je Hausdorffova, pravé kdyz M
oddéluje body X.



Véta 61
Necht X je vektorovy prostora M C X* je neprazdnd. Pak

(X,0(X,M))* = span M.



Definice 62
Necht X je topologicky vektorovy prostor.

¢ Topologie w = o (X, X*) se nazyva slabou topologii
(téZ w-topologii) na X.
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¢ Topologie w = o (X, X*) se nazyva slabou topologii
(téZ w-topologii) na X.

¢ Topologie w* = o(X*, e(X)) se nazyva slabou
s hvézdiCkou topologii (t€z w*-topologii) na X*.



Definice 62
Necht X je topologicky vektorovy prostor.

¢ Topologie w = o (X, X*) se nazyva slabou topologii
(téZ w-topologii) na X.

¢ Topologie w* = o(X*, e(X)) se nazyva slabou
s hvézdiCkou topologii (t€z w*-topologii) na X*.

Dasledek 63
Necht (X, t) je topologicky vektorovy prostor. Pak plati
nasledujici tvrzeni:

(@) wcCrtaX,w)* = X*.



Definice 62
Necht X je topologicky vektorovy prostor.

¢ Topologie w = o (X, X*) se nazyva slabou topologii
(téZ w-topologii) na X.

¢ Topologie w* = o(X*, e(X)) se nazyva slabou
s hvézdiCkou topologii (t€z w*-topologii) na X*.

Dasledek 63
Necht (X, t) je topologicky vektorovy prostor. Pak plati
nasledujici tvrzeni:

(@) wcCrtaX,w)* = X*.
(b) (X*, w*)* = e(X).



Definice 62
Necht X je topologicky vektorovy prostor.

¢ Topologie w = o (X, X*) se nazyva slabou topologii
(téZ w-topologii) na X.

¢ Topologie w* = o(X*, e(X)) se nazyva slabou
s hvézdiCkou topologii (t€z w*-topologii) na X*.

Dasledek 63

Necht (X, t) je topologicky vektorovy prostor. Pak plati
nasledujici tvrzeni:

(@) wcCrtaX,w)* = X*.

(b) (X*, w*)* = e(X).

Tvrzeni 64
Necht X je Banachuv prostor. Pak X je reflexivni, pravé
kdyZz na prostoru (X*, ||-||) topologie slaba a w* splyvaji.



Tvrzeni 65

Necht' X je topologicky vektorovy prostora Y je
podprostor X. Oznacme wxy restrikci topologie o (X, X*)
naY. Pak wxy C o(Y,Y"). Je-li X lokalné konvexni, pak
wxy = o (Y, Y*). Jinymi slovy, v lokalné konvexnim
prostoru X splyva originalni slaba topologie na 'Y se
Slabou topologii zdédénou z X.



Veta 66
Necht X je lokélné konvexni prostor a A C X je konvexni.
Pak plati nasledujici tvrzeni:

(a) A = A.



Veta 66
Necht X je lokélné konvexni prostor a A C X je konvexni.
Pak plati nasledujici tvrzeni:

(a) A = A.
(b) A je slabé uzavrena, pravé kdyZz je uzavrena.



Véta 66

Necht X je lokélné konvexni prostor a A C X je konvexni.

Pak plati nasledujici tvrzeni:

(a) A = A.

(b) A je slabé uzavrena, pravé kdyZz je uzavrena.

(c) Je-li X pseudometrizovatelny a x, — x slabé, pak
existuji y, € conv{x; j > n} takove, zZe y, — X.



Véta 67 (George Whitelaw Mackey (1946))

Necht' X je lokalné konvexni prostora A C X. Pak A je
omezena praveé tehdy, kdyZ je slabé omezena.



Véta 67 (George Whitelaw Mackey (1946))

Necht' X je lokalné konvexni prostora A C X. Pak A je
omezena praveé tehdy, kdyZ je slabé omezena.

Tvrzeni 68
Necht X je Banachuv prostora A C X*. Pak A je
omezena prave tehdy, kdyZz je w*-omezena.



Véta 69

Necht' X, Y jsou topologické vektorové prostory a

T: X — Y je spojité linearni zobrazeni. Pak T je w—w
spojité, tj. spojité jakozZto zobrazeni T: (X, w) — (Y, w).



Tvrzeni 70

Necht X je vektorovy prostor a M c X* je neprazdnd. Pak
o (X, M) je pseudometrizovatelna praveé tehdy, kdyz

span M ma spocetnou algebraickou bazi.



Tvrzeni 70

Necht X je vektorovy prostor a M c X* je neprazdnd. Pak
o (X, M) je pseudometrizovatelna praveé tehdy, kdyz

span M ma spocetnou algebraickou bazi.

Tvrzeni 71

Necht X je nekonecnérozmeérny topologicky vektorovy
prostor metrizovatelny uplnou metrikou. Pak X nema
spocetnou algebraickou bazi.



Tvrzeni 70

Necht X je vektorovy prostor a M c X* je neprazdnd. Pak
o (X, M) je pseudometrizovatelna praveé tehdy, kdyz

span M ma spocetnou algebraickou bazi.

Tvrzeni 71

Necht X je nekonecnérozmeérny topologicky vektorovy
prostor metrizovatelny uplnou metrikou. Pak X nema
spocetnou algebraickou bazi.

Disledek 72

(a) Necht X je normovany linearni prostor. Pak (X, w) je
metrizovatelny, pravé kdyz X je kone¢nérozmerny.
V tom pripadé slaba topologie splyva s normovou.



Tvrzeni 70

Necht X je vektorovy prostor a M c X* je neprazdnd. Pak
o (X, M) je pseudometrizovatelna praveé tehdy, kdyz

span M ma spocetnou algebraickou bazi.

Tvrzeni 71

Necht X je nekonecnérozmeérny topologicky vektorovy
prostor metrizovatelny uplnou metrikou. Pak X nema
spocetnou algebraickou bazi.

Disledek 72

(a) Necht X je normovany linearni prostor. Pak (X, w) je
metrizovatelny, pravé kdyz X je kone¢nérozmerny.
V tom pripadé slaba topologie splyva s normovou.
(b) Necht X je Fréchetiv prostor. Pak (X*, w*) je
metrizovatelny, pravé kdyz X je konec¢nérozmerny.






Definice 73
Necht X je vektorovy prostor a A C X. Absolutné
konvexni obal mnoziny A definujeme jako

aconvA = (){B D A: B C X je absolutné konvexni}.



Definice 73
Necht X je vektorovy prostor a A C X. Absolutné
konvexni obal mnoziny A definujeme jako

aconvA = (){B D A: B C X je absolutné konvexni}.

Tvrzeni 74
Necht X je vektorovy prostor nad K a A C X. Pak

n
aconvA = Z/\,‘X;; Xi,..., Xy €A,
i=1

n
Mo An €KY A <1.neNg.

i=1



Definice 75
Necht X je topologicky vektorovy prostor a A C X. Pak
definujeme uzavreny absolutné konvexni obal A jako

aconv A = (){B D> A: B C X je uzaviena absolutné konvexni}.



Definice 75
Necht X je topologicky vektorovy prostor a A C X. Pak
definujeme uzavreny absolutné konvexni obal A jako

aconv A = (){B D> A: B C X je uzaviena absolutné konvexni}.
Tvrzeni 76

Necht' X je topologicky vektorovy prostora A C X. Pak
span A = span A, convA = conv A aaconv A = aconv A.




Definice 77
Je-li X topologicky vektorovy prostor a A C X, pak
definujeme (absolutni) polaru mnoziny A jako

A’ = {f e X*; |f(x)] <1 prokazdé x € A}.



Definice 77
Je-li X topologicky vektorovy prostor a A C X, pak
definujeme (absolutni) polaru mnoziny A jako

A’ = {f e X*; |f(x)] <1 prokazdé x € A}.

Pro mnozinu B C X* pak definujeme zpétnou (absolutni)
polaru jako

B, = {x € X; |f(x)| <1 pro kazdé f € B}.



Definice 77
Je-li X topologicky vektorovy prostor a A C X, pak
definujeme (absolutni) polaru mnoziny A jako

A’ = {f e X*; |f(x)] <1 prokazdé x € A}.

Pro mnozinu B C X* pak definujeme zpétnou (absolutni)
polaru jako

B, = {x € X; |f(x)| <1 pro kazdé f € B}.

Fakt 78

Necht X je topologicky vektorovy prostor, A C X
a B c X*. UvaZujeme-li na X* topologii w*, pak
A° = ¢(A)., e(B,) = B° a(B°), = (B.)°.



Tvrzeni 79

Necht' X je topologicky vektorovy prostor nad K, A C X

a B c X*. Pak plati nasledujici tvrzeni:

(a) MnozZina A° je absolutné konvexni a w*-uzavrena.
MnoZina B, je absolutné konvexni a slabé uzavrena.



Tvrzeni 79

Necht' X je topologicky vektorovy prostor nad K, A C X

a B c X*. Pak plati nasledujici tvrzeni:

(a) MnozZina A° je absolutné konvexni a w*-uzavrena.
MnoZina B, je absolutné konvexni a slabé uzavrena.

(b) Je-li A podprostor X, pak A° = At. Je-li B podprostor
X*, pak B, = B, .



Tvrzeni 79

Necht' X je topologicky vektorovy prostor nad K, A C X

a B c X*. Pak plati nasledujici tvrzeni:

(a) MnozZina A° je absolutné konvexni a w*-uzavrena.
MnoZina B, je absolutné konvexni a slabé uzavrena.

(b) Je-li A podprostor X, pak A° = At. Je-li B podprostor
X*, pak B, = B, .

(c) {0}° = X*, X° = {0}, {0}, = X a pokud X* oddéluje
body X, pak (X*), = {0}.



Tvrzeni 79
Necht' X je topologicky vektorovy prostor nad K, A C X
a B c X*. Pak plati nasledujici tvrzeni:

(a) MnozZina A° je absolutné konvexni a w*-uzavrena.
MnoZina B, je absolutné konvexni a slabé uzavrena.

(b) Je-li A podprostor X, pak A° = At. Je-li B podprostor
X*, pak B, = B, .

(c) {0}° = X*, X° = {0}, {0}, = X a pokud X* oddeluje
body X, pak (X*), = {0}.

(d) Je-lir € K\ {0}, pak (AA)° = 1A° a (AB), = 1B..



Tvrzeni 79
Necht' X je topologicky vektorovy prostor nad K, A C X
a B c X*. Pak plati nasledujici tvrzeni:

(a) MnozZina A° je absolutné konvexni a w*-uzavrena.
MnoZina B, je absolutné konvexni a slabé uzavrena.

(b) Je-li A podprostor X, pak A° = At. Je-li B podprostor
X*, pak B, = B, .

(c) {0}° = X*, X° = {0}, {0}, = X a pokud X* oddéluje
body X, pak (X*), = {0}.

(d) Je-lix € K\ {0}, pak (AA)° = +A° a (AB), = 1B..

(e) Je-liA, C X,y eI libovolny systéem, pak
(Uyer Ay) =Nyer As-Je-liB, c X*,y el
libovolny systém, pak (U, By), = Nyer(By)o-



Véta 80 (O bipolare; Jean Dieudonné (1950))

Necht X je topologicky vektorovy prostor.

(a) Je-li A C X, pak (A°), = aconv” A (= aconv A, pokud
X je lokalné konvexni).



Véta 80 (O bipolare; Jean Dieudonné (1950))

Necht X je topologicky vektorovy prostor.

(a) Je-li A C X, pak (A°), = aconv” A (= aconv A, pokud
X je lokalné konvexni).

(b) Je-li B C X*, pak (B,)° = aconv" B.



Lemma 81
Necht' X je topologicky vektorovy prostora A C X,
B c X*. Pak

(a) At je w*-uzavieny podprostor X*,

(b) B, je slabé uzavieny podprostor X,

(c) (At), =span” A (= span A, pokud X je lokalné
konvexni),

(d) (BL)* =span”’ B.




Véta 82

Jsou-li X, Y topologické vektorové prostory takové, Ze Y*
oddéluje body Y,a T: X — Y je spojité linearni
zobrazeni, pak plati, Ze

(a) Ker T* = (Rng T)*,

(b) KerT =(Rng T*),,

(c) RngT" = (Ker T*),,

(d)

*

d) RngT*" = (Ker T)*.



Véta 83 (Herman Heine Goldstine (1938))
Je-li X normovany linearni prostor, pak e(BX) = Bhyxx.



Véta 84 (Banach-Alaoglu-Bourbaki)

Necht' X je topologicky vektorovy prostor. Je-li U okoli 0
v X, pak U° je w*-kompaktni mnoZina.



Véta 84 (Banach-Alaoglu-Bourbaki)
Necht' X je topologicky vektorovy prostor. Je-li U okoli 0
v X, pak U° je w*-kompaktni mnoZina.

Dusledek 85

Necht' X je normovany linearni prostor. Pak By~ je
w*-kompaktni.



Tvrzeni 86

Necht' X je separabilni topologicky vektorovy prostor a
{Xn}o2 , je husta v X. Je-li U C X okoli 0, pak (U°, w*) je
topologicky prostor metrizovatelny metrikou

o 1
p(f.@) = 5 min|(f — @) ()] 1}.
n=1



Fakt 87

Necht' X je normovany linearni prostor. Pak kanonické
vnoreni e: X — X** je izomorfismem lokalné konvexnich

prostort (X, w) a (e(X), w*).



Fakt 87

Necht' X je normovany linearni prostor. Pak kanonické
vnoreni e: X — X** je izomorfismem lokalné konvexnich
prostort (X, w) a (¢(X), w*). Specialné, ¢ je
homeomorfismem topologickych prostort (Bx, w)

a (e(Bx), w*).



Tvrzeni 88
Necht X je normovany linearni prostor.

(a) Je-li X separabilni a {x,} je husta v Sx, pak (B, w*)
je metrizovatelna metrikou

oo

1
p(f.9) =) ol = 9 (xa)l.

n=1



Tvrzeni 88
Necht X je normovany linearni prostor.

(a) Je-li X separabilni a {x,} je husta v Sx, pak (B, w*)
je metrizovatelna metrikou

oo

1
p(f.9) =) ol = 9 (xa)l.

n=1

(b) Je-li X* separabilni a {f,} je husta v Sx~, pak (Bx, w)
je metrizovatelna metrikou

o0

1
PO y) =) oolfa(x = y)l.

n=1



Véta 89
Je-li X Banachuv prostor, pak X je reflexivni, pravé kdyz
Bx je slabé kompaktni.



Véta 89
Je-li X Banachuv prostor, pak X je reflexivni, pravé kdyz
Bx je slabé kompaktni.

Véta 90

Necht X je reflexivni Banachuv prostor. Pak By je slabé
sekvencialné kompaktni. Tedy z kaZzdé omezené
posloupnosti v X Ize vybrat slabé konvergentni
podposloupnost.



Tvrzeni 91

Necht' X je normovany linearni prostor. Pak zobrazeni

X = &x . je linearni izometrie z X do C((Bx~, w*)). Tedy
kaZdy normovany linearni prostor je izometricky
podprostoru C(K) pro néjaky Hausdorffuv kompakt K.



ll. Teorie distribuci
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Lemma 92
Necht' 2 C R? je oteviena.

(a) Necht n je borelovska komplexni (resp. znaménkova)
mira na 2. JestliZze [, ¢ di = 0 pro kazdou
nezapornou ¢ € D(£2,R), pak u = 0.
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(b) Necht f e LY<(82, 7). Jestlize [, fo dA = 0 pro kaZdou
nezapornou ¢ € D(2,R), pakf =0s. v.na s2.



ll. Teorie distribuci

Lemma 92

Necht' 2 C R? je oteviena.

(a) Necht u je borelovska komplexni (resp. znaménkova)
mira na 2. JestliZze [, ¢ di = 0 pro kazdou
nezapornou ¢ € D(£2,R), pak u = 0.

(b) Necht f e LY<(82, 7). Jestlize [, fo dA = 0 pro kaZdou
nezapornou ¢ € D(2,R), pakf =0s.v.nas2.

(c) Necht u je borelovska komplexni (resp. znaménkova)
mirana 2 af e L°(2,1). Jestlize
Joedu = [, fodA pro kaZdou nezapornou
¢ € D(R2,R), pak f € L1(£2,1) a uw(A) = [,fdA pro
kaZdou borelovskou A C S2.



Lemma 93

Necht' A, U Cc RY jsou takové, Ze dist(A,R? \ U) > 0. Pak
existuje ¢ € C*®(RY) takova, 2e 0 < ¢ <1, suppp C U a
¢ =1naA.



Lemma 93

Necht' A, U Cc RY jsou takové, Ze dist(A,R? \ U) > 0. Pak
existuje ¢ € C*®(RY) takova, 2e 0 < ¢ <1, suppp C U a
¢ =1naA.

Dusledek 94
Necht K C RY je kompaktni a G C RY je oteviena,

G D K. Pak existuji U C G oteviena, U D K a¢ € D(G)
takova, Ze0 <gp <1aep =1nal.



1. Slabé derivace



1. Slabé derivace

Tvrzeni 95
Necht (a,b) C R af e C'((a, b)). Pak

b b
/ fodd = —/ fo' dA
a a

pro kaZdou ¢ € D((a, b)).



Definice 96 5
Necht (a,b) C R a f € L((a, b)). Rekneme, Ze funkce

g € LY*((a, b)) je slabou derivaci funkce f, jestlize

b b
/ godA = —[ fo'dA
a a

pro kazdou ¢ € D((a, b)).



Definice 96 5
Necht (a,b) C R a f € L((a, b)). Rekneme, Ze funkce
g € LY*((a, b)) je slabou derivaci funkce f, jestlize

b b
/ godA = —[ fo'dA
a a

pro kazdou ¢ € D((a, b)). Rekneme, Ze borelovska
komplexni mira i na (a, b) je slabou derivaci funkce f,

jestlize
b b
/ (pduz—/ fo'dA
a a

pro kazdou ¢ € D((a, b)).



Véta 97
Slaba derivace funkce f € LY°((a, b)) je urcena
jednoznacné.
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Slaba derivace funkce f € LY°((a, b)) je urcena
Jjednoznacné. Presnéji, jsou-li g1, g» € L*((a, b)) slabou
derivaci f, pak g1 = g» skoro vsude.



Véta 97

Slaba derivace funkce f € LY°((a, b)) je urcena
Jjednoznacné. Presnéji, jsou-li g1, g» € L*((a, b)) slabou
derivaci f, pak g1 = g» skoro vsude. Jsou-li borelovské
komplexni miry ., 2 na (a, b) slabou derivaci f, pak
M1 = H2.



Véta 97

Slaba derivace funkce f € LY°((a, b)) je urcena
Jjednoznacné. Presnéji, jsou-li g1, g» € L*((a, b)) slabou
derivaci f, pak g1 = g» skoro vsude. Jsou-li borelovské
komplexni miry ., 2 na (a, b) slabou derivaci f, pak
w1 = po. Jsou-li g € L*((a, b)) a borelovska komplexni
mira u na (a, b) slabou derivaci f, pak g € Ly((a, b)) a
n(A) = [, gdA pro kaZzdou borelovskou A C (a, b).



Tvrzeni 98

Necht (a,b) C R af € LY((a, b)). Pak f ma nulovou
slabou derivaci, pravé kdyZ je s. v. konstantni (. existuje
ceK takova, Zef =cs. v.na(a,b)).



Véta 99

Necht (a,b) C R af € L*((a, b)).

(a) Necht a, b € R. Je-li f absolutné spojita na [a, b], pak
ma vlastni derivaci s. v., f' € Li((a, b)) a f' je slabou
derivaci f.



Véta 99

Necht (a,b) C R af € L*((a, b)).

(a) Necht a, b € R. Je-li f absolutné spojita na [a, b], pak
ma vlastni derivaci s. v., f' € Li((a, b)) a f' je slabou
derivaci f. Obracene, ma-Ili f slabou derivaci
g € Li((a, b)), pak existuje funkce f, absolutné spojita
na[a, b] takova, ze f = fy s. v. Potom je g = f; s. V.



Véta 99
Necht (a,b) C R af € L*((a, b)).

(a) Necht a, b € R. Je-li f absolutné spojita na [a, b], pak
ma vlastni derivaci s. v., f' € Li((a, b)) a f' je slabou
derivaci f. Obracene, ma-Ili f slabou derivaci
g € Li((a, b)), pak existuje funkce f, absolutné spojita
na[a, b] takova, ze f = fy s. v. Potom je g = f; s. V.

(b) Funkce f ma slabou derivaci v L'*((a, b)), pravé kdyz
existuje funkce fy lokalné absolutné spojita na (a, b)
takova, zef = fy s. v.



Véta 99
Necht (a,b) C R af € L*((a, b)).

(@)

Necht a, b € R. Je-li f absolutné spojita na [a, b], pak
ma vlastni derivaci s. v., f' € Li((a, b)) a f' je slabou
derivaci f. Obracene, ma-Ili f slabou derivaci

g € Li((a, b)), pak existuje funkce f, absolutné spojita
na[a, b] takova, ze f = fy s. v. Potom je g = f; s. V.
Funkce f ma slabou derivaci v L*((a, b)), pravé kdyz
existuje funkce fy lokalné absolutné spojita na (a, b)
takova, zef = fy s. v.

Necht a, b € R. Funkce f ma slabou derivaci rovnou
borelovské komplexni mife i na [a, b, prave kdyz
existuje zleva spojita funkce fy konecné variace na

[a, b] takova, Ze f = fy s. v. V tom pFipadé pro kazdé
X € [a, b] plati u([a, x)) = fh(x) — f(a).



2. Prostor testovacich funkci a distribuce
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2. Prostor testovacich funkci a distribuce

Definice 100
Pro N € Ny a ¢ € D(R?Y) polozme

lelln = max||D%¢|l .
le|<N

Posloupnost norem {||-[| v}, Na prostoru H(R)
generuje Hausdorffovu lokalné konvexni topologii z,,
metrizovatelnou translaéné invariantni metrikou

oo

1
plo.v) = _ sy min{lle = i, 1}

N=0

pro ¢, ¥ € D(RY).



Véta 101
Metrika p ma nasledujici vlastnosti:
(a) Necht {¢,} je posloupnost v D(RY) a ¢ € D(RY).
Nasledujici tvrzeni jsou ekvivalentni:
() @n — @ v metrice p.
(i) lon— @lln — O pro kaZdé N € No.
(ii) Pro kazdy multindex « délky d plati, Ze D* ¢, — D*¢
stejnomérné na RY.



Véta 101
Metrika p ma nasledujici vlastnosti:
(a) Necht {¢,} je posloupnost v D(RY) a ¢ € D(RY).
Nasledujici tvrzeni jsou ekvivalentni:
() @n — @ v metrice p.
(i) lon— @lln — O pro kaZdé N € No.
(ii) Pro kazdy multindex « délky d plati, Ze D* ¢, — D*¢
stejnomérné na RY.
(b) Je-li o multindex délky d, pak zobrazeni ¢ — D%¢p je
Spojité jakoZto zobrazeni z (D(RY), p) do (D(RY), p).



Véta 101
Metrika p ma nasledujici vlastnosti:
(a) Necht {¢,} je posloupnost v D(RY) a ¢ € D(RY).
Nasledujici tvrzeni jsou ekvivalentni:
() @n — @ v metrice p.
(ii) |lgn — @lln — O pro kazdé N € Ng.
(iii) Pro kazdy multiindex o délky d plati, Ze D*¢, — D%
stejnomérné na RY.
(b) Je-li o multindex délky d, pak zobrazeni ¢ — D%¢p je
Spojité jakoZto zobrazeni z (D(RY), p) do (D(RY), p).
(c) Pro kaZdou kompaktni K c R je (D(K), p) tplny
metricky prostor.



Véta 102

Necht 2 c RY je oteviend. PoloZme
U = {U C D(R); U absolutné konvexni,
U N D(K) € w(0) pro kaZdy kompakt K C $2}.

Pak U je bazi okoli 0 pro Hausdorffovu lokalné konvexni
topologii t na D($2), ktera ma nasledujici vlastnosti:
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Pak U je bazi okoli 0 pro Hausdorffovu lokalné konvexni
topologii t na D($2), ktera ma nasledujici vlastnosti:

(a) Tp f;o(g) Cr.
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Necht 2 c RY je oteviend. PoloZme
U = {U C D(R); U absolutné konvexni,
U N D(K) € w(0) pro kaZdy kompakt K C $2}.
Pak U je bazi okoli 0 pro Hausdorffovu lokalné konvexni
topologii t na D($2), ktera ma nasledujici vlastnosti:
(a) Tp f;o(g) Cr.

(b) Pro kaZzdou kompaktni K C 2 je D(K) uzavieny
podprostor (D($2),7) atlork) = K-



Véta 102

Necht 2 c RY je oteviend. PoloZme
U = {U C D(R); U absolutné konvexni,
U N D(K) € w(0) pro kaZdy kompakt K C $2}.
Pak U je bazi okoli 0 pro Hausdorffovu lokalné konvexni
topologii t na D($2), ktera ma nasledujici vlastnosti:
(@) tlow Cr.
(b) Pro kaZzdou kompaktni K C 2 je D(K) uzavieny
podprostor (D($2),7) atlork) = K-

(c) Je-liAcC (D(82),t) omezena, pak existuje K C 2
kompakini takova, Zze A C D(K).



Véta 102

Necht 2 c RY je oteviend. PoloZme
U = {U C D(R); U absolutné konvexni,
U N D(K) € w(0) pro kaZdy kompakt K C $2}.

Pak U je bazi okoli 0 pro Hausdorffovu lokalné konvexni

topologii t na D($2), ktera ma nasledujici vlastnosti:

(a) Tp f;o(g) Cr.

(b) Pro kaZzdou kompaktni K C 2 je D(K) uzavieny
podprostor (D($2),7) atlork) = K-

(c) Je-liAcC (D(82),t) omezena, pak existuje K C 2
kompakini takova, Zze A C D(K).

(d) Necht {pn} je posloupnost v D(82) a ¢ € D(82). Pak
on — @ VT, pravé kdyZ existuje kompakt K C §2 takovy, Ze
supp ¢ C K pro kazdé n € N, a pro kazdy multiindex o
délky d plati, Ze D*p, — D%¢ stejnomérné na RY.



Véta 102
Necht 2 c RY je oteviend. PoloZme
U = {U C D(R); U absolutné konvexni,
U N D(K) € w(0) pro kaZdy kompakt K C $2}.

Pak U je bazi okoli 0 pro Hausdorffovu lokalné konvexni

topologii t na D($2), ktera ma nasledujici vlastnosti:

(a) Tp f;o(g) Cr.

(b) Pro kaZzdou kompaktni K C 2 je D(K) uzavieny
podprostor (D($2),7) atlork) = K-

(c) Je-liAcC (D(82),t) omezena, pak existuje K C 2
kompakini takova, Zze A C D(K).

(d) Necht {pn} je posloupnost v D(82) a ¢ € D(82). Pak
on — @ VT, pravé kdyZ existuje kompakt K C §2 takovy, Ze
supp ¢ C K pro kazdé n € N, a pro kazdy multiindex o
délky d plati, Ze D*p, — D%¢ stejnomérné na RY.

(e) Je-li 2 neprazdna, pak (D(£2), t) je prvni kategorie
Vv Sobé.



Tvrzeni 103
Necht' 2 C RY je oteviend, Y je lokalné konvexni prostor
aT: (D), ) — Y jelinearni. Pak nasledujici tvrzeni
jsou ekvivalentni:
(i) T je spojité.
(i) Pro kazdou posloupnost {¢,} C D(§2) konvergujici
k0 vt je mnoZina {T (¢n); N € N} omezena.

(i) Pro kaZdou kompakini K C §2 je restrikce T | o)
spojita.



Definice 104

Necht £2 c RY je oteviena. Spoijité linearni funkcionaly na
(D(£2), ) se nazyvaji distribuce na £2. Prostor vSech
distribuci na £2 je tedy prostor D(£2)* = (D(£2), 7)*.



Véta 105

Necht 2 c RY je oteviend a A: D(2) — K je linearni.
Pak A € D(£2)*, pravé kdyz pro kaZzdou kompaktni

K C £2 existuji N € Ny a C > 0 takova, Ze

|A(p)] = Cllglin pro kazdou ¢ € D(K).



Véta 105

Necht 2 c RY je oteviend a A: D(2) — K je linearni.
Pak A € D(£2)*, pravé kdyz pro kaZzdou kompaktni

K C £2 existuji N € Ny a C > 0 takova, Ze

|A(p)] = Cllglin pro kazdou ¢ € D(K).

Definice 106

Necht 2 c R je oteviend a A € D(£2)*. Pokud existuje
N e Ny takové, ze pro kazdou kompakini K C 2 existuje
C > 0 takové, Ze |A(p)| < C|l¢|In pro libovolnou

¢ € D(K), potom nejmensi N s touto vlastnosti nazveme
radem distribuce A.



Véta 105

Necht 2 c RY je oteviend a A: D(2) — K je linearni.
Pak A € D(£2)*, pravé kdyz pro kaZzdou kompaktni

K C £2 existuji N € Ny a C > 0 takova, Ze

|A(p)] = Cllglin pro kazdou ¢ € D(K).

Definice 106

Necht 2 c R je oteviend a A € D(£2)*. Pokud existuje
N e Ny takové, ze pro kazdou kompakini K C 2 existuje
C > 0 takové, Ze |A(p)| < C|l¢|In pro libovolnou

¢ € D(K), potom nejmensi N s touto vlastnosti nazveme
radem distribuce A. Pokud takové N neexistuje, pak fad

A definujeme jako nekonecno.



3. Operace s distribucemi



3. Operace s distribucemi

Lemma 107
Necht k € N, f € CX(RY) ma vsechny parcialni derivace
aZ do radu k omezené a necht' « € N¢, |a| < k. Pak

[D“fgodx=(—1)|“'/ D% dA
Rd R

pro kazdou ¢ € D(RY).



Definice 108
Necht 2 c R je oteviend a A € D(£2)*. Pro multindex «

délky d definujeme derivaci D* distribuce A jako
funkcional na D(£2) dany pfedpisem

(D*A)(g) = (=1)*1A(D%).



Definice 108
Necht 2 c R je oteviend a A € D(£2)*. Pro multindex «

délky d definujeme derivaci D* distribuce A jako
funkcional na D(£2) dany pfedpisem

(D*A)(g) = (=1)*1A(D%).

Pro funkci f € C*°(£2) definujeme soucin funkce f
a distribuce A jako funkciondl na D($2) dany predpisem

(fA)(p) = A(fe).



Tvrzeni 109

Necht 2 C RY je oteviend, A € D(2)*, « e N¢ a
f e C®(2). Pak plati:

(a) DA € D(R)*.



Tvrzeni 109

Necht 2 C RY je oteviend, A € D(2)*, « e N¢ a
f e C®(2). Pak plati:

(a) DA € D(R)*.

(b) fA € D(2)*.



Tvrzeni 109

Necht 2 C RY je oteviend, A € D(2)*, « e N¢ a
f e C®(2). Pak plati:

(a) DA € D(R)*.

(b) fA € D(2)*.

(c) Je-lig € L(£2), pak fAg = Ag.



Tvrzeni 109
Necht 2 C RY je oteviend, A € D(2)*, « e N¢ a
f e C®(2). Pak plati:
a) DA € D(2)*.
b) fA € D(2)*.
c) Je-lig € LY*(£2), pak fAg = Ag.
)

(
(
(
(d) Je-lig € C®(2), pak D*Ay = Apag.



Tvrzeni 109
Necht 2 C RY je oteviend, A € D(2)*, « e N¢ a
f e C®(2). Pak plati:
(a) D*A € D(N)*.
(b) fA € D(R)*.
(c) Je-lig € L¥*(£2), pak fAg = Ag.
(d) Je-lig e C*(2), pak D*Ay = Apay.
(e) Je-lid=1,2 =(ab)age L(a,b))), pak
* Ay = Ap, kde h € LY*((a, b)), pravé kdyZ h je slabou
derivaci g;

° qu = Ay, kde p je borelovska komplexni mira na
(a, b), prave kdyZz u je slabou derivaci g.



Fakt 110
Necht « € N§. Pak existuji konstanty c§ € N, p € N¢,

B < «a (nerovnost vektoru zde chapeme po sloZkach)
takové, Ze pro kaZdou otevienou 2 C RY a kazdé

f,g € Cl(2) plati

D*(fg) = Y czDPD*Fg.
BeNg
B=a



4. Prostor distribuci



4. Prostor distribuci

Tvrzeni 111

Necht' 2 C R? je oteviena.

(a) Necht o € N¢ a g € C®(£2). Pak zobrazeni
A+ D*A a A gA jsou spojita linearni zobrazeni
prostoru (D(£2)*, w*) do sebe.
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(a) Necht o € N¢ a g € C®(£2). Pak zobrazeni
A+ D*A a A gA jsou spojita linearni zobrazeni
prostoru (D(£2)*, w*) do sebe.

(b) Jsou-li fo, f € LY(£2) a jestliZze pro kaZdou kompaktni
K C 2 plati |, |f, — fldA — 0, pak A;, — A.
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Necht' 2 C R? je oteviena.

(a) Necht o € N¢ a g € C®(£2). Pak zobrazeni
A+ D*A a A gA jsou spojita linearni zobrazeni
prostoru (D(£2)*, w*) do sebe.

(b) Jsou-li fo, f € LY(£2) a jestliZze pro kaZdou kompaktni
K C 2 plati |, |f, — fldA — 0, pak A;, — A.

(c) Zobrazeni ¢ — A, je prosté spojité linearni
zobrazeni (D(52), p) do (D(£2)*, w*).



4. Prostor distribuci

Tvrzeni 111
Necht' 2 C R? je oteviena.

(a) Necht o € N¢ a g € C®(£2). Pak zobrazeni
A+ D*A a A gA jsou spojita linearni zobrazeni
prostoru (D(£2)*, w*) do sebe.

(b) Jsou-li fo, f € LY(£2) a jestliZze pro kaZdou kompaktni
K C 2 plati |, |f, — fldA — 0, pak A;, — A.

(c) Zobrazeni ¢ — A, je prosté spojité linearni
zobrazeni (D(52), p) do (D(£2)*, w*).

(d) Je-li1 <p<ooaf,— fvL,$2), pak A, — Ay.



Véta 112

Necht 2 C RY je oteviena a {A,} je posloupnost v D (£2)*
takova, Ze pro kazdé ¢ € D(£2) existuje

A(@) = iMyse0 An(@). Pak A € D(2)*.



5. Nosic distribuce
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Definice 113

Necht 2 C RY je oteviena a A je distribuce na £2.
Rekneme, Ze otevfena mnozina G C 2 je nulova pro A,
jestlize A(¢) = 0 pro kazdou ¢ € D(G).



5. Nosic distribuce

Definice 113

Necht 2 C RY je oteviena a A je distribuce na £2.
Rekneme, Ze otevfena mnozina G C 2 je nulova pro A,
jestlize A(¢) = 0 pro kazdou ¢ € D(G).

Véta 114

Necht' 2 C RY je oteviend a A je distribuce na $2.
MnoZina G = | J{H C £2; H je nulova pro A} je nulova pro
A a je to nejvétsi nulova mnozina pro A, tj. je-li H C 2
nulova pro A, pak H C G.



5. Nosic distribuce

Definice 113

Necht 2 C RY je oteviena a A je distribuce na £2.
Rekneme, Ze otevfena mnozina G C 2 je nulova pro A,
jestlize A(¢) = 0 pro kazdou ¢ € D(G).

Véta 114

Necht' 2 C RY je oteviend a A je distribuce na $2.
MnoZina G = | J{H C £2; H je nulova pro A} je nulova pro
A a je to nejvétsi nulova mnozina pro A, tj. je-li H C 2
nulova pro A, pak H C G.

Definice 115

Necht 2 c R je oteviena a A je distribuce na £2. Nosi¢
distribuce A definujeme jako supp A = 2\ G, kde G je
nejvetsi nulova mnozina pro A.



Véta 116
Necht' 2 C RY je oteviend a A je distribuce na S2.

(a) Je-lif e C(£2), pak supp Ar = supp f.



Véta 116
Necht' 2 C RY je oteviend a A je distribuce na S2.

(a) Je-lif e C(£2), pak supp Ar = supp f.
(b) Je-li u borelovska komplexni mira na 2, pak
supp A, = supp p.



Véta 116
Necht' 2 C RY je oteviend a A je distribuce na S2.

(a) Je-lif e C(£2), pak supp Ar = supp f.

(b) Je-li u borelovska komplexni mira na 2, pak
supp A, = supp i.

(c) Pokud je supp A kompakitni, pak existuji N € Ng a
C > 0 takova, Ze |A(p)| < Cll¢|In pro kaZdou
¢ € D(£2). Specialne, A je konecného radu.



Véta 116

Necht' 2 C RY je oteviend a A je distribuce na S2.

(a) Je-lif e C(£2), pak supp Ar = supp f.

(b) Je-li u borelovska komplexni mira na 2, pak
supp A, = supp i.

(c) Pokud je supp A kompaktni, pak existuji N € Ny a
C > 0 takova, Ze |A(p)| < Cll¢|In pro kaZdou
¢ € D(£2). Specialne, A je konecného radu.

(d) supp A = {z} pro z € £2, prave kdyz
A =34 <n CaD* As, pro néjaké N € N, a konstanty
Co, @ € N, |a| < N ne vsechny nulové.



6. Schwartzlv prostor



6. Schwartzlv prostor

Lemma 117

Pro N € N je funkce x — (1 + ||x||?)" polynom naR®. Pro
kaZdy polynom P na R¢ existuji N € N a C > 0 takova, Ze
IP(x)| < C(1 + ||x|®)N pro kazdé x € R.



Definice 118
Schwartziv prostor na R je definovan nasledujicim
zplsobem:

84 = {f € C*(R?,C); PD"f je omezena pro kazdé o € NJ
a kazdy polynom P na R¢}.



Lemma 119
Nechtd e N,1 <p < oo, N > %ah(x):(mﬂwpro
x € R9. Pak h € L,(RY).



Tvrzeni 120
Schwartziyv prostor ma nasledujici viastnosti:

(@) DR C 8y C Co(RY) N MNy<peoo Lp(RY).
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Schwartziyv prostor ma nasledujici viastnosti:

(@) DR C 8y C Co(RY) N MNy<peoo Lp(RY).

(b) Je-life 84, ac R\ {0}, beR?ah(x)=f(ax+ b),
pak h e &,.

(c) Je-lif € 84 aa multiindex délky d, pak D*f € 84.

(d) Je-lif € 84 ajestlize g € C*(RY) je omezend a m4
omezené vsechny parcialni derivace vsech radu
(specialné, je-li g € 84), pak fg € 84.



Tvrzeni 120
Schwartziyv prostor ma nasledujici viastnosti:

(@) DR C 8y C Co(RY) N MNy<peoo Lp(RY).
(b) Je-life 84, ac R\ {0}, beR?ah(x)=f(ax+ b),
pak h e &,.

(c) Je-lif € 84 aa multiindex délky d, pak D*f € 84.
(d) Je-lif € 84 ajestlize g € C*(RY) je omezend a m4
omezené vsechny parcialni derivace vsech radu

(specialné, je-li g € 84), pak fg € 84.
(e) Je-lif e 84 aP:RY— C polynom, pak Pf € 8.



Pro N € Ny a f € 84 poloZme

() = mg)/\(/Hx = (14 [xIDVDF0| .



Pro N € Ny a f € 84 poloZme

wn(f) = mgﬁnx = (1 + IxIHYD* ()] -

Hausdorffovu lokalné konvexni topologii na 84
generovanou systémem {vn}3_, oznacime o. Tato
topologie je metrizovatelna metrikou z Lemmatu 50.



Véta 121
Metrika z Lemmatu 50 prislusna systému {vn}3_, je uplna.
Prostor (84, 0) je tedy Fréchettyv prostor.



Véta 121

Metrika z Lemmatu 50 prislusna systému {vn}3_, je uplna.
Prostor (84, 0) je tedy Fréchettyv prostor. Topologie o ma
nasledujici vlastnosti:

(a) Necht {f,} je posloupnostv 84 a f € 84. Nasledujici
tvrzeni jsou ekvivalentni:
(iy f, — f v topologiio.
(i) Pro kazdé N € Ny a kaZzdy multiindex « délky d platti,
Ze (1 + |x|I>HND*f, — (1 + || x||>)ND*f stejnomérné
naR?.
(iii) Pro kazdy polynom P a kaZdy multiindex o délky d
plati, Ze PD*f, — PD*f stejnomérné na R.
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Metrika z Lemmatu 50 prislusna systému {vn}3_, je uplna.
Prostor (84, 0) je tedy Fréchettyv prostor. Topologie o ma
nasledujici vlastnosti:

(a) Necht {f,} je posloupnostv 84 a f € 84. Nasledujici
tvrzeni jsou ekvivalentni:
(iy f, — f v topologiio.
(i) Pro kazdé N € Ny a kaZzdy multiindex « délky d platti,
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naR?.
(iii) Pro kazdy polynom P a kaZdy multiindex o délky d
plati, Ze PD*f, — PD*f stejnomérné na R.
(b) Jestlize f, — f v prostoru (84, 0), pak f, — f v L,(RY) pro
kazdé 1 < p < oo.



Véta 121

Metrika z Lemmatu 50 prislusna systému {vn}3_, je uplna.
Prostor (84, 0) je tedy Fréchettyv prostor. Topologie o ma
nasledujici vlastnosti:

(a) Necht {f,} je posloupnostv 84 a f € 84. Nasledujici
tvrzeni jsou ekvivalentni:
(iy f, — f v topologiio.
(i) Pro kazdé N € Ny a kaZzdy multiindex « délky d platti,
Ze (1 + |x|I>HND*f, — (1 + || x||>)ND*f stejnomérné
naR?.
(iii) Pro kazdy polynom P a kaZdy multiindex o délky d
plati, Ze PD*f, — PD*f stejnomérné na R.
(b) Jestlize f, — f v prostoru (84, 0), pak f, — f v L,(RY) pro
kazdé 1 < p < oo.
(c) Je-lia multindex délky d, P polynom naR? a g € 84, pak
zobrazeni f — D*f, f — Pf a f — gf jsou spojita linearni
zobrazeni z (84,0) do (84,0).



Tvrzeni 122
Necht' f € 85 aa € N¢.

(a) Df(t) = (it)*1(t) pro kazdé t € RY.



Tvrzeni 122
Necht' f € 85 aa € N¢.

(a) Df(t) = (it)*1(t) pro kazdé t € RY.
(b) D*f = myf, kde my(x) = (—ix)°.



Véta 123
Fourierova transformace je izomorfismem prostoru (84, 0)
na sebe. Navic pro f € 84 plati, Ze

~
-~
-~
-~

f(x) = f(—x) prokazdé x e RY a f=".



7. Temperované distribuce



7. Temperované distribuce

Lemma 124
Necht K C RY je kompaktni. Pak o } o) = k-



7. Temperované distribuce

Lemma 124
Necht K C RY je kompaktni. Pak o } o) = k-

Tvrzeni 125

Podprostor D(R?) je husty v (84,0) a pro topologii T plati,
Ze o | pwey C t. Jinymi slovy, vnofeni

Id: (D(RY), 1) — (84.0) je spojité a na hustou
podmnoZinu.



Definice 126
Distribuce na RY, které jsou restrikcemi funkcionalt
z (84,0)%, se nazyvaji temperované distribuce.



Definice 126
Distribuce na RY, které jsou restrikcemi funkcionalt
z (84,0)%, se nazyvaji temperované distribuce.

Veéta 127
Necht A € D(RY)*. Pak nasledujici tvrzeni jsou
ekvivalentni:

(i) A je temperovana.
(il) A je spojita i v (slabsi) topologiic.
(iii) Existuji N € Ng a C > 0 takova, Ze | A(p)| < Cvn(p)
pro kazdou ¢ € D(RY).



Tvrzeni 128

Necht' A je temperovana distribuce naR9, o € N¢, g € 84
a P je polynom naR?. Pak D*A, gA a PA jsou téZ
temperované distribuce a vzorce

o DYA(f) = (—1)¥ A(D*f),
* (gA)(f) = A(9f) a
o (PA)(f) = A(Pf)

plati pro kazdou f € 8.



Tvrzeni 128
Necht' A je temperovana distribuce naR9, o € N¢, g € 84
a P je polynom naR?. Pak D*A, gA a PA jsou téZ
temperované distribuce a vzorce

o D*A(f) = (1) A(D*f),

° (gA)(f) = A(9f) a

e (PA)(f) = A(PY)
plati pro kazdou f € 84. Dale zobrazeni A — D* A,

A+ gA a A PA jsou spojita linearni zobrazeni
Z prostoru (8, w*) do sebe.



Definice 129

Fourierova transformace temperované distribuce A na R?
je definovana vzorcem A(f) = A(f) pro f € §,.



Definice 129

Fourierova transformace temperované distribuce A na R?
je definovana vzorcem A(f) = A(f) pro f € §,.

Véta 130
(a) Je-lig € L1(RY), pak Ag je temperovana distribuce
a //i; = Afg\.



Definice 129
Fourierova transformace temperované distribuce A na R?
je definovana vzorcem A(f) = A(f) pro f € §,.

Véta 130
(a) Je-lig € L1(RY), pak Ag je temperovana distribuce
aldy= As. Je-lig € Ly(RY), pak Ay = Ar), kde F je

rozsSirenim Fourierovy transformace z Plancherelovy
vety.



Definice 129
Fourierova transformace temperované distribuce A na R?

je definovana vzorcem A(f) = A(f) pro f € 8,.

Véta 130
(a) Je-lig € L1(RY), pak Ag je temperovana distribuce
adg = Az Je-lig € L(RY), pak Ag = Arg), kde F je
rozsSirenim Fourierovy transformace z Plancherelovy
vety.
(b) Je-li A temperovana distribuce naR? aa ¢ Ng , pak
o DA = sa A, kde So(X) = (iX)%, a
® D¥A = my A, kde my(x) = (—ix)*.



Definice 129

Fourierova transformace temperované distribuce A na R?
je definovana vzorcem A(f) = A(f) pro f € §,.

Véta 130
(a) Je-lig € L1(RY), pak Ag je temperovana distribuce
adg = Az Je-lig € L(RY), pak Ag = Arg), kde F je
rozsSirenim Fourierovy transformace z Plancherelovy
vety.
(b) Je-li A temperovana distribuce naR? aa ¢ Ng , pak
° D/"‘?} = ng’ kde sy (x) = (ixX)*, a
® D¥A = my A, kde my(x) = (—ix)*.
(c) Fourierova transformace ¥ temperovanych distribuci

je izomorfismem prostoru (87, w*) na sebe. Plati pro
ni,zZe ¥4 = Id.



lll. Bochneruv integral

1. Méritelna zobrazeni



lll. Bochneruv integral

1. Méritelna zobrazeni

Tvrzeni 131

Necht 2 je méritelny prostor a X je metricky prostor. Pak
bodova limita posloupnosti méritelnych zobrazeni z 2 do
X je méritelné zobrazeni.



Definice 132
Necht 2 a X jsou mnoziny. Zobrazeni f: 2 — X se
nazyva jednoduché, pokud f(£2) je koneCna mnozina.



Definice 132
Necht 2 a X jsou mnoziny. Zobrazeni f: 2 — X se
nazyva jednoduché, pokud f(£2) je koneCna mnozina.

Véta 133

Necht 2 je méfitelny prostor a X je separabilni metricky
prostor. Pak f: 2 — X je méfitelné, pravé kdyZ je
bodovou limitou posloupnosti jednoduchych méritelnych
zobrazeni z 2 do X.



Je-li (£2, ) prostor s mirou a M je mnozina, pak
symbolem A ($2, M) oznaCime mnozinu v§ech zobrazeni
definovanych p-s. v. na 2 s hodnotami v M.



Je-li (£2, ) prostor s mirou a M je mnozina, pak
symbolem A ($2, M) oznaCime mnozinu v§ech zobrazeni
definovanych p-s. v. na 2 s hodnotami v M.

Definice 134 (Salomon Bochner (1933))

Necht (£2, 1) je prostor s mirou a X je metricky prostor.
Zobrazeni z /E(£2, X) nazveme silné méritelnym (téz
bochnerovsky meéritelnym) vzhledem k u, pokud je p-s. v.
bodovou limitou posloupnosti jednoduchych méfitelnych
zobrazeni z §2 do X.



Je-li (£2, ) prostor s mirou a M je mnozina, pak
symbolem A ($2, M) oznaCime mnozinu v§ech zobrazeni
definovanych p-s. v. na 2 s hodnotami v M.

Definice 134 (Salomon Bochner (1933))

Necht (£2, 1) je prostor s mirou a X je metricky prostor.
Zobrazeni z /E(£2, X) nazveme silné méritelnym (téz
bochnerovsky meéritelnym) vzhledem k u, pokud je p-s. v.
bodovou limitou posloupnosti jednoduchych méfitelnych
zobrazeni z §2 do X.

Lemma 135

Necht' (82, ) je prostor s uplnou mirou, X je metricky
prostor a f € FE($2, X). Pak f je silné méritelné, prave
kdyZ je méritelné a existuje E C 2 takovd, Zze u(E) =0
af(§2\ E) je separabilni.



Dusledek 136

Necht (82, 1) je prostor s uplnou mirou, X je metricky
prostor a {f,} C AE($2, X) je posloupnost silné méritelnych
zobrazeni, ktera konverguje bodové s. v. k f € FE(£2, X).
Pak f je silné méritelné.



Lemma 137

Necht 2 a X jsou méritelné prostory, X je zaroven
vektorovy prostor nad K, f, g: 2 — X jsou jednoducha
meritelna zobrazeni ao € K. Pak f + g a of jsou
jednoducha méritelna zobrazeni.



Lemma 137

Necht 2 a X jsou méritelné prostory, X je zaroven
vektorovy prostor nad K, f, g: 2 — X jsou jednoducha
meritelna zobrazeni ao € K. Pak f + g a of jsou
jednoducha méritelna zobrazeni.

Dasledek 138

Necht (82, 1) je prostor s mirou, X je normovany linearni
prostor nad K, f, g € A(£2, X) jsou silné méritelna a

a € K. Pak f + g a of jsou silné méfitelna zobrazeni.



Definice 139 (Izrail Moisejevi¢ Gelfand (1938),
Billy James Pettis (1938))

Necht (£2, n) je prostor s mirou a X je normovany linearni
prostor. Zobrazeni f € /£(£2, X) nazveme slabé
méritelnym, pokud pro kazdé ¢ € X* je ¢ o f méfitelna
funkce.



Definice 140 )
Necht X je normovany linearni prostor. Rekneme, ze

A C By~ je 1-normujici, pokud || x|| = supsealf(X)| pro
kazdé x € X.



Definice 140

Necht X je normovany linearni prostor. Rekneme, ze
A C By~ je 1-normujici, pokud || x|| = supsealf(X)| pro
kazdé x € X.

Lemma 141
Necht X je normovany linearni prostor. Je-li A C Bx+
mnoZina w*-husta v Bx-, pak A je 1-normujici.



Lemma 142
Necht X je normovany linearni prostor a A C By~ je
1-normujici. Pak A, = Bx.



Lemma 142
Necht X je normovany linearni prostor a A C By~ je
1-normujici. Pak A, = Bx. Dokonce pro kazdé x € X

ar> 0 plati, Ze B(x,r) = (ealy € X: |f(y) — f(X)| < r}.



Lemma 142

Necht X je normovany linearni prostor a A C By~ je
1-normujici. Pak A, = Bx. Dokonce pro kazdé x € X
ar>0plati, Ze B(x,r) = (ealy € X; |f(y) — f(x)| < r}.

Lemma 143
Necht' X je normovany linearni prostora A C X.



Lemma 142

Necht X je normovany linearni prostor a A C By~ je
1-normujici. Pak A, = Bx. Dokonce pro kazdé x € X
ar>0plati, Ze B(x,r) = (ealy € X; |f(y) — f(x)| < r}.

Lemma 143

Necht' X je normovany linearni prostora A C X. Pak
spang A je husty v span A a By N spang A je husta

v By N span A. Odtud plyne, Ze je-li M C X separabilni,
pak span M je téZ separabilni.



Veta 144

Necht (82, ) je prostor s Uplnou mirou, X je normovany
linearni prostor a f € FE(S2, X). Pak nasledujici tvrzeni
Jsou ekvivalentni:

(i) f je silné meritelné.



Véta 144
Necht (82, ) je prostor s Uplnou mirou, X je normovany
linearni prostor a f € FE(S2, X). Pak nasledujici tvrzeni
Jsou ekvivalentni:
(i) f je silné meritelné.
(i) f je méfiteiné a existuje E C $2 takova, Ze u(E) =0
af(2 \ E) je separabilni.



Véta 144
Necht (82, ) je prostor s Uplnou mirou, X je normovany
linearni prostor a f € FE(S2, X). Pak nasledujici tvrzeni
Jsou ekvivalentni:
(i) f je silné meritelné.
(i) f je méfiteiné a existuje E C $2 takova, Ze u(E) =0
af(2 \ E) je separabilni.
(iii) f je slabé meéritelné a existuje E C $2 takova, Ze
w(E) =0af($2\ E) je separabilni.



Véta 144
Necht (82, ) je prostor s Uplnou mirou, X je normovany
linearni prostor a f € FE(S2, X). Pak nasledujici tvrzeni
Jsou ekvivalentni:
(i) f je silné meritelné.
(i) f je méfiteiné a existuje E C $2 takova, Ze u(E) =0
af(2 \ E) je separabilni.
(iii) f je slabé meéritelné a existuje E C $2 takova, Ze
w(E) =0af($2\ E) je separabilni.
(iv) Existuji E C 2, Y C X separabilni podprostor
a A C By« spocetna tak, Ze n(E) =0, f(2 \ E) C Y,
By~ N span A je w*-husta v By« a ¢ o f je méritelna
pro kazdé ¢ € A.



Tvrzeni 145

Necht (82, ) je prostor s Uplnou mirou, X je normovany
linearni prostor a f € AE(S2, X) je silné meéritelné. Pokud
prokazdé ¢ e X* je¢pof=0s.v,pakf=0s. v



2. Bochnerlv integral



2. Bochnerlv integral

Definice 146

Necht (£2, u) je prostor s mirou a X je normovany linearni
prostor. Zobrazeni f: £2 — X se nazyva schodovite,
jestlize je jednoduché, méritelné a pro kazdé

x € f(£2)\ {0} je u(f~'(x)) < +o0.



2. Bochneruv integral

Definice 146

Necht (£2, u) je prostor s mirou a X je normovany linearni
prostor. Zobrazeni f: £2 — X se nazyva schodovite,
jestlize je jednoduché, méritelné a pro kazdé

x € f(£2)\ {0} je u(f~'(x)) < +o0.

Definice 147
Necht (£2, ) je prostor s mirou, X je normovany linearni
prostor a f: 2 — X je schodovité. Pak pro kazdou
meéfitelnou E C 2 definujeme Bochnerav integral f pres E
jako
—1
/Efdu > w('x) N E)x.

xef($2)\{0}



Lemma 148

Necht' (82, ) je prostor s mirou, X je normovany linearni
prostora f: 2 — X je schodovité. Jsou-li A, B C 2
disjunktni meritelné podmnoZiny, pak

Jaogfdn = [ifdu+ [5fdu.



Lemma 148

Necht' (82, ) je prostor s mirou, X je normovany linearni
prostora f: 2 — X je schodovité. Jsou-li A, B C 2
disjunktni meritelné podmnoZiny, pak

Jaogfdn = [ifdu+ [5fdu.

Véta 149

Necht' (£2, ) je prostor s mirou, X je normovany linearni
prostor nad K, f, g: §2 — X jsou schodovita zobrazeni
aa € K. Pak f + g auf jsou schodovita
af(f+gdu=[fdu+ [rgdna [cafdu=a [ fdu
pro kazdou méritelnou E C 2.



Je-li (£2, ) je prostor s mirou, X je normovany linearni
prostor a f € AE(£2, X) je méfitelné zobrazeni, pak funkce
t— ||f(t)|| je méfitelna na §2, nebot je slozenim spojité
funkce ||-|| a méfitelného zobrazeni f. Tuto funkci budeme
znadit | f||.



Je-li (£2, ) je prostor s mirou, X je normovany linearni
prostor a f € AE(£2, X) je méfitelné zobrazeni, pak funkce
t— ||f(t)|| je méfitelna na §2, nebot je slozenim spojité
funkce ||-|| a méfitelného zobrazeni f. Tuto funkci budeme
znadit | f||.

Lemma 150

Necht (82, 1) je prostor s mirou, X je normovany linearni
prostor a f: 2 — X je jednoduché méritelné zobrazeni.
Pak f je schodovité, pravé kdyz [, | f|l du < +o0. V tom
pripadé je | [z fdu| < [cIIflldu pro kaZdou méfitelnou
EcC2.




Lemma 151

Necht (82, 1) je prostor s mirou, X je Banachuv prostor,
fe BE(2,X)af,: 2 - X, neN je posloupnost
schodovitych zobrazeni takova, Ze

iMoo [ Ifa(t) — f(D)]| du(t) = 0. Pak pro kaZdou
méfitelnou E C £2 existuje lim,—« [ frdu.



Lemma 151

Necht (82, 1) je prostor s mirou, X je Banachuv prostor,
fe BE(2,X)af,: 2 - X, neN je posloupnost
schodovitych zobrazeni takova, Ze

iMoo [ Ifa(t) — f(D)]| du(t) = 0. Pak pro kaZdou
méfitelnou E C £2 existuje lim,—« [ fdu. Navic je-li
On: 2 — X, n € N posloupnost schodovitych zobrazeni
se stejnou viastnosti, jako ma {f,}, pak

|imn_)oo fE gndl,l/ - |imn_)oo fE fn dl/l/.



Definice 152

Necht (£2, ) je prostor s mirou, X je Banachuav prostor a
f € FE(£2, X). Rekneme, Ze f je bochnerovsky
integrovatelné, pokud existuje posloupnost f,: 2 — X,

n € N schodovitych zobrazeni takova, ze

iMmy—oo [ollf — fll du = 0. Pro kazdou méfitelnou E C £2
pak definujeme Bochnertv integral f pfes E jako

/fd/L: lim /fndu.
E n—o0 E



Véta 153

Necht (82, 1) je prostor s Uplnou mirou, X je Banachuav
prostor a f € AE(S2, X). Pak f je bochnerovsky
integrovatelné, pravé kdyz je silné meritelné a ||f|| je
lebesgueovsky integrovatelna. V tom pfipadé je

|/ fdr| < [2IIfll du pro kaZdou méritelnou E C £2.



Véta 154

Necht (82, 1) je prostor s uplnou mirou, X je Banachuv
prostor nad K, f, g € A(S2, X) jsou bochnerovsky
integrovatelna a o € K. Pak zobrazeni f + g a af jsou
bochnerovsky integrovatelna

af(f+gdu=[fdu+ [cgdua fcafdu=a [ fdu
pro kaZzdou méritelnou E C 2.



Véta 155 (o majorizované konvergenci)

Necht (82, 1) je prostor s Uplnou mirou, X je Banachuv
prostor a {f,} C (2, X) je posloupnost silné méritelnych
zobrazeni. Necht f € E(S2, X) je takové, Ze f, — f
bodové s. v., a necht’ g € Li(u) je takova, Ze pro kazdé
neN jel|f,(H)| <g(t)pros.v.te 2. Pak f, i f jsou
bochnerovsky integrovatelna a nll_)rgo follfa — flldu = 0.

Specialné, [, fdu = lim [, f,du.
2 n—oo ¥ £2



Véta 155 (o majorizované konvergenci)

Necht (82, 1) je prostor s Uplnou mirou, X je Banachuv
prostor a {f,} C (2, X) je posloupnost silné méritelnych
zobrazeni. Necht f € E(S2, X) je takové, Ze f, — f
bodové s. v., a necht’ g € Li(u) je takova, Ze pro kazdé
neN jel|f,(H)| <g(t)pros.v.te 2. Pak f, i f jsou
bochnerovsky integrovatelna a nll_)rgo follfa — flldu = 0.

Specialne, [, fdu = lim [, fydu.
2 n—oo ¥ £2

Véta 156

Necht (82, 1) je prostor s konecnou uplnou mirou, X je
Banachuv prostor a {f,} C FE(£2, X) je posloupnost silné
meritelnych zobrazeni. Necht f € FE(£2, X) je
bochnerovsky integrovatelné takove, Ze f, — f
stejnomérné s. v. na 2. Pak [, fdu = nIer;o [o fadu.



Véta 157 (absolutni spojitost Bochnerova
integralu)

Necht (82, 1) je prostor s Uplnou mirou, X je Banachuv
prostor a f € FE(£2, X) je bochnerovsky integrovatelné.
Pak pro kazdé ¢ > 0 existuje § > 0 takove, Ze

| /& fdu| < e kdykoli E C $2 je takova, Ze ju(E) < 8.



Véta 158

Necht (82, 1) je prostor s Uplnou mirou, X a Y jsou
Banachovy prostory, f € FE($2, X) je bochnerovsky
integrovatelné a T € £(X,Y). Pak T o f je bochnerovsky
integrovatelné a pro kaZdou mefitelnou E C 2 plati, Ze

/ETofd;L = T(/Efdu).



Fakt 159
Necht (82, 1) je prostor s uplnou mirou, X je Banachuv

prostor, x € X af € Ly(u). Pak [ f()xdu(t) = ([ fdu)x
pro kaZzdou méritelnou E C 2.



Véta 160

Necht (82, 1) je prostor s Uplnou mirou, X je Banachuv
prostor a f € FE(£2, X) je bochnerovsky integrovatelné.
Je-li [ fdu = 0 pro kaZdou méfitelnou E C $2, pak
f=0s. v



Véta 161

Necht (82, 1) je prostor s uplnou mirou, X je Banachuv
prostor a f € FE(82, X) je bochnerovsky integrovatelné.
Pak pro kazdou E C $2 kladné miry je

1 _



Véta 162 (Fubiniova véta pro Bochnertv
integral)

Necht’ (£21, 1) a (£22, ;o) jsou prostory se o -konecnymi
uplnymi mirami a necht' v je zdplnénim soucinové miry
ui X 2. Necht' X je Banachuv prostor

af e (21 x 22, X) je bochnerovsky integrovatelné
vzhledem k v. Potom pro j11-S. v. S € £2¢ je zobrazeni

t — f(s, t) bochnerovsky integrovatelné na §2,, pro
Wa-S. V. t € 2 je zobrazeni s — f(s, t) bochnerovsky
integrovatelné na $21;



Véta 162 (Fubiniova véta pro Bochnerlv
integral)

Necht’ (£21, 1) a (£22, ;o) jsou prostory se o -konecnymi
uplnymi mirami a necht' v je zdplnénim soucinové miry
ui X 2. Necht' X je Banachuv prostor

af e (21 x 22, X) je bochnerovsky integrovatelné
vzhledem k v. Potom pro j11-S. v. S € £2¢ je zobrazeni

t — f(s, t) bochnerovsky integrovatelné na §2,, pro
Wa-S. V. t € 2 je zobrazeni s — f(s, t) bochnerovsky
integrovatelné na $21; zobrazeni y1(s) = [, f(s, 1) dua(t)
aya(t) = [q (s, t)dus(s) definovand s. v. na $21, resp.
§25 fjsou bochnerovsky integrovatelna a

vy dptg =f fdv= [ yoduo.
.91 Q1X92 .Qg



3. Lebesgueovy-Bochnerovy prostory



3. Lebesgueovy-Bochnerovy prostory

Definice 163

Necht (£2, ) je prostor s Uplnou mirou, X je Banachlv
prostora 1 < p < co. Symbolem L,(u, X) oznaime
mnozinu vSech silné méfitelnych zobrazeni z A (£2, X)
takovych, ze | f|| € Lo(u), faktorizovanou podle rovnosti
J4-S. V.



3. Lebesgueovy-Bochnerovy prostory

Definice 163

Necht (£2, ) je prostor s Uplnou mirou, X je Banachlv
prostora 1 < p < co. Symbolem L,(u, X) oznaime
mnozinu vSech silné méfitelnych zobrazeni z A (£2, X)
takovych, ze | f|| € Lo(u), faktorizovanou podle rovnosti
J4-S. V.

Déle pro f € Ly,(u, X) definujeme

1Fllie0 = [E= 1O, 0.



Véta 164
Necht (82, 11) je prostor s Uplnou mirou, X je Banachuv
prostoral < p < oco.

(@) Lp(u, X) je Banachav prostor s normou || f|,..x)-



Véta 164
Necht (82, 11) je prostor s Uplnou mirou, X je Banachuv
prostoral < p < oco.

(@) Lp(u, X) je Banachav prostor s normou || f|,..x)-

(b) Je-li X Hilbertiv prostor, pak L(1u, X) je Hilbertav
prostor se skalarnim soucinem

(F. Q) o) = /ﬂ (D). 9(D) .



Véta 165
Necht (82, 1) je prostor s Uplnou mirou, X je Banachuv
prostoral < p < oo.

(a) MnoZina schodovitych zobrazeni z 2 do X je husta

v Lp(p, X).



Véta 165
Necht (82, 1) je prostor s Uplnou mirou, X je Banachuv
prostoral < p < oo.

(a) MnoZina schodovitych zobrazeni z 2 do X je husta
v Lp(p, X).

(b) Jsou-li X i L,(w) separabilni, je L(1, X) take
separabilni.



IV. Kompaktni konvexni mnoziny



IV. Kompaktni konvexni mnoziny

Definice 166

Necht C je konvexni podmnozina vektorového prostoru.
Rekneme, Ze x € C je extremalnim bodem mnoziny C,
jestlize x neni vnitfnim bodem zadné Usecky lezici v C, ;.
pokud u,ve Cax =Au+ (1 —2A)vpronéjaké A € (0,1),
pak u = v.



IV. Kompaktni konvexni mnoziny

Definice 166

Necht C je konvexni podmnozina vektorového prostoru.
Rekneme, Ze x € C je extremalnim bodem mnoziny C,
jestlize x neni vnitinim bodem zadné Usecky lezici v C, {j.
pokud u,ve Cax =Au+ (1 —2A)vpronéjaké A € (0,1),
pak u = v. Mnozinu vSech extremalnich bodu C znaCime
ext C.



Definice 167
Necht C je konvexni podmnozina realného vektorového

prostoru X. Afinni nadrovina W C X se nazyva opérnou
nadrovinou mnoziny C (v bodé x € C), pokud W N C # @
(resp. x € W N C) a C lezi cela v jednom z poloprostor(
ur¢enych W (ij. existuji nenulova linearni forma f na X a
o € Rtak, Ze W = f""(@) asup, f < a).



Fakt 168

Necht C je konvexni mnoZina ve vektorovéem prostoru X.
(a) Je-li B C C konvexni, pak BN extC C extB.



Fakt 168

Necht C je konvexni mnoZina ve vektorovéem prostoru X.
(a) Je-li B C C konvexni, pak BN extC C extB.

(b) Je-li'Y vektorovy prostora T: X — Y afinni
zobrazeni, pak T zachovava konvexni kombinace.
Je-li T prosté, pak ext T(C) = T(ext C).



Fakt 168

Necht C je konvexni mnoZina ve vektorovéem prostoru X.
(a) Je-li B C C konvexni, pak BN extC C extB.

(b) Je-li'Y vektorovy prostora T: X — Y afinni
zobrazeni, pak T zachovava konvexni kombinace.
Je-li T prosté, pak ext T(C) = T(ext C).

(c) Je-li X realny a W c X opérna nadrovina mnoziny C,
pakext(CNn W) =W nextC.



Veéta 169

Je-li C kompaktni konvexni podmnoZina R", pak kaZdy
bod mnoZiny C je konvexni kombinaci nejvyse n + 1
extremalnich bodi mnoZiny C. Tedy C = convext C.



Veéta 169

Je-li C kompaktni konvexni podmnoZina R", pak kaZdy
bod mnoZiny C je konvexni kombinaci nejvyse n + 1
extremalnich bodi mnoZiny C. Tedy C = convext C.

Lemma 170
Necht C C R" je konvexni. Pak bud'to Int C # @, nebo C
leZi v néjaké afinni nadroving v R".



Veéta 169

Je-li C kompaktni konvexni podmnoZina R", pak kaZdy
bod mnoZiny C je konvexni kombinaci nejvyse n + 1
extremalnich bodi mnoZiny C. Tedy C = convext C.

Lemma 170

Necht C C R" je konvexni. Pak bud'to Int C # @, nebo C
leZi v néjaké afinni nadroving v R".

Dasledek 171
Je-liAC R" ax € conv A, pak existuje nejvyse
(n+ 1)-prvkova podmnoZina B C A takova, Ze x € conv B.



Dasledek 172
Necht K C R” je kompaktni. Pak conv K je téZ kompakini.



Dasledek 172
Necht K C R” je kompaktni. Pak conv K je téZ kompakini.

Tvrzeni 173
Necht X je Fréchetiyv prostor a K C X je kompaktni. Pak

conv K aaconv K jsou kompaktni.




Definice 174

Necht C je konvexni podmnozina vektorového prostoru.
Rekneme, e neprazdna E c C je extremalni
podmnozinou C, pokud zadny bod E neni netrivialni
konvexni kombinaci bodu z C, z nichz néktery lezi
mimo E, tj. je-liAx + (1 — A1)y € E pronéjaka x,y € C
ale(0,1),pak x,y € E.



Definice 175
Necht C je konvexni podmnozina vektorového prostoru.

Rekneme, Ze funkce f: C — R je konvexni, pokud pro
kazdé x,y € Ca A € [0,1] plati, ze
fAX + (1 =1)y) < Af(x) + (1 = D)f(y).



Lemma 176

Necht C je konvexni podmnoZina vektorového prostoru,
f: C — R je konvexni a E je extremalni podmnoZina C.
Pak mnoZina bodd, ve kterych f nabyva maxima na E, je
bud'to prazdna, nebo je to extremalni podmnoZina C.



Lemma 176

Necht C je konvexni podmnoZina vektorového prostoru,
f: C — R je konvexni a E je extremalni podmnoZina C.
Pak mnoZina bodd, ve kterych f nabyva maxima na E, je
bud'to prazdna, nebo je to extremalni podmnoZina C.

Lemma 177

Necht X je topologicky vektorovy prostor takovy, Ze X*
oddéluje body X (napr. Hausdorffuv lokalné konvexni
prostor) a necht C C X je konvexni. Pak kazda kompaktni
extremalni podmnoZina C obsahuje extremalni bod C.



Pfipomenme, ze realna funkce f na topologickém
prostoru X se nazyva shora polospoijita, pokud pro kazdé
a € R je mnozina {x € X; f(x) > «a} uzavfena.



Pfipomenme, ze realna funkce f na topologickém
prostoru X se nazyva shora polospoijita, pokud pro kazdé
a € R je mnozina {x € X; f(x) > «a} uzavfena.

Veéta 178 (Bauerlv princip maxima)

Necht X je topologicky vektorovy prostor takovy, Ze X*
oddéluje body X (napr. Hausdorffiv lokalné konvexni
prostor), necht K C X je neprazdna kompaktni konvexni

mnoZina a f: K — R je shora polospojita konvexni funkce.
Pak f nabyva maxima na K v extremalnim bodé K.



Véta 179 (Krejnova-Milmanova)

Necht' X je topologicky vektorovy prostor takovy, Ze X*
oddéluje body X (napr. Hausdorffiv lokalné konvexni
prostor) a necht K C X je kompakitni a konvexni. Pak
K = convext K.
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