1. CVICEN]

1) Existuje inverzni zobrazeni.

2) a) Zkoumejme ez ep. b) Zkoumejme xz xxp. c) Cemu se rovna (xy)~1? d) f je prosté, resp. na.

3) Matematickou indukef. Pro krok n — n + 1 je potfeba vhodné vyndsobit >, A;x;.

4) SupxeA(SupyeB S, J’)) = SUP(x,y)eaxp S (X, Y) = sup,cp (SqueA S, y)).

5) C" je izomorfni R?".

10){x € X: f()+g(x) Za+ B} Cix e X: f(x) Za}U{x e X: g(x) = B}.

14) dimY = oo: PoloZme fu = x(1/2n,1/27n+1/2n+1) — Cn X (1/2n+1/2n+1,1/2n—1) Pro vhodnou konstantu ¢, € R takovou, aby
fn € Y.Pak {f;; n € N} C Y je nekonecna linedrné nezavisla mnoZzina.

2. CVICENI

3) Necht’ x,y e Int M a A € [0, 1]. Necht' r > 0 je takové, ze U(x,r) C M aU(y,r) C M. PakU(Ax + (1 —A)y,r) C M.

4)U(x,r) C B(x,r) je trividlni. B(x,r) C U(x,r): Necht' y € B(x,r). Naleznéte {y,} C U(x, r) takovou, Ze y, — y.

Diskrétni metricky prostor.

8) Lze napft. ukdzat, Ze dopln€k je otevieny.

9) a) Srovndvaci kritérium pro fady ) |x,|? a ) |x,|?. Pro diikaz ostrosti inkluze vezméte vektor (1/n%)92, pro vhodné
o > 0. b) Srovndvaci kritérium pro integraly nebo Holderova nerovnost.

11) Lze ukézat, Ze cop je husty v cg, a Ze cgo je separabilni.

12) Lze ukazat, Ze (coo. |||lp) je husty v £,, a Ze (coo, ||*[|p) je separabilni.

13) Vezméme systém {y4; A C N}. Jakou maji od sebe vzdalenost jednotlivé prvky tohoto systému? Jakou m4 tento systém
mohutnost?

5. A 6. CVICENI

1 1 _
A) Ylal + bl L+ L =1

B)
1) ||¢]| = 1, nabyva se pro posloupnosti v By s limx, = 1.
2) ||¢|l = 1, nabyva se v bodech sféry, které maji nezdporné soutadnice.
3) |l¢|l = 1, nabyva se v bodech sféry, které maji nezdporné soutadnice a liché soufadnice nulové.
4) ||¢|| = 1, nabyva se v bodech sféry, které maji nezaporné sudé souradnice a nekladné liché souradnice.

5) ||¢|| = 1, nabyvé se v bodé e; = (1,0,0,...).
6) ||¢|| = 1, nenabyva se.
D el = ?2 nenabyva se.

8) llgoll = %
9) |¢]l = % nabyvia se v bodé (*/g)n .

10) ||¢]| = 1, nabyvad se v kazdé f € C([0, 1]) takové, ze | f| < 1a f(0) = 1.
11) |l¢|l = 2, nabyvé se v kazdé f € C([0, 1]) takové, ze | f| < 1, f(0) = 1 a f(1) = —1 (napt. 1 — 2x).
12) |l¢|| = 1, nabyvd se pravé ve funkci konstantné rovné 1.

nabyva se v bodé (1,1,1,...).

o

13) ||¢] = 2,nabyva se vkazdé f € C([0,1]) takové, Ze | f| < 1a f = 1 na]|0, 2]
14) ||¢]| = % nabyva se v kazdé f € Lyo([0, 1]) takové, Ze | f| <1a f = 1na|0, 2] (s. v.).
15) ||o] = % nabyva se pravé ve funkci konstantné rovné 1 s. v.
16) ||¢] = % nabyva se praveé ve funkci konstantné rovné 1.
17) |lo] = le nabyva se pravé ve funkci X103~ XLy
1

18) [|¢|| = g, nenabyvd se.

1
19) ||¢]| = 1, nabyvd se v kazdé f € L([0, 1]) takové,7e f >0, f = O na (%, 1]a [ /=1 (napf. 2)([0,%]).
20) ||o] = 1 , nenabyva se.
21 ol = 2, nenabyva se.

7. CVICENI
A)e ¢ Span A
B) ) {lx = v32x — D}, P(/)(x) = [1 f@O)dt +3(fy 2t — 1) f(0)dr)2x — 1) = 2(f) f(1)dr)(2 — 3x) +
6(fy tf(6)dt)(2x — 1), P(t > £2)(x) = x — L
) {5 x> Boxx > M2 LY () = 1[4 fOd 3L e O d)x+ 2 (L2 =D 0 d) 2 - =
21ty + 2(f1 tf(t)dt)x + 5 (L 2 f@)dr)(x2 = 1), P(t > £3)(x) = 2x, P(sin)(x) = 3(sin 1 — cos 1)x
3) {“/_(2'1 n=1° m(s 2n %)oo— } P(er) = 2_30(3% - %2%)00

n=1 n=1
1



8. A 9. CVICENI

1) IT|| = 1, nabyvd se v kazdém bod€ S,. T je izometrie do, obor hodnot je {(x,); x1 = 0}.
2) |T|| = 1, nabyva se v kazdém bodé Sy, spliiujicim x; = 0. T nenf prosty, Ker T = span{e;}, T je na.
3) T je izometrie na.

4) T je izomorfismus na, |T| = |T7!|| = HT“@

5) IT|| = 1, norma se nabyva v bodech S, , které majf liché soufadnice nulové. 7' neni prosty, Ker T" tvoii prvky, které majf sudé
soufadnice nulové. T neni na, Rng 7" tvoii prvky, které maji liché soufadnice nulové. T je ortogonalni projekce.

6) ||T|| = 1, nabyva se v bodech aeq, kde |a| = 1. T je prosty, neni na. 7 neni izomorfismus (uvazujte vektory ey,).

7) |IT|| = 2, nabyva se v bodech aeq, kde |o| = 1. T je izomorfizmus na, |77} = 1.

8) ||IT|| = 1, nenabyvi se. Pro nerovnost | T'|| > 1 Ize posloupnost vektort e,,. T je izomorfizmus na, ||77!| = 2.

9) |IT|| = 1, nabyva se v bodech Sy, , jejichZ vSechny soufadnice jsou nezdporné nebo jsou vSechny nekladné. T je prosty, neni
na. T neni izomorfismus (uvazujte vektory (1,—1,1,—1,...,1,—1,0,0,...)).

10) ||T|| = 1, nabyva se v bodech Sy, , jejichZ vSechny soufadnice jsou nezdporné nebo jsou vSechny nekladné. T je prosty, neni

na. 7" neni izomorfismus (uvazujte vektory (1,—1,1,—1,...,1,—1,0,0,...)).

11) ||T|| = 3, nabyva se ve funkcich af spliujicich | f| < 1, f(0) = —1, f(1) = 1, || = 1. T je prosty ana. T je izomorfismus
na, [T~ =3,T7"(g) = g + g(0) — g(1).

12) T je izometrie na.

13) ||T|| = r, nabyva se ve funkcich | f| < 1, | f(r)| = 1. T je prosty, neni na. T neni izomorfismus (uvazujte funkce f,(0) =1
af, =0na [%r, r)).

14) ||T|| = r, nabyvd se v konstantnich funkcich f(x) = «, || = 1. T je prosty, neni na. 7' nenf{ izomorfismus (uvaZujte funkce
sin(nx)).

15) |T|| = r + 1, nabyva se v konstantnich funkcich f(x) = «, |@| = 1. T je prosty, neni na. 7' je izomorfismus do, obor hodnot
jed{g € C1([0,7]); g(0) =0}, [T7!] = L.

16) |T| = %, nabyva se ve funkcich f spliujicich |f| < 1 a |f(0)] = 1 nebo | f(1)] = 1. T je prosty, neni na. T nen{
izomorfismus (uvazujte funkce f;: [0, 1] — [0, 1] spliujici fn(%) = 1a f, = 0 mimo interval (% — % % + %)).

17) T je izometrie na.

18) ||T|| = 1, nabyva se ve funkcich f, | f| < 1, pro které existuje x € [0, 1] spliiujici | f(x)| = 1. T neni prosty, Ker T tvoii
funkce nulové na [0, 1]. 7' neni na, Rng 7" tvofi sudé funkce.

19) ||T|| = 1, nenabyva se. T neni prosty, Ker T tvor{ konstantni funkce. 7" je na.

20) ||T|| = 1, nabyva se napt. ve funkci konstantni 1. 7" nenf prosty, Ker T = {ce*; ¢ € K}. T je na.

21) ||IT|| = 1, nabyva se napf. ve funkci konstantni 1. 7" nenf prosty, Ker 7 = span{sin, cos}. T je na.

22) Pro p = oo je to izometrie na. Pro1 < p < ocoje |T| = 2%, nenabyva se. (Pro dukaz ||T|| < 25 pouZzijte vétu o substituci.

Pro dikaz | T| > 27 uvaste funkce n? )([1_%’1].) T je prosty, neni na. T neni izomorfismus (uvazte funkce n v X[o,%])-

23) ||IT|| = 1, pro p = oo se nabyva napf. ve funkci konstantni 1, pro 1 < p < oo se nenabyva. T je prosty, neni na. T neni
izomorfismus (uvaZte funkce n » X0, ]).

24) ||IT|| = 1, pro p = oo se nabyva napt. ve funkci konstantni 1, pro 1 < p < oo se nenabyva. T je prosty, nenf na. T nen{
izomorfismus (uvaZzte funkce n% (I ]).

25) |IT|| = 1, pro p = oo se nabyva napt. ve funkci konstantni 1, pro 1 < p < oo se nabyvd v téch funkcich, které jsou s. v.
nulové na [% 1]. T neni prosty, Ker T obsahuje funkce s. v. nulové na [0, %] T neni na.

26) T je izometrie na.

10. CVICENI

1) BL = {0}, (BL)* =l

11. cVICENI

1 1

D T*(1,y2,93) = (1 +y2+2y3, 01— y2+y3), Ar = |1 1], Ar= = (} _11 ?)
2 1

2) T*((yn)) = (y2.¥3, Y4, --)

3) T*((yn) = (0, y1,y2, 3, --)

4) T*((yn)) = (¥1,iy2, ¥3,1ya,...)

5 T*((yn)) = (V1 —2y2.¥2 = Y1, V3. V4, - - .)

6) T*((yn)) = (—3Y2. 3V1.—53Y4: 33+ oo — 5 V2 Bt yono1, .. )

7 T*((n) = (Xhen %),

8) T*((yn) = (1, y1+ Y2, ¥1 + y2 + y3,...)

9) T*g(t) =1g(t)

10) T*g = 110,18

11) T*g(t) = 2tg(t?)

12) T*g(s) = fol min{s, t}g(¢) dt



13) T*g =g+ [g g(t)dt - xpo,1

14) T*((yn))(t) = 52 yn cosnt

15) T*((yw))(1) = 352 yn cosnt

16) T*g = (fyy t"g(r)dr)>> |

17) T*p = (fg.qy 1" dpe()),

18) T*p = p+ p([0,1]) - (81 — So)

19) T*u(A) = [, u([z, 1]) dz, tj. hustota miry T*w je ¢ +— pu([t, 1])

20) T*pu(A) = [,tdu()

21) T*u(A) = p,({t el0,1]; 1—1 € A}) = u(l — A), tj. T*u je obraz miry u pfi zobrazenit > 1 — 1t
22) T*u(A) = pn({r € [-1,1]; 1? € A}), tj. T* je obraz miry u pfi zobrazeni t > 12
23) T*u(A) = u(AN[o,1])

12. A 13. CVICENI

A) 1) ano, 2) ne, 3) ne, 4) ne, 5) ano: |T — T || < 155, 6) ano: [T = Ty|| < 55, 7 ano: [T = Tl < /332,41 2=
8) ano: ||T — T, < ﬁ, 9) ne, 10) ne: T'|y je izomorfismus, kde ¥ = {f € X; f = 0s.v.na|0, %]}, 11) ne: Ty je

izomorfismus,kde Y = {f € X; f =0s.v.na|o0, %]} 12) ne: posloupnost (cosnt)o2 ,,

ano: ||[T — T, < W, 15) ne: posloupnost (ezn), [|12" — 2" |l = 1% - 2 |, = % 16) ne: T|y je identita,
kde Y = {f € X; f(0) = f(1)}, 17) ano: funkce v T'(Byx) jsou 1-lipschitzovské, 18) ne: T je izomorfismus do, 19) ne: T'|y
je izomorfismus, kde Y = {f € X; f = 0na]0, %]}, 20) ne: T'|y je izometrie,kde Y = {f € X; f = Ona[—1,0]}, 21) ne:
T(Bx) = By, 22) ano: funkce v T'(Byx) jsou 1-lipschitzovské, 23) ano: funkce v T'(Byx) jsou 1-lipschitzovské

13) ne: posloupnost (cosnt)92 ., 14)

n=1>

B) ) op(T) =0,0(T) = B(0,1),2) 0,(T) = U(0,1),0(T) = B(0,1),3)o(T) = 0,(T) = {0.1}, ) 0,(T) = o(T) =
li,—i},5) 05(T) = {11 n € N}, 0(T) = 0,(T) U{0}, 6) 0,(T) = {EL: n € N}, o(T) = 0,(T) U{1},7) 0p(T) = QN (0, 1),
o(T)=10,1],8)05(T) =0 (T) = {1},9 0p(T) = 0,0(T) = [0,1],10) 0p,(T) = 9,0 (T) = {0} —poloZme F(t) = fot f(s)ds
ateSme rovnici A\F' — F = g, 11) 0,(T) = {0}, o(T) = [0, %] 12) 0p,(T) = 0(T) = 10,1}, 13) 0,(T) = 0, 0(T) = [0, 1], 14)
0p(T) =0(T) =1{0,1},15) 0,(T) = {0},0(T) = [0, %], 16)a17) 0,(T) = o(T) = {—1, 1}, napsat rovnice v bodé r a —t a feSit
soustavu, 18) p = 00: 0,(T) = o(T) = {A € C; |A| = 1} (T je izometrie na), p < 00:0,(T) =0,0(T) ={A € C; |A| =1}
(T je izometrie na, pro A = 1 funkce y[o,1] € Rng(Al — 7)), 19) 0,(T) = 0, 0(T) = {A € C; |A| = 1} (T je izometrie na, pro
A = 1 funkce se supp = [0, 1] neni v Rng(Al — 7)), 20) 0p,(T) = 0,0(T) = {A € C; |A| = 1} (T je izometrie na, pro A = 1
funkce se supp = [1, 2] neni v Rng(Al — T')),



