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|. Banachovy a Hilbertovy prostory

1. Zakladni vlastnosti

Definice 1
Necht X je vektorovy prostor nad K. Funkci
-]l X = [0, +00) nazyvame normou na X, pokud

(i) |Ix|| = 0 pravée tehdy, kdyz x = 0,

(i) llx+ ¥l < llxIl + llyll pro vSechna x. y € X,
(iii) |jaex]|| = || - |Ix]|| pro vSechna x € X a « € K.
Dvaoijici (X, ||-]) nazyvame normovanym linearnim
prostorem.



Tvrzeni 2
Necht (X, ||-||) je normovany linearni prostor nad K.

(a) Funkce p(x,y) = |x —y| pro x,y € X je translacné
invariantni metrika na X.



Tvrzeni 2
Necht (X, ||-||) je normovany linearni prostor nad K.

(a) Funkce p(x,y) = |x —y| pro x,y € X je translacné
invariantni metrika na X.

(b) Norma je 1-lipschitzovska (a tedy spojita) funkce
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Tvrzeni 2

Necht (X, ||-||) je normovany linearni prostor nad K.

(a) Funkce p(x,y) = |x —y| pro x,y € X je translacné
invariantni metrika na X.

(b) Norma je 1-lipschitzovska (a tedy spojita) funkce
naX.

(c) Zobrazeni +: X x X - X a-: K x X — X jsou
spojita.



e Uzavrenou kouli o stfedu x € X a poloméru r > 0
budeme znacit Bx(x, r), tj.
Bx(x,r) ={y e X; lx—yll = r}.
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v X.



e Uzavrenou kouli o stfedu x € X a poloméru r > 0
budeme znacit Bx(x, r), tj.
Bx(x.rn ={yeX; Ix=yl =rj}.

e Otevienou kouli o stfedu x € X a poloméru r > 0
budeme znacit Ux(x, r), {j.
Ux(x.rn ={yeX: Ix=yl <r}

e Mnozina Bx = Bx(0, 1) se nazyva jednotkova koule
v X.

e Mnozina Ux = Ux(0, 1) se nazyva oteviena
jednotkova koule v X.



e Uzavrenou kouli o stfedu x € X a poloméru r > 0
budeme znacit Bx(x, r), tj.
Bx(x.rn ={yeX; Ix=yl =rj}.

e Otevienou kouli o stfedu x € X a poloméru r > 0
budeme znacit Ux(x, r), {j.
Ux(x.r) ={y e X: Ix=yll <r}.

e Mnozina Bx = Bx(0, 1) se nazyva jednotkova koule
v X.

e Mnozina Ux = Ux(0, 1) se nazyva oteviena
jednotkova koule v X.

e MnoZina Sy = {x € X; ||x| = 1} se nazyva
jednotkova sféra.



Definice 3
Banachuv prostor je normovany linearni prostor, ktery je
uplny v metrice dané normou.



Definice 3
Banachuv prostor je normovany linearni prostor, ktery je
uplny v metrice dané normou.

Tvrzeni 4
Necht X je normovany linearni prostor a Y jeho

podprostor.

(a) Je-li Y Banachuv, pak Y je uzavreny v X.

(b) Je-li X Banachuv, pak Y je Banachuv, pravé kdyz Y
je uzavrieny v X.



Definice 5
Necht P je metricky prostor a p, o jsou metriky na P.
Rekneme, Ze metriky p a o jsou ekvivalentni, pokud

X A X, prave kdyz x, % x pro {x,} C P, x € P.
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Necht P je metricky prostor a p, o jsou metriky na P.
Rekneme, Ze metriky p a o jsou ekvivalentni, pokud

14 , v v o
Xn — X, prave kdyz x, — x pro {x,} C P, x € P.
Rekneme, Ze metriky p a o jsou skoro stejné, pokud
existuji A, B > 0 takova, ze Ao (X, y) < p(x,y) < Bo(x,y)
pro v8echna x, y € P.

Tvrzeni 6

Necht' X je vektorovy prostor, ||-||1, ||-|l2 jsou normy na X
a p1, p2 jsou prislusné metriky. Pak p; a p» jsou skoro
stejné, pravé kdyz jsou ekvivalentni.
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vsechny normy ekvivalentni.
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Necht X je vektorovy prostor a |-[|+, [|-[|2 jsou normy na X.
Rekneme, Ze normy |-||1 a ||-||2 jsou ekvivalentni, pokud
existuji A, B > 0 takové, ze pro kazdé x € X plati
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Véta 8
Na konecneérozmérném vektorovém prostoru jsou
vsechny normy ekvivalentni.
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Definice 7 (ekvivalentni normy)

Necht X je vektorovy prostor a |-[|+, [|-[|2 jsou normy na X.
Rekneme, Ze normy |-||1 a ||-||2 jsou ekvivalentni, pokud
existuji A, B > 0 takové, ze pro kazdé x € X plati
Allxllz < IIxll1 = Bl x|l2-

Véta 8
Na konecneérozmérném vektorovém prostoru jsou
vsechny normy ekvivalentni.

Lemma 9

Necht' X je vektorovy prostor, ||-||1 a ||-||2 jsou normy na X,
B, = B(X’||.||1), B, = B(X’||.||2) aa,b>0. Pak

allx|l2 < |Ixll1 < b||x|l2 pro kaZdé x € X, pravé kdyz

aB; c B, C bBy. Specialné, |-|l1 = ||-|l2 prave tehdy, kdyz
B, = B..



Tvrzeni 10
Necht' X je vektorovy prostor, ||-||1 a ||-||= jsou normy na X

a By = Bx,|.11), B2 = Bx,|.1,)- Nasledujici tvrzeni jsou
ekvivalentni:

(i) Normy ||-|l1 a ||-|l= jsou ekvivalentni.
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Tvrzeni 10
Necht' X je vektorovy prostor, ||-||1 a ||-||= jsou normy na X

a By = Bx,|.11), B2 = Bx,|.1,)- Nasledujici tvrzeni jsou
ekvivalentni:

(i) Normy ||-|l1 a ||-|l= jsou ekvivalentni.
(i) Existuji a, b > 0 takova, Ze aB; C B, C bB;.
(iiiy Zobrazeni Id: (X, ||-|l1) = (X, ||I|l2) je
homeomorfismus.

(iv) Oteviené mnoZiny v (X, |-||1) splyvaji s otevienymi
mnoZinami v (X, ||-||2).



Definice 11

Necht X je vektorovy prostor. Rekneme, Ze mnozina

M C X je konvexni, pokud pro kazdé x,y e Ma A € [0, 1]
plati, Ze Ax + (1 — 1)y € M.
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Definice 11

Necht X je vektorovy prostor. Rekneme, Ze mnozina

M C X je konvexni, pokud pro kazdé x,y e Ma A € [0, 1]
plati, Ze Ax + (1 — 1)y € M.

Necht xi,...,x, € X. Rekneme, Ze x € X je konvexni
kombinaci vektorl xq, ..., X, s koeficienty A1,..., 4, € R,
jestlize x = Y7, A;x; a plati, Ze A4,...,A,>0a

27=1 Air=1.

Fakt 12
Koule v normovaném linearnim prostoru jsou konvexni
mnoZiny.



Definice 13
Necht X je vektorovy prostor a M C X. Konvexnim

obalem M nazveme mnozinu
convM = {C D> M; C C X je konvexni}.



Definice 13
Necht X je vektorovy prostor a M C X. Konvexnim

obalem M nazveme mnozinu
convM = {C D> M; C C X je konvexni}.

Tvrzeni 14
Necht X je vektorovy prostora M C X. Pak

n
convM = Z)L,-X,-; Xi,..., X, € M,
e

n
Ao An=0,) Aj=1.neNp.

i=1



Definice 15 )
Necht X je vektorovy prostor. Rekneme, Ze mnozina
M c X je symetricka, pokud —M = M.



Definice 15 )
Necht X je vektorovy prostor. Rekneme, Ze mnozina
M c X je symetricka, pokud —M = M.

Fakt 16

Necht' M je symetricka konvexni podmnoZina
normovaného linearniho prostoru X, ktera obsahuje
U(x,r), resp. B(x, r) pro néjaké x € X. Pak U(0,r) C M,
resp. B(0,r) C M.



Definice 17
Necht X je normovany lineérni prostor a M C X. Pak

definujeme uzavreny linearni obal M jako

span M = ("{Y D M; Y uzavieny podprostor X}

a uzavreny konvexni obal M jako

convM = (\{C D> M; C C X je uzavfena konvexni}.
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Necht X je normovany linearni prostor a M C X. Pak
definujeme uzavreny linearni obal M jako
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Necht X je normovany linearni prostor, Y je podprostor X
a C C X je konvexni. Pak Y je podprostor X a C je
konvexni mnozina.



Definice 17

Necht X je normovany linearni prostor a M C X. Pak
definujeme uzavreny linearni obal M jako

span M = ("{Y D M; Y uzavieny podprostor X}

a uzavreny konvexni obal M jako

convM = (\{C D> M; C C X je uzavfena konvexni}.

Fakt 18

Necht X je normovany linearni prostor, Y je podprostor X
a C C X je konvexni. Pak Y je podprostor X a C je
konvexni mnozina.

Tvrzeni 19
Necht' X je normovany linearni prostora M C X. Pak
span M = span M aconv M = conv M.




Tvrzeni 20
Necht X je normovany linearni prostor, F C X je
uzaviena a K C X je kompaktni. Pak F + K je uzavrena.



Tvrzeni 20

Necht X je normovany linearni prostor, F C X je
uzaviena a K C X je kompaktni. Pak F + K je uzavrena.
Je-li navic F kompaktni, pak je i F + K kompaktni.



Véta 21

Necht X je normovany linearni prostor, Y C X uzavieny
podprostor a Z C X konecnérozmérny podprostor. Pak
span(Y U 2) je uzavreny.



Véta 21

Necht X je normovany linearni prostor, Y C X uzavieny
podprostor a Z C X konecnérozmérny podprostor. Pak
span(Y U 2) je uzavreny.

Dusledek 22
Necht X je normovany linearni prostor. KaZzdy
konecnerozmerny podprostor X je uzavieny v X.
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(a) Prostory cy aty,, 1 < p < oo, jsou separabilni.
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Véta 23

(a) Prostory cy aty,, 1 < p < oo, jsou separabilni.

(b) Prostor £, je neseparabilni.

(c) Je-li K kompaktni metricky prostor, je prostor C(K)
separabilni.

(d) Necht 2 C R" je lebesgueovsky méritelna
al < p < oo. Pak prostor L,($2, 1) je separabilni.
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2. Rady v normovanych linearnich prostorech

Definice 24

Necht X je normovany lineérni prostor a {x,} C X.
Rekneme, Ze fada Y%, x, konverguje k x € X, pokud
x = limyLoo SN, X,. Rada 3%, x, je konvergentn,
pokud existuje x € X tak, ze x = > 02, Xp. Rada je
absolutné konvergentni, pokud Y72 [ X,|| < +o0.

Fakt 25
Necht X je normovany linedrni prostor a > >, x, je
konvergentni fada v X. Pak

(o,]
2%
n=1

o0
= lxall-
n=1



Véta 26 (Test Uplnosti)

Necht X je normovany linearni prostor. Pak X je

Banachuv, pravée kdyz kazda absolutné konvergentni fada
je konvergentni.



Definice 27
Necht X je normovany lineérni prostor, I je mnozina

a {Xy}yer je kolekce prvku prostoru X. Symbol 3 - x,
nazveme zobecnénou radou.
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absolutné konvergentni.



Definice 27

Necht X je normovany lineérni prostor, I je mnozina

a {Xy}yer je kolekce prvku prostoru X. Symbol 3 - x,
nazveme zobecnénou fadou. Déle % (I") znaci systém
véech koneénych podmnozin I". Rekneme, Ze zobecnéna
fada ) . x, konverguje (téZ konverguje
bezpodminecné) k x € X pokud plati

Ve>0 3IFeF(I"') VF eF),F DF:

Y

y€eF’

<é&.

Existuje-li takové x € X, fikame, Ze je zobecnéna fada
Zyep Xy Sbezpodmineén_é) lfonvergevntniva X nazyvame
jejim souctem. Konverguje-li zobecnéna fada realnych
Cisel Zygr X, 1, pak se zobecnénafada ), .- X, nazyva
absolutné konvergentni. Pro I" = ¢ klademe

ZyEF Xy =0.



Definice 28

Rekneme, Ze zobecnéna fada 3, X, v normovaném
linearnim prostoru splnuje Bolzanovu-Cauchyovu
podminku, pokud

S x| <

yeF’

Ve>0 3IFeF(I') VF e F(I'),FNF =0:




Véta 29
Necht' ). X, je konvergentni zobecnéna rada
v normovaném linearnim prostoru X. Pak plati:

(a) Jeji soucet je urcen jednoznacne.
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(b) Splriuje Bolzanovu-Cauchyovu podminku.
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Véta 29
Necht' ). X, je konvergentni zobecnéna rada
v normovaném linearnim prostoru X. Pak plati:

(a) Jeji soucet je urcen jednoznacne.

(b) Splriuje Bolzanovu-Cauchyovu podminku.

(c) Je-liy_,cr Xy = X, paK Y ., Xu(y) = X Pro kazdou
permutaci (1. bijekci) w: I' — I'.

(@A) (I 1),cfr € G,

(e) Je-li{yn}s2, C I' libovolna prosta posloupnost
takova, ze{y € I'; x, # 0} C {yn; n € N}, pak
Dot Xy = X



Tvrzeni 30

Necht')_, .- a, je zobecnena rada nezapornych Cisel.
Pak tato rada konverguje, pravé kdyz

sup{z a,; Fe ?(F)} < 4o0.

yeF

Potom plati

Y a = sup{z a,; F e 37(1“)}.

yell yeF



Tvrzeni 31

Necht'y .- Xy, >_,cr Yy jSOU konvergentni zobecnené
fady v normovaném linearnim prostoru nad K a necht
¢ € K. Pak Zyel"(xy + y)’) = Zyef XJ’ + Zyel" y)’ a
Zyef CXJ/ = CZ)/GF X)"



Véta 32

Necht' X je Banachuv prostor.

(a) Zobecneéna rada v X je konvergentni prave tehay,
kdyZz splnuje Bolzanovu-Cauchyovu podminku.



Véta 32

Necht' X je Banachuv prostor.
(a) Zobecnena rada v X je konvergentni prave tehdy,
kdyZz splnuje Bolzanovu-Cauchyovu podminku.

(b) Kazda absolutné konvergentni zobecnéna rada v X
je konvergentni.



Véta 32

Necht' X je Banachuv prostor.

(a) Zobecnena rada v X je konvergentni prave tehdy,
kdyZz splnuje Bolzanovu-Cauchyovu podminku.

(b) Kazda absolutné konvergentni zobecnéna rada v X
je konvergentni.

(c) Je-lizobecnena fada y . X, v X konvergentn/’
aAcCTr,pakje /zobecnena fada )’
konvergentni.

yGA



Tvrzeni 33

(a) Necht zobecnéna rada ) . X» V Normovaném
linearnim prostoru X konverguje k x € X. Pak i fada
> "2 1 X» konverguje k x.



Tvrzeni 33

(a) Necht zobecnéna rada ) . X» V Normovaném
linearnim prostoru X konverguje k x € X. Pak i fada
> "2 1 X» konverguje k x.

(b) Necht fada . , X, v normovaném linearnim
prostoru X konverguje k x € X a necht' zobecnéna
fada ) ,.n Xn Splriuje Bolzanovu-Cauchyovu
podminku. Pak ).\ Xn konverguje k x.



Tvrzeni 33

(a) Necht zobecnéna rada ) . X» V Normovaném
linearnim prostoru X konverguje k x € X. Pak i fada
> "2 1 X» konverguje k x.

(b) Necht fada . , X, v normovaném linearnim
prostoru X konverguje k x € X a necht' zobecnéna
fada ) ,.n Xn Splriuje Bolzanovu-Cauchyovu
podminku. Pak ).\ Xn konverguje k x.

(c) Necht {a,} je posloupnost nezapornych cCisel. Pak
zobecnéna rfada ) . an konverguje, pravé kdyz
konverguje fada Y , a, (a obé pak maji stejny
soucet).



Dasledek 34
Necht X je normovany linearni prostor a {x,} C X. Pak

zobecnéna rada ) . Xn je absolutne konvergentni,
praveé kdyZz fada ", x» je absolutné konvergentni.



Definice 35
Necht {x,} je posloupnost v normovaném linearnim

prostoru X a x € X. Rekneme, Ze Y02 4 Xn konverguje
bezpodminecné (k x), pokud konverguje zobecnéna fada

D nen Xn (K X).



Definice 35

Necht {x,} je posloupnost v normovaném linearnim
prostoru X a x € X. Rekneme, ze Y %2, x, konverguje
bezpodminecné (k x), pokud konverguje zobecnéna fada

D nen Xn (K X).

Véta 36
Necht {x,} je posloupnost v normovaném linearnim
prostoru X. Pak nasledujici tvrzeni jsou ekvivalentni:

) 72, X, konverguje bezpodminecné.
(i) Y024 Xz(ny konverguje pro kaZzdou permutaci
7: N — N ke stejnému souctu.
(i) Y024 Xz(ny konverguje pro kaZzdou permutaci
7: N — N,



Véta 37
Kazda absolutné konvergentni fada v Banachové
prostoru je bezpodminecné konvergentni.



Véta 37

Kazda absolutné konvergentni fada v Banachové
prostoru je bezpodminecné konvergentni.

KaZda fada v R je absolutné konvergentni, pravé kdyZz je
bezpodminecnée konvergentni.



3. Linearni operatory a funkcionaly



3. Linearni operatory a funkcionaly

Pfipomenme si, ze zobrazeni T: X — Y meazi
vektorovymi prostory X, Y nad K se nazyva linearni,
pokud T(x +y) = T(x)+ T(y) a T(ax) = aT(x) pro
vSechna x,y € Xaa € K.



3. Linearni operatory a funkcionaly

Pfipomenme si, ze zobrazeni T: X — Y meazi
vektorovymi prostory X, Y nad K se nazyva linearni,
pokud T(x +y) = T(x) + T(y) a T(ax) = aT(x) pro
vSechna x,y € X aa € K.

Fakt 38

Necht' X, Y jsou vektorové prostory, T: X — Y je linearni
zobrazeniaM C X. Pak T(—M) = —-T(M) a

T(conv M) = conv T(M). Specialné, je-li M symetricka,
pak T(M) je symetricka, a je-li M konvexni, pak T(M) je
konvexni. Obdobné, je-liN C Y symetrickd, pak T-1(N)
je symetricka, a je-li N konvexni, pak T~'(N) je konvexni.



Tvrzeni 39
Necht X, Y jsou normované linearni prostory a

T: X — Y je linearni zobrazeni. Pak nasledujici tvrzeni
jsou ekvivalentni:

(i) T je spojité.
) T je spojité v jednom bodé.
(iii) T je spojité v 0.
) Existuje C > 0 tak, Ze | T(x)|| < C| x| pro kaZzde
x e X.
) T je lipschitzovskeé.
) T je stejnomérné spajité.
(vii) T(A) je omezena pro kaZzdou omezenou A C X.
i) T(Bx) je omezena.
) T(U(0.8)) je omezend pro néjaké § > 0.



Prostor £(X, Y) s normou

ITI = supl T().

XEBx

je normovany linearni prostor.



Prostor £(X, Y) s normou

ITI = supl T().

XEBx

je normovany linearni prostor.

Lemma 40

Necht X, Y jsou normované linearni prostory
aT e £(X,Y).

(@) ITCOll < [ITlix] pro kazde x  X.



Prostor £(X, Y) s normou

ITI = supl T().

XEBx

je normovany linearni prostor.

Lemma 40

Necht X, Y jsou normované linearni prostory
aT e £(X,Y).

(@) ITCOll < [ITlix] pro kazde x  X.

(B) TN = supye ll T(X)l. Je-li X netrivialni, pak tez

;
ITI = SUPxes I TGN = SUPxex (o LT




Prostor £(X, Y) s normou

ITI = supl T().

XEBx

je normovany linearni prostor.

Lemma 40

Necht X, Y jsou normované linearni prostory

aTleXX,Y).

@ 1T = ITHIx| pro kazdeé x € X.

(B) TN = supye ll T(X)l. Je-li X netrivialni, pak tez
ITI = supyes, | TG = SUPxexy oy Lok

() Tl =inf{C=0: [T = Clx|l pro kazdé x € X}.




Fakt 41

Necht X, Y jsou normované linearni prostory

a{T,} Cc £(X,Y) je posloupnost operatorti konvergujicich
kTeX£(X,Y) vprostoru £(X,Y). Pak {T,} konverguje

k T bodove, tj. pro kazdé x € X plati T,(x) — T(x)

v prostoru Y.



Fakt 41

Necht X, Y jsou normované linearni prostory

a{T,} Cc £(X,Y) je posloupnost operatorti konvergujicich
kTeX£(X,Y) vprostoru £(X,Y). Pak {T,} konverguje

k T bodove, tj. pro kazdé x € X plati T,(x) — T(x)

v prostoru Y.

Fakt 42
Necht X, Y, Z jsou normované linearni prostory,
SetX,Y)aTeX(Y,2).Pak||ToS| <|TJ|ISI.



Véta 43
Necht X je normovany linearni prostor a Y je Banachuv
prostor. Pak £(X, Y) je Banachuv prostor.



Véta 43
Necht X je normovany linearni prostor a Y je Banachuv
prostor. Pak £(X, Y) je Banachuv prostor.

Definice 44

Necht X je normovany lineérni prostor nad K. Prostor
£(X,K) znaCime X* a nazyvame jej dualnim prostorem
K prostoru X.



Véta 43
Necht X je normovany linearni prostor a Y je Banachuv
prostor. Pak £(X, Y) je Banachuv prostor.

Definice 44

Necht X je normovany lineérni prostor nad K. Prostor
£(X,K) znaCime X* a nazyvame jej dualnim prostorem
K prostoru X.

Veta 45
Je-li X normovany linearni prostor, je prostor X* dpiny.



Lemma 46
Necht X je normovany linearni prostor a f € X*. Pak pro
kazdé x € X plati |[f(x)| = ||f| dist(x, Ker f).



Definice 47
Necht X, Y jsou normované linearni prostory

aTe (X, Y). Rkame, ze T je
e izomorfismus X na Y (nebo jen izomorfismus), pokud
T je bijekce X na Y a inverzni operator T~ je spojity;



Definice 47
Necht X, Y jsou normované linearni prostory

aTe (X, Y). Rkame, ze T je
e izomorfismus X na Y (nebo jen izomorfismus), pokud
T je bijekce X na Y a inverzni operator T~ je spojity;
e jzomorfismus X do Y (nebo jen izomorfismus do),
pokud T je izomorfismus X na Rng T;



Definice 47
Necht X, Y jsou normované linearni prostory

aTe (X, Y). Rkame, ze T je
e izomorfismus X na Y (nebo jen izomorfismus), pokud
T je bijekce X na Y a inverzni operator T~ je spojity;
e jzomorfismus X do Y (nebo jen izomorfismus do),
pokud T je izomorfismus X na Rng T;
e izometrie X na Y (nebo jen izometrie), pokud T je na
al|Tx)—Tw)| = |lx—yl| prov8echna x, y € X;



Definice 47
Necht X, Y jsou normované linearni prostory

aTe (X, Y). Rkame, ze T je

e izomorfismus X na Y (nebo jen izomorfismus), pokud
T je bijekce X na Y a inverzni operator T~ je spojity;

e jzomorfismus X do Y (nebo jen izomorfismus do),
pokud T je izomorfismus X na Rng T;

e izometrie X na Y (nebo jen izometrie), pokud T je na
al|Tx)—Tw)| = |lx—yl| prov8echna x, y € X;

e izometrie X do Y (nebo jen izometrie do), pokud
IT(x)— T(y)|l = |Ix—y|l pro vSechna x, y € X.



Rikame, Ze prostory X a Y jsou
e izomorfni, pokud existuje linearni izomorfismus X
nay;



Rikame, Ze prostory X a Y jsou
e izomorfni, pokud existuje linearni izomorfismus X
nay;

e izometricke, pokud existuje linearni izometrie X na Y.



Rikame, Ze prostory X a Y jsou
e izomorfni, pokud existuje linearni izomorfismus X
nay;
e izometricke, pokud existuje linearni izometrie X na Y.
Rikame, Ze prostor X je



Rikame, Ze prostory X a Y jsou
e izomorfni, pokud existuje linearni izomorfismus X
nay;
e izometricke, pokud existuje linearni izometrie X na Y.
Rikame, Ze prostor X je
e izomorfné vnoren do Y, pokud existuje linearni
izomorfismus X do Y;



Rikame, Ze prostory X a Y jsou
e izomorfni, pokud existuje linearni izomorfismus X
nay;
e izometricke, pokud existuje linearni izometrie X na Y.
Rikame, Ze prostor X je
e izomorfné vnoren do Y, pokud existuje linearni
izomorfismus X do Y;

e izometricky vnotren do Y, pokud existuje linearni
izometrie X do Y.



Rikame, Ze prostory X a Y jsou
e izomorfni, pokud existuje linearni izomorfismus X
nay;
e izometricke, pokud existuje linearni izometrie X na Y.
Rikame, Ze prostor X je
e izomorfné vnoren do Y, pokud existuje linearni
izomorfismus X do Y;

e izometricky vnotren do Y, pokud existuje linearni
izometrie X do Y.

Poznamka 48
Uvédomme si, ze linearni zobrazeni T: X — Y je
izometrie do, prave kdyz | T(z)|| = ||z|| pro kazdé z € X.



Tvrzeni 49

Necht' X, Y jsou normované linearni prostory.

(@) T € £(X,Y) je izomorfismus do prave tehdy, kdyz
existuji konstanty Cy, C, > 0 takove, Ze
Cilx|l = ITX)| < Call x|l pro kazde x € X.



Tvrzeni 49

Necht' X, Y jsou normované linearni prostory.

(@) T € £(X,Y) je izomorfismus do prave tehdy, kdyz
existuji konstanty Cy, C, > 0 takove, Ze
Cilx|l = ITX)| < Call x|l pro kazde x € X.

(b) Je-li X izomorfni s Y a X je Banachuyv, jei Y
Banachuv.



Tvrzeni 49

Necht' X, Y jsou normované linearni prostory.

(@) T € £(X,Y) je izomorfismus do prave tehdy, kdyz
existuji konstanty Cy, C, > 0 takove, Ze
Cilx|l = ITX)| < Call x|l pro kazde x € X.

(b) Je-li X izomorfni s Y a X je Banachuyv, jei Y
Banachuv.

(c) Je-li X Banachuva T € £(X,Y) je izomorfismus do,
pak Rng T je uzavieny v'Y.



Fakt 50
Necht X, Y, Z jsou normované linearni prostory

aTe£(X,Y),Se2(Y,2).

(a) Jsou-li S, T izomorfismy do, pak So T je
izomorfismus do.

(b) Jsou-li S, T izometrie do, pak So T je izometrie do.



Véta 51 _

Necht X, X a 'Y jsou normované linearni prostory, X je
husty vXayY je uplny. Necht dale T € £(X,Y). Pak
eXISTUje pravé jeden operator Te :ﬁ(X Y) rozSifujici T, t.
T 'x = T. Navic plati || T|| =|T|.



Véta 51 _

Necht X, X a 'Y jsou normované linearni prostory, X je
husty vXayY je uplny. Necht dale T € £(X,Y). Pak
eXISTUje pravé jeden operator Te :ﬁ(X Y) rozSifujici T, t.

T 'x = T. Navic plati || T|| = ||T||. Je-li T izometrie do,
pak T je téZ izometrie do.



4. Kone¢nérozmeérné prostory




4. Kone¢nérozmeérné prostory

Lemma 52 (o skoro kolmici, Frigyes Riesz
(1918))

Necht' X je normovany linearni prostor. Je-li Y viastni
uzavreny podprostor X, pak pro kazdé ¢ > 0 existuje
X € Sy takové, Ze dist(x,Y) > 1 —«.



Veéta 53
Necht' X je normovany linearni prostor nad K. Pak
nasledujici tvrzeni jsou ekvivalentni:

(i) dim X < oc.

(i) Existuje n € N takové, Ze X je izomorfni s (K", ||-||2)-

(iii) Bx je kompaktni.

(iv) Kazdé linearni zobrazeni z X do néjakého
normovaného linearniho prostoru je spojité.

(v) Kazda linearni forma na X je spojita.

(vi) Kazdé dvé normy na X jsou ekvivalentni.



5. Operace s normovanymi linearnimi

prostory, projekce a doplnky




5. Operace s normovanymi linearnimi

prostory, projekce a doplnky

Jsou-li (X, |I|llx) a (Y., ]-|ly) normované linearni prostory
nad K a1 < p < oo, pak funkce (x, y) — |(x. )|, kde

P p },
1ol = 4 UXlx + 1y1y) prop <o, )
max{|x|x. [lylly}  prop = oo,

je norma na vektorovém prostoru X x Y.



5. Operace s normovanymi linearnimi

prostory, projekce a doplnky

Jsou-li (X, |I|llx) a (Y., ]-|ly) normované linearni prostory
nad K a1 < p < oo, pak funkce (x, y) — |(x. )|, kde

X o) ro ,
(o= JIKIEH VIR prop<oo, o)
max{|[x|x. lylly}  prop = oo,

je norma na vektorovém prostoru X x Y.

Definice 54

Necht (X, ||llx) a (Y, ]-]ly) jsou normované linearni
prostory a 1 < p < oo. Pak prostorem X @, Y rozumime
normovany linearni prostor (X x Y, ||-||o), kde norma |||,
je dana vzorcem (1).



Necht X je vektorovy prostor nad K a Y je jeho
podprostor. Definujme relaci ekvivalence ~ na X jako

X~y&x—yeY.



Necht X je vektorovy prostor nad K a Y je jeho
podprostor. Definujme relaci ekvivalence ~ na X jako

X~y&x—yeY.

Pro x € X pak definujeme X jako tfidu ekvivalence
obsahujici x, tedy

X={yeXiy~x}={yeX,y—xeY=x+Y.



Necht X je vektorovy prostor nad K a Y je jeho
podprostor. Definujme relaci ekvivalence ~ na X jako

X~y&x—yeY.

Pro x € X pak definujeme X jako tfidu ekvivalence
obsahujici x, tedy

X={yeXiy~x}={yeX,y—xeY=x+Y.

Na mnoziné
XY ={x; xe X}

—

definujeme operace X + ¥ = X + y a aX = aX pro
X, yeX/YaackKk.



Definice 55

Necht X je vektorovy prostor a Y je jeho podprostor. Pak
vektorovy prostor X/ Y nazyvame faktorprostorem
prostoru X podle Y nebo téz kvocientem X podle Y.



Definice 55

Necht X je vektorovy prostor a Y je jeho podprostor. Pak
vektorovy prostor X/ Y nazyvame faktorprostorem
prostoru X podle Y nebo téz kvocientem X podle Y. Déle
definujeme tzv. kanonické kvocientové zobrazeni

q: X — X/Y predpisem q(x) = X.



Necht X je normovany lineérni prostor a Y jeho uzavfeny
podprostor. Pak (X/Y, |||lx/v) je normovany linearni
prostor s normou

Xlx/y = infllyll = infllx + y|| = infllx — y|| =
yex yeyYy yeyY

= dist(x + Y, 0) = dist(x, Y),

Tato norma se nazyva kanonicka kvocientova norma.



Necht X je normovany lineérni prostor a Y jeho uzavfeny
podprostor. Pak (X/Y, |||lx/v) je normovany linearni
prostor s normou

Xlx/y = infllyll = infllx + y|| = infllx — y|| =
yex yeyYy yeyY

= dist(x + Y, 0) = dist(x, Y),

Tato norma se nazyva kanonicka kvocientova norma.

Tvrzeni 56

Necht X je normovany linearni prostor a Y jeho uzavreny
podprostor. Pak kanonické kvocientové zobrazeni

qg: X — X/Y je spojity linearni operator, ktery je na

a splriuje q(Ux) = Ux,y. Je-li Y viastni, pak ||q|| = 1.



Véta 57
Necht X je Banachuv prostor a Y jeho uzavieny
podprostor. Pak X /Y je téZ Banachuv prostor.



Definice 58

Necht X je vektorovy prostor a A, B jsou jeho
podprostory. Rikame, Ze X je direktnim (téz
algebraickym) souctem A a B (znaCime X = A& B)
pokud ANB={0}a X =A+ B =span(AU B).



Definice 58

Necht X je vektorovy prostor a A, B jsou jeho
podprostory. Rikame, Ze X je direktnim (téz
algebraickym) souctem A a B (znaCime X = A& B)
pokud ANB={0}aX=A+B=span(AUB). Je-li A
podprostor X, pak kazdy podprostor B c X splnujici

A @ B = X se nazyva algebraicky doplnék Av X.



Definice 59
Necht X je mnozina. Zobrazeni P: X — X se nazyva

projekce, pokud P? = Po P = P.



Definice 59
Necht X je mnozina. Zobrazeni P: X — X se nazyva
projekce, pokud P? = Po P = P.

Fakt 60

Necht' X je mnoZina.
(a) Je-li P: X — X projekce, pak P rngp = Idrng p-



Definice 59
Necht X je mnozina. Zobrazeni P: X — X se nazyva
projekce, pokud P? = Po P = P.

Fakt 60

Necht' X je mnoZina.

(a) Je-li P: X — X projekce, pak P rngp = Idrng p-

(b) Je-liY Cc X aP: X — Y zobrazeni splriujici
Py = Idy, pak P je projekce X na Y.



Tvrzeni 61

Necht' X je vektorovy prostor. Jsou-li P, Pg projekce
pfislusné rozkladu X = A& B, pak P, + Pg = ld,
Rng Py = A, Ker P, = B, Rng P = B aKer Pg = A.



Tvrzeni 61

Necht' X je vektorovy prostor. Jsou-li P, Pg projekce
pfislusné rozkladu X = A& B, pak P, + Pg = ld,

Rng Py = A, KerPy, = B,RngPg = BaKerPg = A. Na
druhou stranu, je-li P linearni projekce v X, pak
X=A®B,kde A=RngP,B=KerP aP = P,.



Véta 62
Necht X je vektorovy prostor a Y jeho podprostor.

(a) Prostor Y ma algebraicky doplnék v X.



Véta 62
Necht X je vektorovy prostor a Y jeho podprostor.

(a) Prostor Y ma algebraicky doplnék v X.

(b) Je-li A algebraicky doplnek Y v X, je A algebraicky
izomorfni s X/Y (pomoci kanonického kvocientového
zobrazeni); specialné dim(A) = dim(X/Y).



Véta 62
Necht X je vektorovy prostor a Y jeho podprostor.

(a) Prostor Y ma algebraicky doplnék v X.

(b) Je-li A algebraicky doplnek Y v X, je A algebraicky
izomorfni s X/Y (pomoci kanonického kvocientového
zobrazeni); specialné dim(A) = dim(X/Y).

Definice 63

Je-li X vektorovy prostor a Y jeho podprostor, pak

kodimenzi Y (zna¢ime codim Y) rozumime dimenzi
libovolného algebraického doplrku Y (coz je rovno
dimenzi X/Y).



Definice 64

Je-li X normovany lineérni prostor a X = A& B, pak
fikame, Zze X je topologickym souctem A a B, pokud jsou
prislusné projekce P, a Pg spojité. Tento fakt znacime
X=A® B



Definice 64

Je-li X normovany lineérni prostor a X = A& B, pak
fikame, Zze X je topologickym souctem A a B, pokud jsou
prislusné projekce P, a Pg spojité. Tento fakt znacime

X = A®, B. Je-li A podprostor X, pak kazdy podprostor
B c X splnujici A @, B = X se nazyva topologicky
doplnék Av X.
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Je-li X normovany lineérni prostor a X = A& B, pak
fikame, Zze X je topologickym souctem A a B, pokud jsou
prislusné projekce P, a Pg spojité. Tento fakt znacime

X = A®, B. Je-li A podprostor X, pak kazdy podprostor
B c X splnujici A @, B = X se nazyva topologicky
doplnék A v X. Ma-li A topologicky dopInék, pak fikame,
Ze je komplementovany (v X).



Definice 64

Je-li X normovany lineérni prostor a X = A& B, pak
fikame, Zze X je topologickym souctem A a B, pokud jsou
prislusné projekce P, a Pg spojité. Tento fakt znacime

X = A®, B. Je-li A podprostor X, pak kazdy podprostor
B c X splnujici A @, B = X se nazyva topologicky
doplnék A v X. Ma-li A topologicky dopInék, pak fikame,
Ze je komplementovany (v X).

Veta 65

Necht' X je normovany linearni prostora Y,Z C X jeho
podprostory.
(@) Je-liX =Y & Z, jsouY aZ uzaviené.



Definice 64

Je-li X normovany lineérni prostor a X = A& B, pak
fikame, Zze X je topologickym souctem A a B, pokud jsou
prislusné projekce P, a Pg spojité. Tento fakt znacime

X = A®, B. Je-li A podprostor X, pak kazdy podprostor
B c X splnujici A @, B = X se nazyva topologicky
doplnék A v X. Ma-li A topologicky dopInék, pak fikame,
Ze je komplementovany (v X).

Veta 65

Necht' X je normovany linearni prostora Y,Z C X jeho

podprostory.

(@) Je-liX =Y & Z, jsouY aZ uzaviené.

(b) Je-li X Banachuva X =Y & Z, kde Y a Z jsou
uzaviené, je X = Y &, Z.



Véta 66

Necht' X je normovany linearni prostora Y, Z jsou jeho
podprostory spinujici X =Y @ Z. Pak X = Y &, Z, prave
kdyZ zobrazeni T: X — Y @1 Z, T(x) = (Py(x). Pz(x)) je
izomorfismus.



6. Hilbertovy prostory



6. Hilbertovy prostory

Definice 67
Skalarnim soucinem na vektorovém prostoru X nad K

rozumime funkci (-,-): X x X — K s nasledujicimi

vlastnostmi:
(i) funkce x — (x, y) je linearni pro kazdé y € X,
(i) (x,y) = (y,x) prokazdé x,y € X,
(iii) {x,x) > 0 pro kazdé x € X,
(iv) (x,x) = 0 prave tehdy, kdyz x = 0.
Dvoijici (X, (-,-)) nazyvame prostor se skalarnim
soucinem.



6. Hiloertovy prostory

Definice 67
Skalarnim soucinem na vektorovém prostoru X nad K
rozumime funkci (-,-): X x X — K s nasledujicimi
vlastnostmi:

(i) funkce x — (x, y) je linearni pro kazdé y € X,

(i) (x,y) = (y,x) prokazdé x,y € X,

(iii) {x,x) > 0 pro kazdé x € X,

(iv) (x,x) = 0 prave tehdy, kdyz x = 0.
Dvoijici (X, (-,-)) nazyvame prostor se skalarnim
soucinem.
Tvrzeni 68 (Cauchyova-Schwarzova nerovnost)

Necht' X je prostor se skalarnim soucinem. Pak

() Kx. ) = V{x.x)V/{y.y) pro kazdé x,y € X.
(i) Funkce | x|| = +/{x,Xx) pro x € X je norma na X.



Definice 69

Prostor se skalarnim soucinem (X, (-,)) se nazyva
Hilbertlv prostor, pokud je Uplny v metrice indukované
skalarnim soucinem, tj. pokud (X, |-||) je Banachlv
prostor, kde || x|| = v/ (X, X).



Tvrzeni 70

Necht (X, (-,-)) je prostor se skalarnim souc¢inem nad K.

(@) Prolibovolnéy € X je f,: x — (x,y) spojity linearni
funkcional na X a ||f,|| = ||y|l.



Tvrzeni 70

Necht (X, (-,-)) je prostor se skalarnim souc¢inem nad K.

(@) Prolibovolnéy € X je f,: x — (x,y) spojity linearni
funkcional na X a ||f,|| = ||y|l.

(b) Funkce (-,-): X x X — K je lipschitzovska na
omezenych mnoZinach (a tedy spojita).



Fakt 71
Necht X je prostor se skalarnim soucinem a x,y € X. Pak

Ix + y11 = lIxI* + lylI* + 2Re(x. y).



Fakt 71
Necht X je prostor se skalarnim soucinem a x,y € X. Pak

Ix + y11 = lIxI* + lylI* + 2Re(x. y).

Tvrzeni 72 (rovnobéznikové pravidlo)

Necht X je prostor se skalarnim soucinem. Pak pro
vsechna x,y € X plati

X+ Y12 + 11X = ¥ 112 = 2(Ix)12 + Iy 1?).



Tvrzeni 73 (polarizaéni vzorec)

Necht X je prostor se skalarnim soucinem. Pak pro
vsechna x,y € X plati

(x.y) = 3(Ix +yI>=lIx=yl?)
v redlném pripade, resp.
(x.y) = F(Ix +yIP = lIx =yl +ilx + iyI? = ilx = iy|?)

v komplexnim pfipade.



Tvrzeni 73 (polarizaéni vzorec)
Necht X je prostor se skalarnim soucinem. Pak pro

vsechna x,y € X plati
.y = 3(Ix + yIZ = lIx = yl?)
v redlném pripade, resp.
Gy = (X + yIZ = lx = yI2 +illx + iy 12 = illx = iy]|?)

v komplexnim pfipade.

Dasledek 74

Necht X, Y jsou prostory se skalarnim soucinem a
T: X — Y je linearni izometrie do. Pak T zachovava
skalarni soucin, tj. (T(x), T(y)) = (x, y) pro kazdé
x,y e X.



Véta 75

Necht X, Y jsou prostory se skalarnim soucinem nad K.
Pak na prostoru X &, Y existuje skalarni soucin, ktery
rozsifuje skalarni souciny na X a Y, a ktery indukuje
normu |-||2. Specialné, jsou-li X, Y Hilbertovy prostory,
pak X @, Y je Hilbertuav prostor.



Definice 76
Necht X je prostor se skalarnim souc¢inem. Prvky
x,y € X se nazyvaji ortogonalni (na sebe kolmé), pokud

(x,y) = 0. Tento fakt znaCime téz x L y.



Definice 76

Necht X je prostor se skalarnim souc¢inem. Prvky

x,y € X se nazyvaji ortogonalni (na sebe kolmé), pokud
(x,y) = 0. Tento fakt znaCime téz x L y. Prvek x je
ortogonalni (kolmy) k mnoziné A C X, pokud je
ortogonalni ke kazdému jejimu prvku, coz znacime

x L A.



Definice 76

Necht X je prostor se skalarnim souc¢inem. Prvky

x,y € X se nazyvaji ortogonalni (na sebe kolmé), pokud
(x,y) = 0. Tento fakt znaCime téz x L y. Prvek x je
ortogonalni (kolmy) k mnoziné A C X, pokud je
ortogonalni ke kazdému jejimu prvku, coz znacime

x L A. Mnoziny A, B C X jsou ortogonalni, pokud x L y
pro kazdé x € A, y € B, coz znaCime A 1 B.



Definice 76

Necht X je prostor se skalarnim souc¢inem. Prvky

x,y € X se nazyvaji ortogonalni (na sebe kolmé), pokud
(x,y) = 0. Tento fakt znaCime téz x L y. Prvek x je
ortogonalni (kolmy) k mnoziné A C X, pokud je
ortogonalni ke kazdému jejimu prvku, coz znacime

x L A. Mnoziny A, B C X jsou ortogonalni, pokud x L y
pro kazdé x € A, y € B, coz znaCime A 1L B. Mnozina
Al = {x € X; x L A} se nazyva ortogonalni doplnék A.



Fakt 77 (Pythagorova véta, asi 500 p.n.l.)
Necht X je prostor se skalarnim soucinema x,y € X.
Je-lix Ly, pak

Ix £ y112 = IIx]I* + [IylI>.
Obecnéji, jsou-li x4, ..., X, € X navzajem ortogonalni, pak

X + .4 Xl = X524 -+ X0l



Tvrzeni 78
Necht' X je prostor se skalarnim soucinem.

(a) Je-li Y podprostor X, pak Y N Y+ = {0}.



Tvrzeni 78
Necht' X je prostor se skalarnim soucinem.

(a) Je-li Y podprostor X, pak Y N Y+ = {0}.
(b) {0} = X a X+ = {0}.



Tvrzeni 78
Necht' X je prostor se skalarnim soucinem.

(a) Je-li Y podprostor X, pak Y N Y+ = {0}.
(b) {0}t = X a X+ = {0}.
(c) ProAcC X je At = (span A)*.



Tvrzeni 78
Necht' X je prostor se skalarnim soucinem.

(a) Je-li Y podprostor X, pak Y N Y+ = {0}.
(b) {0} = X a X+ = {0}.

(c) ProAcC X je At = (span A)*.

(d) Pro A cC X je At uzavieny podprostor X.



Tvrzeni 78
Necht' X je prostor se skalarnim soucinem.

(a) Je-li Y podprostor X, pak Y N Y+ = {0}.
(b) {03+ = X a X+ = {0}.

(c) ProAcC X je At = (span A)*.

(d) Pro A cC X je At uzavieny podprostor X.
(e)

e) Je-li X =Y + Z pro néjaké podprostory Y,Z C X

takové, 2e Y L Z,pakZ = Y+, Y = Z+
axX=YoZ



Lemma 79
Necht X je prostor se skalarnim soucinem. Jsou-li

X,z € X takové, Ze (x,y) = (z,y) pro kazdé y € X, pak
X =2z



Véta 80 (Frigyes Riesz, 1934)

Necht C je uzaviena neprazdna konvexni mnoZina v
Hilbertové prostoru H. Pak pro kazdé x € H existuje
pravé jedno y € C tak, Ze | x — y|| = dist(x, C).



Véta 80 (Frigyes Riesz, 1934)

Necht C je uzaviena neprazdna konvexni mnoZina v
Hilbertové prostoru H. Pak pro kazdé x € H existuje
pravé jedno y € C tak, Ze | x — y|| = dist(x, C).

Lemma 81 (F. Riesz, 1934)

Necht X je prostor se skalarnim soucinem, Y je jeho
podprostor a x € X. Pak y € Y splriuje
|x — y|| = dist(x, Y) pravé tehdy, kdyzx —y L Y.



Definice 82
Necht X je prostor se skalarnim sou¢inema P: X — X je

projekce. Pokud x — P(x) L Rng P pro kazdé x € X, pak
P se nazyva ortogonalni.



Definice 82
Necht X je prostor se skalarnim sou¢inema P: X — X je

projekce. Pokud x — P(x) L Rng P pro kazdé x € X, pak
P se nazyva ortogonalni.

Tvrzeni 83
Necht' X je prostor se skalarnim soucinema P: X — X je

zobrazeni takové, Ze x — P(x) L. Rng P pro kazdé x € X.
Pak P je ortogonalni linearni projekce.



Veta 84
Necht X je prostor se skalarnim soucinema P: X — X je

linearni projekce. Pak nasledujici tvrzeni jsou
ekvivalentni:

(i) P je ortogonalni.
(i) KerP L RngP.
(iii) Ker P = (Rng P)* aRng P = (Ker P)*.
(iv) ||x — P(x)|| = dist(x, Rng P) pro kaZdé x € X.
(v) x — P(x) L P(x) pro kazdé x € X.
(Vi) [|P(X)||?2 = (P(x), x) pro kaZdé x € X.
)

(viiy P jespojitaa|P| <1 (. P=0,nebo ||P| =1).



Véta 85 (F. Riesz, 1934)

Necht' Y je uzavreny podprostor Hilbertova prostoru H.
Pak H =Y @, Y* a H je izometricky prostoru Y @, Y+
pomoci kanonického zobrazeni T: x — (Py(X), Py.(x)).



Dusledek 86
Necht H je Hilbertav prostor a A C H. Pak
(AHt =spanA.



Dusledek 87
Necht' Y je uzavieny podprostor Hilbertova prostoru H.

Pak H/Y je izometricky izomorfni s Y+ pomoci
kanonického kvocientového zobrazeni.



Véta 88

Necht' X je prostor se skalarnim soucinem a {x,}>>, C X
je posloupnost navzajem ortogonalnich prvku. Pak fada
3> | X, konverguje bezpodminecné, prave kdyz
konverguje.



Definice 89
Je-li X prostor se skalarnim soucinem a A C X, fekneme,
Ze mnozina A je
e ortonormalni, pokud A C Sx a x L y pro vSechna
X,y €A X#Y;



Definice 89
Je-li X prostor se skalarnim soucinem a A C X, fekneme,
Ze mnozina A je
e ortonormalni, pokud A C Sx a x L y pro vSechna
X,y €A X#Y;
e maximalni ortonormalni, pokud A je ortonormalni

a neexistuje ortonormalni mnozina obsahujici A
rizné od A;



Definice 89
Je-li X prostor se skalarnim soucinem a A C X, fekneme,
Ze mnozina A je
e ortonormalni, pokud A C Sx a x L y pro vSechna
X,y €A X#Y;
e maximalni ortonormalni, pokud A je ortonormalni
a neexistuje ortonormalni mnozina obsahujici A
rizné od A;
e ortonormalni baze, pokud A= {e,; y € I'} je
ortonormalni mnozina a kazdé x € X Ize vyjadfit jako
X =) cr Xy€ pro néjake skalary x,.



Fakt 90

Je-li A ortonormalni mnoZina v prostoru se skalarnim
soucinem, pak ||x — y| = ~/2 pro kazdé dva prvky
Xa y € A! X # .y'



Véta 91
Kazdy prostor se skalarnim soucinem obsahuje
maximalni ortonormalni system.



Lemma 92

Necht {e,; y € I'} je ortonormalni soustava v prostoru se
skalarnim soucinema x = ) . r X, €y, kde x, jsou
skalary. Pak x, = (x,e,) pro kazdéy e I'.



Lemma 92

Necht {e,; y € I'} je ortonormalni soustava v prostoru se
skalarnim soucinema x = ) . r X, €y, kde x, jsou
skalary. Pak x, = (x,e,) pro kazdéy e I'.

Fakt 93
Necht {e;}icr je konecna ortonormalni mnozina v
prostoru se skalarnim soucinem. Pak

1> er az,-e,-”2 = Y"..Flai|? pro libovoiné skalary a;, i € F.



Lemma 92

Necht {e,; y € I'} je ortonormalni soustava v prostoru se
skalarnim soucinema x = ) . r X, €y, kde x, jsou
skalary. Pak x, = (x,e,) pro kazdéy e I'.

Fakt 93
Necht {e;}icr je konecna ortonormalni mnozina v
prostoru se skalarnim soucinem. Pak

1> er az,-e,-”2 = Y"..Flai|? pro libovoiné skalary a;, i € F.

Duasledek 94
Kazda ortonormalni mnoZina v prostoru se skalarnim
soucinem je linearné nezavisla.



Lemma 95
Necht' X je prostor se skalarnim soucinem a {e;}cr je
koneéné ortonormalni mnozina v X. Ozna¢me
= span{e;; i € F}. Pak pro kazdé x € X je
x =Y. rlx,e)e e Yt



Lemma 95
Necht' X je prostor se skalarnim soucinem a {e;}cr je
koneéné ortonormalni mnozina v X. Ozna¢me
= span{e;; i € F}. Pak pro kazdé x € X je
x =Y. rlx,e)e e Yt

Véta 96 (Besselova nerovnost)

Je-li{e,},er ortonormaini soustava v prostoru X se
skaldrnim soucinem, plati y" . »|(x. &,)|* < || x||* pro
kazdé x € X.



Véta 97

Necht' X je prostor se skalarnim souc¢inem a {e,},cr je
ortonormailni systéem v X. UvaZujme nasledujici tvrzeni:

(i) IxI? =X, crlix. &) pro kazdé x € X (tzv.
Parsevalova rovnost).

(i) x =2_,cr(X. e )€, pro kazde x € X.

(i) {e,} je ortonormalni baze.

(iv) X =span{e,; y € I'}.

(v) {e,} je maximalni ortonormalni systém.

Pak (i)« (ii)< (ii))< (iv)= (v). Je-li X Hilbertuv, pak jsou

vsechna tvrzeni ekvivalentni.



Véta 97
Necht' X je prostor se skalarnim souc¢inem a {e,},cr je
ortonormailni systéem v X. UvaZujme nasledujici tvrzeni:

(i) IxI? =X, crlix. &) pro kazdé x € X (tzv.
Parsevalova rovnost).

(i) x =2_,cr(X. e )€, pro kazde x € X.

(i) {e,} je ortonormalni baze.

(iv) X =span{e,; y € I'}.

(v) {e,} je maximalni ortonormalni systém.

Pak (i)« (ii)< (ii))< (iv)= (v). Je-li X Hilbertuv, pak jsou

vsechna tvrzeni ekvivalentni.

Dusledek 98

Kazdy Hilbertuv prostor ma ortonormaini bazi.



Dusledek 99

Je-li {e,},er ortonormaini soustava v Hilbertove
prostoru H, pak zobrazeni P: H — H,

P(x) = >_,cr{x. ey )e, je ortogonalni linearni projekce na
span{e,; y € I'}.



Dusledek 99

Je-li{e,},er ortonormalni soustava v Hilbertové

prostoru H, pak zobrazeni P: H — H,

P(x) = >_,cr{x. ey )e, je ortogonalni linearni projekce na
span{e,; y € I'}. Dale je [P = 3, r (X, &)I? pro
kazdé x € X.



Véta 100 (Ernst Sigismund Fischer (1907),
Frigyes Riesz (1907))

Je-li{e,},er ortonormalni baze Hilbertova prostoru H, je
zobrazeni T: H — £x(I"), T(x) = {(x, e,)}yer izometrie H
al,(I'). Tedy kazdy Hilbertuv prostor je izometricky
prostoru £>(I") pro vhodnou mnoZinu I".



Tvrzeni 101

Necht' X je prostor se skalarnim soucinem. Je-li

dim X = n € N, pak kaZda ortonormalni baze ma n prvkd.
Je-lidim X = oo a X je separabilni, pak kazda
ortonormaini baze je nekonecna spocetna.



Véta 102 (Heinrich Léwig (1934), F. Riesz
(1934))

Necht H je Hilbertav prostor. Pro kazdé y € H oznacme
f, € H* funkcional definovany jako f,(x) = (x, y) pro

X € H. Pak zobrazeni |I: H — H*, I(y) = f, je sdruZené
linearni izometrie H na H*.



Véta 102 (Heinrich Léwig (1934), F. Riesz
(1934))

Necht H je Hilbertav prostor. Pro kazdé y € H oznacme
f, € H* funkcional definovany jako f,(x) = (x, y) pro

X € H. Pak zobrazeni |I: H — H*, I(y) = f, je sdruZené
linearni izometrie H na H*.

Lemma 103

Necht' X je vektorovy prostor, f je linearni forma na X a
x € X\ Kerf. Pak X = Ker f ® span{x}. Tedy
codimKerf = 1.



ll. Hahnova-Banachova véta a dualita

1. Hahnova-Banachova véta



ll. Hahnova-Banachova véta a dualita

1. Hahnova-Banachova véta

Tvrzeni 104

Necht' X je komplexni vektorovy prostor. Pak funkce

f: X — C je (komplexni) linearni forma, prave kdyz Re f
je realné-linearni forma na Xg a plati Im f(x) = — Re f(ix)
pro kazdé x € X.



Definice 105
Necht X je vektorovy prostor nad K. Funkce p: X — R se
nazyva sublinearni funkcional, pokud plati

* p(x +y) < p(x) + p(y) pro kazdé x, y € X,
* p(tx) = tp(x) pro kazdé x € X a t € [0, +00).



Definice 105
Necht X je vektorovy prostor nad K. Funkce p: X — R se
nazyva sublinearni funkcional, pokud plati

* p(x +y) < p(x) + p(y) pro kazdé x, y € X,

* p(tx) = tp(x) pro kazdé x € X a t € [0, +00).
Funkce p: X — [0, +00) se nazyva pseudonorma, pokud
plati

* p(x +Yy) < p(x) + p(y) pro kazdé x, y € X,

* p(ax) = |a|p(x) pro kazdé x € X a o € K.



Véta 106 (Hans Hahn (1927), Stefan Banach

(1929))

Necht' X je vektorovy prostor a Y je podprostor X.

(a) Je-li X readlny, p je sublinearni funkcional na X a f je
linearni forma na Y splnujici f(x) < p(x) pro kazdé
x € Y, pak existuje linearni forma F na X takova, Ze
Fly =faF(x) <p(x) pro kazdé x € X.



Véta 106 (Hans Hahn (1927), Stefan Banach

(1929))

Necht' X je vektorovy prostor a Y je podprostor X.

(a) Je-li X readlny, p je sublinearni funkcional na X a f je
linearni forma na Y splnujici f(x) < p(x) pro kazdé
x € Y, pak existuje linearni forma F na X takova, Ze
Fly =faF(x) <p(x) pro kazdé x € X.

(b) Je-li p pseudonorma na X a f je linearni forma na Y
spinujici |f(x)| < p(x) pro kazdé x € Y, pak existuje
linearni forma F na X takova, Ze F |y = f a
|F(x)| < p(x) pro kazdé x € X.



Véta 107 (Hahnova-Banachova)

Necht' X je normovany linearni prostor, Y je podprostor X
af e Y*. Pak existuje F € X* takové, Ze F |y = f a
IFI =1



Véta 107 (Hahnova-Banachova)
Necht' X je normovany linearni prostor, Y je podprostor X

af e Y*. Pak existuje F € X* takové, Ze F |y = f a
I = [If].

Dasledek 108

Necht' X je netrivialni normovany linearni prostor. Pro
kazdé x € X existuje f € Sx~ takoveé, Ze f(x) = ||x|. Odtud
plyne, Ze jsou-li x, y € X razné body, pak existuje f € X*
takovy, Ze f(x) # f(y) (fikame, Ze X* oddéluje body X).



Véta 107 (Hahnova-Banachova)
Necht' X je normovany linearni prostor, Y je podprostor X

af e Y*. Pak existuje F € X* takové, Ze F |y = f a
I = [If].

Dasledek 108

Necht' X je netrivialni normovany linearni prostor. Pro
kazdé x € X existuje f € Sx~ takoveé, Ze f(x) = ||x|. Odtud
plyne, Ze jsou-li x, y € X razné body, pak existuje f € X*
takovy, Ze f(x) # f(y) (fikame, Ze X* oddéluje body X).

Duasledek 109 (Dudlni vyjadfeni normy)
Je-li X normovany linearni prostor a x € X, pak
X[l = maXses,. [F(X)].



Véta 110 (Oddélovani bodu a podprostoru)

Necht' X je normovany linearni prostor, Y je uzavieny
podprostor X a x € X\ Y. Pak existuje f € Sy~ tak, Ze
fry =0af(x)=dist(x,Y) > 0.



Véta 111
Necht X je normovany linearni prostor.

(a) Kazdy konec¢nérozmeérny podprostor X je
komplementovany.



Véta 111
Necht X je normovany linearni prostor.

(a) Kazdy konec¢nérozmeérny podprostor X je
komplementovany.

(b) Kazdy uzavreny podprostor X konec¢né kodimenze je
komplementovany.



Definice 112
Je-li X normovany linearni prostor a A C X, pak
definujeme tzv. anihilator mnoziny A jako

At = {f € X*; f(x) = 0 pro kazdé x € A}.



Definice 112
Je-li X normovany linearni prostor a A C X, pak

definujeme tzv. anihilator mnoziny A jako
At = {f € X*; f(x) = 0 pro kazdé x € A}.
Pro mnozinu B C X* pak definujeme tzv. zpétny anihilator
jako
B, ={x e X; f(x) =0 prokazdé f € B}.



Lemma 113
Necht' X je normovany linearni prostora A C X, B C X*.
Pak

(a) At je uzavieny podprostor X*,
(b) B, je uzavrieny podprostor X,
(c) (Ah)L =spanA,

(d) (BL)* > spanB.



2. Reprezentace duall



2. Reprezentace duall

Tvrzeni 114
Necht X a 'Y jsou izometrické normované linearni
prostory. Pak i prostory X* a Y* jsou izometrické.



Definice 115

Necht pe R, p>1,nebo p = . Cisloge R, g > 1,
nebo g = co nazyvame sdruzenym exponentem Kk p,
pokud plati T + I = 1, pfiemz pouZivdme konvenci, Ze

1o



Véta 116 (Reprezentace duall ke klasickym
prostoram)

(a) Prostor c; je linearne izometricky s prostorem
pomoci zobrazeni |: {1 — ¢, I(y) = 1, kde

f(X) =) Xy
i=1



Véta 116 (Reprezentace duall ke klasickym
prostoram)

(a) Prostor c; je linearne izometricky s prostorem
pomoci zobrazeni |: {1 — ¢, I(y) = 1, kde

f) =) Xy
i=1

(b) Je-li1 < p < oo aq je sdruzeny exponent k p, pak
prostor £; je linearne izometricky s prostorem ¢
pomoci zobrazeni I: £q — L7, I(y) = f,, kde

@(X) = Z XiYi.
i=1



(c) Je-li (82,8, ) libovolny prostor s mirou, 1 < p < oo a
g je sdruzeny exponent k p, pak prostor L,(u)* je
linearné izometricky s prostorem L, (1) pomoci
zobrazeni I: Ly(p) — Lo(n)*, 1(g) = ¢g, kde

ool = [ fgd



(c) Je-li (82,8, ) libovolny prostor s mirou, 1 < p < oo a
g je sdruzeny exponent k p, pak prostor L,(u)* je
linearné izometricky s prostorem L, (1) pomoci
zobrazeni I: Ly(p) — Lo(n)*, 1(g) = ¢g, kde

ool = [ fgd

(d) Je-li (£2,8, ) prostor se o-konecnou mirou, pak
prostor L(u)* je linearné izometricky s prostorem
Lo () pomoci zobrazeni I: Loo(n) — Li(p)*,
1(9) = ¢g, kde

pg(f) = /Q fgdu.



Véta 117

Necht X, Y jsou normované linearni prostory a

1 < p < o0. Necht q je sdruzeny exponent k p. Pak
zobrazeni |: X* @q Y* — (X &, Y)* dané predpisem

I(f.9)(x.y) = f(x) + 9(¥)

je linearni izometrie X* @4 Y* na (X @, Y)*.



Definice 118 )
Necht K je kompaktni prostor. Rekneme, Ze linearni

funkcional A na C(K) je nezaporny, jestlize A(f) > 0 pro
kazdou nezapornou funkci f € C(K).



Definice 118

Necht K je kompaktni prostor. Rekneme, Ze linearni
funkcional A na C(K) je nezaporny, jestlize A(f) > 0 pro
kazdou nezapornou funkci f € C(K).

Fakt 119

Necht K je kompakitni prostor a A je nezaporny linearni
funkcional na C(K). Pak A je monotonni, tj. A(f) < A(9)
kdykoli f, g € C(K) jsou realné funkce spinujici f < g.



Definice 118

Necht K je kompaktni prostor. Rekneme, Ze linearni
funkcional A na C(K) je nezaporny, jestlize A(f) > 0 pro
kazdou nezapornou funkci f € C(K).

Fakt 119

Necht K je kompakitni prostor a A je nezaporny linearni
funkcional na C(K). Pak A je monotonni, tj. A(f) < A(9)
kdykoli f, g € C(K) jsou realné funkce splriujici f < g.
Dale A je automaticky spojity a pro realnou f € C(K) plati
|A(f)| < A(|f]). Tedy v realném pripadé plati | A|| = A(1).



Véta 120 (O reprezentaci nezapornych
linearnich funkcionall na C(K))

Necht K je kompakitni prostor a A je nezaporny linearni
funkcional na C(K). Pak existuje jednoznacné urcena

regularni borelovska nezaporna mira u na K splrujici
A(f) = [ fdu pro kaZzdé f € C(K).



Véta 121 (Rieszova véta o reprezentaci C(K)*)

Je-li K kompaktni prostor, pak prostor C(K)* je linearné
izometricky s prostorem M(K) vSech regularnich
borelovskych komplexnich (resp. znaménkovych) mér na
K pomoci zobrazeni I: M(K) — C(K)*, I(i) = ¢,., kde

pu(f) = /deu-



Véta 121 (Rieszova véta o reprezentaci C(K)*)
Je-li K kompaktni prostor, pak prostor C(K)* je linearné
izometricky s prostorem M(K) vSech regularnich
borelovskych komplexnich (resp. znaménkovych) mér na
K pomoci zobrazeni I: M(K) — C(K)*, I(i) = ¢,., kde

pu(f) = /deu-

Lemma 122

Necht K je kompaktni prostor a ¢ € C(K)*. Pak existuje
nezaporny A € C(K)* takovy, Ze |p(f)| < A(|f|) pro
kaZdou f € C(K).



Véta 123
Necht X je normovany linearni prostor a 'Y je jeho
podprostor.

(a) Necht'Y je uzavieny. Zobrazenil: Y+ — (X/Y)*
dané predpisem

I(H(X) = f(x)

je linedrni izometrie Y+ na (X/Y)*.



Véta 123
Necht X je normovany linearni prostor a 'Y je jeho
podprostor.

(a) Necht'Y je uzavieny. Zobrazenil: Y+ — (X/Y)*
dané predpisem

I(H(X) = f(x)

je linedrni izometrie Y+ na (X/Y)*.
(b) Zobrazenil: X*/Y+ — Y* dané pfedpisem

I(f) = fty

je linearni izometrie X*/ Y+ na Y*.



Véta 123
Necht X je normovany linearni prostor a 'Y je jeho
podprostor.

(a) Necht'Y je uzavieny. Zobrazenil: Y+ — (X/Y)*
dané predpisem

I(F)(X) = f(x)
je linedrni izometrie Y+ na (X/Y)*.
(b) Zobrazenil: X*/Y+ — Y* dané pfedpisem
I(H) = fly

je linearni izometrie X*/ Y+ na Y*.
Tedy (X/Y)* Ize identifikovat s Y+ a Y* Ize identifikovat
sX*/ YL,



3. Druhy dual a reflexivita



3. Druhy dual a reflexivita

Definice 124

Necht X je normovany linedrni prostor. Symbolem X**
znacime (X*)*, tj. dual k prostoru X*. Tento prostor
nazyvame druhym dualem.



Je-li x € X, pak definujeme tzv. evaluacni funkcional
ex € X** predpisem &,(f) = f(x) pro kazdé f € X*.



Je-li x € X, pak definujeme tzv. evaluacni funkcional
ex € X** predpisem &,(f) = f(x) pro kazdé f € X*.
Definice 125

Necht X je normovany linearni prostor. Zobrazeni
g: X — X** dané predpisem ¢(x) = ¢, se nazyva
kanonické vnoreni X do X**.



Je-li x € X, pak definujeme tzv. evaluacni funkcional
ex € X** predpisem &,(f) = f(x) pro kazdé f € X*.

Definice 125

Necht X je normovany linearni prostor. Zobrazeni
g: X — X** dané predpisem &(x) = ¢, se nazyva
kanonické vnoreni X do X**.

Tvrzeni 126

Necht' X je normovany linearni prostor. Pak kanonicke
vnoreni e: X — X** je linearni izometrie do. Je-li tedy X
navic Banachuv, pak ¢(X) je uzavieny podprostor X**



Tvrzeni 127
Necht X je normovany linearni prostor. Pak
dim X* = dim X, a to i v pfipade, Ze dim X = co.



Véta 128

Pro kaZdy normovany linearni prostor X existuje jeho
zuplnéni, tj. Banachuv prostor takovy, Ze X je jeho husty
podprostor.



Véta 128

Pro kaZdy normovany linearni prostor X existuje jeho
zuplnéni, tj. Banachuv prostor takovy, Ze X je jeho husty
podprostor. Pro kaZdy prostor se skalarnim soucinem X
existuje jeho zuplnéni, tj. Hilbertav prostor takovy, Ze X je
jeho husty podprostor.



Véta 128

Pro kaZdy normovany linearni prostor X existuje jeho
zuplnéni, tj. Banachuv prostor takovy, Ze X je jeho husty
podprostor. Pro kaZdy prostor se skalarnim soucinem X
existuje jeho zuplnéni, tj. Hilbertav prostor takovy, Ze X je
jeho husty podprostor. Tato rozSifeni jsou urcena
jednoznacné az na izometrii, tj. jsou-li X1, X, dvé
zuplneni X, pak existuje linearni izometrie X1 na X, ktera

je na X identitou.



Véta 128

Pro kaZdy normovany linearni prostor X existuje jeho
zuplnéni, tj. Banachuv prostor takovy, Ze X je jeho husty
podprostor. Pro kaZdy prostor se skalarnim soucinem X
existuje jeho zuplnéni, tj. Hilbertav prostor takovy, Ze X je
jeho husty podprostor. Tato rozSifeni jsou urcena
jednoznacné az na izometrii, tj. jsou-li X1, X, dvé
zuplneni X, pak existuje linearni izometrie X1 na X, ktera
je na X identitou.

Lemma 129

Necht X, Y jsou normované linearni prostory nad K
aT: X — Y jelinearni izometrie do. Pak existuji
normovany linearni prostor Z a linearni izometrie

S: Z— Y natak, Ze X je podprostorZ aSlx = T.



Definice 130
Banachuv prostor X se nazyva reflexivni, pokud

X = e(X).



Definice 130
Banachuv prostor X se nazyva reflexivni, pokud

X = e(X).

Veta 131
KaZdy Hilbertuv prostor je reflexivni.



Véta 132
Necht' X, Y jsou Banachovy prostory.

(a) Je-li X izomorfni s reflexivnim prostorem, pak je i X
reflexivni.



Véta 132
Necht' X, Y jsou Banachovy prostory.

(a) Je-li X izomorfni s reflexivnim prostorem, pak je i X
reflexivni.

(b) Uzavreny podprostor reflexivniho prostoru je
reflexivni.



Véta 132
Necht' X, Y jsou Banachovy prostory.

(a) Je-li X izomorfni s reflexivnim prostorem, pak je i X
reflexivni.

(b) Uzavreny podprostor reflexivniho prostoru je
reflexivni.

(c) Prostor X je reflexivni prave tehdy, kdyz jeho dual X*
je reflexivni.



Véta 132
Necht' X, Y jsou Banachovy prostory.

(a) Je-li X izomorfni s reflexivnim prostorem, pak je i X
reflexivni.

(b) Uzavreny podprostor reflexivniho prostoru je
reflexivni.

(c) Prostor X je reflexivni prave tehdy, kdyz jeho dual X*
je reflexivni.

(d) Jsou-li X, 'Y reflexivni, je prostor X @, Y reflexivni pro
libovolné 1 < p < oc.



Véta 132
Necht' X, Y jsou Banachovy prostory.

(a) Je-li X izomorfni s reflexivnim prostorem, pak je i X
reflexivni.

(b) Uzavreny podprostor reflexivniho prostoru je
reflexivni.

(c) Prostor X je reflexivni prave tehdy, kdyz jeho dual X*
je reflexivni.

(d) Jsou-li X, 'Y reflexivni, je prostor X @, Y reflexivni pro
libovolné 1 < p < oc.

(e) Je-li X reflexivni a'Y jeho uzavieny podprostor, pak
je XY reflexivni.



Piklady 133

(a) Kazdy konecnérozmeérny prostor je reflexivni.



Piklady 133

(a) Kazdy konecnérozmeérny prostor je reflexivni.

(b) Prostor Ly(w) je reflexivni pro libovolnou miru
al<p<oc.



Piklady 133

(a) Kazdy konecnérozmeérny prostor je reflexivni.

(b) Prostor Ly(w) je reflexivni pro libovolnou miru
al<p<oc.

(c) Prostory co, 41, £eo, L1([0, 1]), Lo ([0, 1]) @ C([0. 1])
nejsou reflexivni.



Piklady 133

(a) Kazdy konecnérozmeérny prostor je reflexivni.

(b) Prostor Ly(w) je reflexivni pro libovolnou miru
al<p<oc.

(c) Prostory ¢y, £1, £eo, L1([0,1]), Lo([0. 1]) @ C([0, 1])
nejsou reflexivni.

(d) Existuje Banachav prostor J (tzv. Jamesuv prostor),
ktery neni reflexivni, i kdyZ je izometricky s J**.



1. Uplnost v Banachovych prostorech



1. Uplnost v Banachovych prostorech

Véta 134 (Princip stejnomérné omezenosti)

Necht' X je Banachuv prostor, Y je normovany linearni
prostor a A C £(X,Y). Pak nasledujici tvrzeni jsou
ekvivalentni:

(i) sup{||T|; T € A} < +o0.
(i) ProkaZzdé x € X jesup{||T(x)|; T € A} < +o0.



1. Uplnost v Banachovych prostorech

Véta 134 (Princip stejnomérné omezenosti)
Necht' X je Banachuv prostor, Y je normovany linearni
prostor a A C £(X,Y). Pak nasledujici tvrzeni jsou
ekvivalentni:

(i) sup{||T|; T € A} < +o0.

(il) Pro kazdé x € X jesup{||T(x)||; T € A} < +o0.

Dusledek 135

Necht X je Banachuv prostor, Y je normovany linearni
prostor a {T,} je posloupnost v £(X, Y) takova, Ze pro
kazdé x € X existuje T(x) = limp_o Th(X). Pak
TeXX,Y)al|T| <liminf|| T].



Definice 136

Zobrazeni f: X — Y mezi metrickymi prostory X, Y se
nazyva otevrené, pokud f(G) je otevienda mnozinav Y pro
kazdou otevienou mnozinu G C X.



Definice 136

Zobrazeni f: X — Y mezi metrickymi prostory X, Y se
nazyva otevrené, pokud f(G) je otevienda mnozinav Y pro
kazdou otevienou mnozinu G C X.

Véta 137 (O otevieném zobrazeni, Juliusz
Pawet Schauder, 1930)

Necht' X, Y jsou Banachovy prostorya T € £(X, Y) je na.
Pak T je oteviené zobrazeni.



Definice 136

Zobrazeni f: X — Y mezi metrickymi prostory X, Y se
nazyva otevrené, pokud f(G) je otevienda mnozinav Y pro
kazdou otevienou mnozinu G C X.

Véta 137 (O otevieném zobrazeni, Juliusz

Pawet Schauder, 1930)

Necht' X, Y jsou Banachovy prostorya T € £(X, Y) je na.
Pak T je oteviené zobrazeni.

Lemma 138 (J. P. Schauder, 1930)

Necht X je Banachuv prostor, Y je normovany linearni
prostora T € £(X,Y). Jestlize r, s > 0 jsou takova, Ze
U(0,s) Cc T(U(0,r)), pak dokonce U(0,s) C T(U(0,r)).



Dusledek 139 (S. Banach, 1929)

Necht' X, Y jsou Banachovy prostorya T € £(X,Y). Pak
T je izomorfismus X na Y, prave kdyZz T je prosty a na.



Dasledek 140

Necht' X, Y jsou Banachovy prostorya T € £(X,Y) je

na. Pak plati:

(a) Existuje ¢ > 0 takové, Ze pro kazdé y € Y existuje
x € T~(y) spliujict ||Ix|| < cllyl.



Dasledek 140

Necht' X, Y jsou Banachovy prostorya T € £(X,Y) je

na. Pak plati:

(a) Existuje ¢ > 0 takové, Ze pro kazdé y € Y existuje
x € T~(y) spliujict ||Ix|| < cllyl.

(o) Zobrazeni T: X/Ker T — Y dané predpisem
T(X) = T(x) je linearni izomorfismus na. Tedy
prostor Y je izomorfni s X/ Ker T.



Dasledek 140

Necht' X, Y jsou Banachovy prostorya T € £(X,Y) je

na. Pak plati:

(a) Existuje ¢ > 0 takové, Ze pro kazdé y € Y existuje
x € T~(y) spliujict ||Ix|| < cllyl.

(o) Zobrazeni T: X/Ker T — Y dané predpisem
T(X) = T(x) je linearni izomorfismus na. Tedy
prostor Y je izomorfni s X/ Ker T.

Fakt 141

Necht X, Y jsou normované linearni prostory a

T e £(X,Y). Def/nUJme T:X /Ker T — Y predp/sem
T(x) = T(x). Pak Te L(X/KerT,Y), ||T|| =||T], T/e
prosté aT = To q, kde q: X — X/ ker T je kanonické
kvocientové zobrazeni.



Definice 142
Je-li f: X — Y zobrazeni mnoziny X do mnoziny Y, pak
mnozinu

graff = {(x,y) e X xY; y =f(x)}

nazyvame grafem zobrazeni f.



Definice 142
Je-li f: X — Y zobrazeni mnoziny X do mnoziny Y, pak
mnozinu

graff = {(x,y) e X xY; y =f(x)}

nazyvame grafem zobrazeni f. Rikdme, Ze zobrazeni
f: X — Y, kde X, Y jsou metrické prostory, ma uzavreny
graf, pokud mnozina graf f je uzaviena v X x Y.



Definice 142
Je-li f: X — Y zobrazeni mnoziny X do mnoziny Y, pak
mnozinu

graff = {(x,y) e X xY; y =f(x)}

nazyvame grafem zobrazeni f. Rikdme, Ze zobrazeni
f: X — Y, kde X, Y jsou metrické prostory, ma uzavreny
graf, pokud mnozina graf f je uzaviena v X x Y.

Véta 143 (O uzavreném grafu, S. Banach, 1932)

Necht' X, Y jsou Banachovy prostorya T: X — Y je
linearni zobrazeni. Pak T je spojité, pravé kdyZz ma
uzavreny graf.



IV. Line&rni operatory

1. Dualni operatory



IV. Line&rni operatory

1. Dualni operatory

Definice 144
Necht X, Y jsou normované linearni prostory a
T € £(X,Y). Operator T*: Y* — X* definovany
predpisem

T*f(x) = f(Tx)

pro f € Y* a x € X se nazyva dualni (nebo téz
adjungovany) operator k T. (Ve Vété 145 dokazeme, ze
T* je dobfe definovany.)



IV. Line&rni operatory

1. Dualni operatory

Definice 144
Necht X, Y jsou normované linearni prostory a
T € £(X,Y). Operator T*: Y* — X* definovany
predpisem

T*f(x) = f(Tx)

pro f € Y* a x € X se nazyva dualni (nebo téz
adjungovany) operator k T. (Ve Vété 145 dokazeme, ze
T* je dobfe definovany.) Operator (T*)* (ij. operator
dudlni k T*) znaCime T**.



Véta 145

Necht X, Y, Z jsou normované linearni prostory.

(@) Je-liTe £(X,Y),je T*fe X* pro kazdé f € Y*.
Dale T* € £(Y*, X*) a|T*|| =|T|.



Véta 145

Necht X, Y, Z jsou normované linearni prostory.

(@) Je-liTe £(X,Y),je T*fe X* pro kazdé f € Y*.
Dale T* € £(Y*, X*) a|T*|| =|T|.

(b) Zobrazeni T +— T* je linearni izometrie z £(X, Y) do
L(Y*, X*).



Véta 145

Necht X, Y, Z jsou normované linearni prostory.

(@) Je-liTe £(X,Y),je T*fe X* pro kazdé f € Y*.
Dale T* € £(Y*, X*) a|T*|| =|T|.

(b) Zobrazeni T +— T* je linearni izometrie z £(X, Y) do
L(Y*, X*).

(c) Necht T € £(X,Y)aS e £(Y,Z2). Pak
(SoT)* =T*oS* Dale ldy = ldy-.



Véta 146
Jsou-li X, Y normované linearni prostorya T € £(X,Y),
pak plati

a) Ker T* = (Rng T)*,

b) KerT = (Rng T%),,

c) RngT = (Ker T*).,

d) Rng T* C (Ker T)*L.

e) Jsou-li navic X, Y Banachovy aRng T je uzavreny,
pak Rng T* = (Ker T)*.

(
(
(
(
(



Tvrzeni 147 (J. P. Schauder, 1930)

Necht X, Y jsou normované linearni prostory,
ex: X —> X** aey: Y — Y** jsou kanonicka vnoreni do
druhychduali a T € £(X,Y). Pak

T**08X=8y0 T.



Tvrzeni 147 (J. P. Schauder, 1930)

Necht X, Y jsou normované linearni prostory,
ex: X —> X** aey: Y — Y** jsou kanonicka vnoreni do
druhychduali a T € £(X,Y). Pak

T oex =¢eyoT.
Tedy T**(ex(X)) C ev(Y) a oznacime-lie: Y — ex(Y),

E=¢y,a S: EX(X) — SY(Y), S=T* rsx(X)’ pak
T=¢108o EX-



Véta 148

Necht X, Y jsou normované linearni prostory a
T e £(X,Y).

(a) T* je prosty, pravé kdyZzRng T je hustyv'Y.



Véta 148

Necht X, Y jsou normované linearni prostory a
T e £(X,Y).

(a) T* je prosty, pravé kdyZzRng T je hustyv'Y.

(b) Je-li T izomorfismus na, pak T* je izomorfismus na
aplati (T*)™' = (T~ H*.



Véta 148

Necht X, Y jsou normované linearni prostory a
T e £(X,Y).

(a) T* je prosty, pravé kdyZzRng T je hustyv'Y.

(b) Je-li T izomorfismus na, pak T* je izomorfismus na
aplati (T*)™' = (T~ H*.

(c) Je-li T izometrie na, pak T* je izometrie na.



Véta 148

Necht X, Y jsou normované linearni prostory a
T e £(X,Y).

(a) T* je prosty, pravé kdyZzRng T je hustyv'Y.

(b) Je-li T izomorfismus na, pak T* je izomorfismus na
aplati (T*)™' = (T~ H*.

(c) Je-li T izometrie na, pak T* je izometrie na.
Je-li X dpiny, pak v (b) a (c) plati i opacné implikace.



2. Kompaktni operatory



2. Kompaktni operatory

Definice 149

Necht X, Y jsou normované linearni prostory a

T: X — Y je linearni zobrazeni. Pak T se nazyva
kompaktni operator, pokud pro kazdou omezenou A C X
je mnozina T (A) relativné kompaktni v Y.



2. Kompaktni operatory

Definice 149

Necht X, Y jsou normované linearni prostory a
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Necht X, Y jsou normované linearni prostory a

T: X — Y je linearni zobrazeni. Pak T se nazyva
kompaktni operator, pokud pro kazdou omezenou A C X
je mnozina T (A) relativné kompaktni v Y. Mnozinu vSech
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Linearni operator T se nazyva konecnérozmérny, pokud
Rng T ma konecnou dimenzi.



2. Kompaktni operatory

Definice 149

Necht X, Y jsou normované linearni prostory a

T: X — Y je linearni zobrazeni. Pak T se nazyva
kompaktni operator, pokud pro kazdou omezenou A C X
je mnozina T (A) relativné kompaktni v Y. Mnozinu vSech
kompaktnich linearnich operatori z X do Y znacime
K(X,Y).

Linearni operator T se nazyva konecnérozmérny, pokud
Rng T ma kone¢nou dimenzi. V dal§im budeme pracovat
takrka vyhradné se spojitymi kone€¢nérozmérnymi
operatory, ozna¢ime proto mnozinu vSech
koneCnérozmeérnych spojitych linearnich operatord z X
do Y jako ¥ (X, Y).



Tvrzeni 150
Necht' X, Y jsou normované linearni prostory. KaZdy
kompaktni linearni operator z X do Y je automaticky
spojity. Dale, je-li T: X — Y linearni, pak nasledujici
tvrzeni jsou ekvivalentni:

(i) T je kompaktni.

(i) T(Bx) je relativné kompaktni.
(iii) Je-li {x,} omezena posloupnost v X, pak posloupnost

{T(x,)} ma konvergentni podposloupnost.



Tvrzeni 151
Necht X, Y jsou normované linearni prostory

aTe XX, Y).

(a) Je-li Z normovany linearni prostora Y je
podprostor Z, pak T € KX (X, 2).



Tvrzeni 151
Necht X, Y jsou normované linearni prostory

aT e XK(X,Y).

(a) Je-li Z normovany linearni prostora Y je
podprostor Z, pak T € KX (X, 2).

(b) Je-li Z uzavieny podprostor Y aRng T C Z, pak
T e K(X,2).



Véta 152

Necht' X, Y jsou normované linearni prostory.

(a) Operator T € £(X,Y) je koneCnérozmérny pravée
tehdy, kdyz existuji fy, ..., f,e X* ay,....yneY
takové, Ze T(x) = Y., fi(X)y: pro kaZdé x € X.
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uzavrieny podprostor £(X,Y).
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(c) Pokud je Y Banachuv prostor, pak X (X, Y) je
uzavrieny podprostor £(X,Y).

(d) Slozime-li kompaktni linearni operator se spojitym
linearnim operatorem zleva ¢i zprava, dostaneme
opét kompakitni operator.



Véta 152

Necht' X, Y jsou normované linearni prostory.

(a) Operator T € £(X,Y) je koneCnérozmérny pravée
tehdy, kdyz existuji fy, ..., f,e X* ay,....yneY
takové, Ze T(x) = Y., fi(X)y: pro kaZdé x € X.

(b) K(X,Y) jepodprostor £(X,Y) a¥F (X,Y) je
podprostor KX (X, Y).

(c) Pokud je Y Banachuv prostor, pak X (X, Y) je
uzavrieny podprostor £(X,Y).

(d) Slozime-li kompaktni linearni operator se spojitym
linearnim operatorem zleva ¢i zprava, dostaneme
opét kompakitni operator.

(e) Pokud X a'Y jsou dplné, T € X(X,Y)aRngT je
uzavieny, pak T € (X, Y).



Véta 153 (J. P. Schauder, 1930)

Necht X je normovany linearni prostor, Y je Banachuv

prostora T € £(X,Y). Pak T* je kompaktni, prave kdyz
T je kompaktni.



3. Spektralni teorie (zejména) kompaktnich

operatoru



3. Spektralni teorie (zejména) kompaktnich

operatoru

Tvrzeni 154
Necht X je Banachuv prostora T € £(X). Pak T je
invertovatelny, pravé kdyz T je bijekce.



Definice 155

Necht X je normovany lineérni prostor nad K a
T € £(X). Cislo A € K nazyvame vlastnim &islem
operatoru T, pokud Ker(Al — T) # {0}, tj. pokud
T(x) = Ax pro néjaké x € X, x # 0.
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pak nazyvame vlastnim prostorem pfislusnym cislu A.
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T € £(X). Cislo A € K nazyvame vlastnim &islem
operatoru T, pokud Ker(Al — T) # {0}, tj. pokud

T(x) = Ax pro néjaké x € X, x # 0. Prostor Ker(A/ — T)
pak nazyvame vlastnim prostorem pfislusnym cislu A.
Nenulové prvky vlastniho prostoru pfislusného Cislu A se
nazyvaji vlastni vektory pfislusné Cislu A.
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Necht X je normovany lineérni prostor nad K a

T € £(X). Cislo A € K nazyvame vlastnim &islem
operatoru T, pokud Ker(Al — T) # {0}, tj. pokud

T(x) = Ax pro néjaké x € X, x # 0. Prostor Ker(A/ — T)
pak nazyvame vlastnim prostorem pfislusnym Cislu A.
Nenulové prvky vlastniho prostoru pfislusného Cislu A se
nazyvaji vlastni vektory prislusné Cislu A. Mnozina vSech
vlastnich Cisel operatoru T se nazyva bodové spektrum
operatoru T a znaci se o,(T).



Definice 155

Necht X je normovany lineérni prostor nad K a

T € £(X). Cislo A € K nazyvame vlastnim &islem
operatoru T, pokud Ker(Al — T) # {0}, tj. pokud

T(x) = Ax pro néjaké x € X, x # 0. Prostor Ker(A/ — T)
pak nazyvame vlastnim prostorem pfislusnym cislu A.
Nenulové prvky vlastniho prostoru pfislusného Cislu A se
nazyvaji vlastni vektory prislusné Cislu A. Mnozina vSech
vlastnich Cisel operatoru T se nazyva bodové spektrum
operatoru T a znaci se o,(T).

Spektrum operatoru T je mnozina vSech Cisel A € K, pro
ktera operator A/ — T neni invertovatelny. Spektrum
operatoru T znacime o(T).



Véta 156

Necht X je Banachuv prostor nad K a T € £(X). Pak
o(T) je kompaktni podmnoZina K splrujici

o(T) C Bk(0,|T|). Je-li X komplexni, pak o(T) je
neprazdne.



Lemma 157
Necht' X je normovany linearni prostora T € £(X) je
invertovatelny. Pak A € o(T), pravé kdyz + € o(T™").



Lemma 157
Necht' X je normovany linearni prostora T € £(X) je
invertovatelny. Pak A € o(T), pravé kdyz + € o(T™").

Tvrzeni 158
Necht X je Banachuv prostora T € £(X) je izomorfismus

na. Pako(T) C {A € C: =t < |2 < | TII}.



Véta 159
Necht X je Banachuv prostora T € £(X). Pak
o(T*) =0o(T).



Tvrzeni 160

Necht X je normovany linearni prostor. Jestlize T € K (X)
adimX = oo, pak0 € o(T). Jestlize T € ¥ (X)

adimX >dimRng T, pak 0 € o,(T).



Tvrzeni 160

Necht X je normovany linearni prostor. Jestlize T € K (X)
adimX = oo, pak0 € o(T). Jestlize T € ¥ (X)

adimX >dimRng T, pak 0 € o,(T).

Véta 161

Necht' X je normovany linearni prostor nad K, T € K (X)
ai e K\ {0}. PakdimKer(Al—T) < co. Je-li X Banachuv,
pak Rng(Al — T) je uzavreny.



Véta 162 (Fredholmova alternativa)

Necht' X je Banachuv prostor nad K, T € K (X)

al €K\ {0}. Pak operator Al — T je na, pravé kdyZz je
prosty.



Véta 162 (Fredholmova alternativa)

Necht' X je Banachuv prostor nad K, T € K (X)

al €K\ {0}. Pak operator Al — T je na, pravé kdyZz je
prosty.

Dasledek 163
Necht' X je Banachuv prostora T € K (X). Pak
o(T) C {0} Uay(T).



Lemma 164

Necht X je normovany linearni prostora T € £(X).
Jsou-li Ay, ..., A, rizna viastni cisla operatoru T
axi,...,Xn € X vlastni vektory prislusné cislum

A, ..., An, pak jsou tyto vektory linearné nezavislé.



Lemma 164

Necht X je normovany linearni prostora T € £(X).
Jsou-li Ay, ..., A, rizna viastni cisla operatoru T
axi,...,Xn € X vlastni vektory prislusné cislum

A, ..., An, pak jsou tyto vektory linearné nezavislé.

Véta 165
Necht X je Banachuv prostor nad K a T € K (X). Pak pro
kazdér > 0 je mnoZinao(T) N {A € K; |A| > r} konecna.



Dusledek 166

Necht' X je nekonec¢nérozmeérny Banachuv prostor

arTl e K(X). Potomao(T) = {0} U {A,}, kde {A,} je
posloupnost, ktera je bud’ konecna, nebo nekonecna

a konvergujici k 0, a je tvorena nenulovymi viastnimi cisly
operatoru T, pricemz kaZzdé z nich ma kone¢nérozmeérny
vlastni podprostor.



Véta 167 (Druha Fredholmova véta)

Necht' X je Banachuv prostor nad K, T € K (X)
aleK\ {0}. Pak

Rng(Aly — T) = (Ker(Ax« — T%)) .
Rng(Alk- — T*) = (Ker(Al — 7))



Véta 167 (Druha Fredholmova véta)

Necht' X je Banachuv prostor nad K, T € K (X)
aleK\ {0}. Pak

Rng(Aly — T) = (Ker(Ax« — T%)) .
Rng(Alk- — T*) = (Ker(Al — 7))

Véta 168 (Treti Fredholmova véta)

Necht X je Banachuv prostor nad K, T € K (X)
aieK\{0}. Pak

dimKer(Alx — T) = codimRng(Alx — T) =
=dimKer(Alx+ — T*) = codimRng(Alx+ — T*) < oc.



V. Konvoluce funkci a Fourierova

transformace



V. Konvoluce funkci a Fourierova

transformace

Definice 169

Necht p je kladnym nasobkem Lebesgueovy miry na R
af,g: R — K. Konvoluce funkce f s funkci g je funkce
f % g definovand jako

(tx9)00 = [ 190~y du)

pro takova x € RY, pro ktera integral konverguije.



Véta 170

Necht 1 je kladnym nasobkem Lebesgueovy miry na R?

af,g.h: R - K.

(a) Operace = je komutativni v nasledujicim smyslu:
funkce f x g a g x f maji stejny definicni obor a jsou si
na ném rovny.



Véta 170
Necht 1 je kladnym nasobkem Lebesgueovy miry na R?
af,g.h: R - K.

(a) Operace = je komutativni v nasledujicim smyslu:
funkce f x g a g x f maji stejny definicni obor a jsou si
na ném rovny.

(b) Operace = je distributivni vzhledem ke scitani v
nasledujicim smyslu: platif« (g+ h) =fxg+fxha
(f+9) = h=f*x h+ g * h na definicnich oborech
pravych stran.



Véta 170
Necht 1 je kladnym nasobkem Lebesgueovy miry na R?
af,g.h: R - K.

(a) Operace = je komutativni v nasledujicim smyslu:
funkce f x g a g x f maji stejny definicni obor a jsou si
na ném rovny.

(b) Operace = je distributivni vzhledem ke scitani v
nasledujicim smyslu: platif« (g+ h) =fxg+fxha
(f+9) = h=f*x h+ g * h na definicnich oborech
pravych stran.

(c) Necht1 <p,q.r<oosplfiuji 1 + 1+ 1>2. Je-li

f e Lo(w), g € La(w) ah e Li(w), pak
(fxg)xh="fx*(g*h) u-s. v. naR?.



Lemma 171

Necht' f: RY — K je lebesgueovsky méfitelna.

(a) Pro kazdé x € R? je funkce y — f(x — y)
lebesgueovsky méritelna na R°.
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(a) Pro kazdé x € R? je funkce y — f(x — y)
lebesgueovsky méritelna na R°.
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lebesgueovsky méritelné na (R%)2.



Lemma 171

Necht' f: RY — K je lebesgueovsky méfitelna.

(a) Pro kazdé x € R? je funkce y — f(x — y)
lebesgueovsky méritelna na R°.

(b) Funkce (x,y) — f(y) a(x,y) — f(x —y) jsou
lebesgueovsky méritelné na (R%)2.

Lemma 172
Necht 1 je kladnym nasobkem Lebesgueovy miry na R?

af,ge Li(n). Polozime-li F(x,y) = f(y)g(x — y) pro
X,y €RY pak F € Li(ux ) allFls = [Iflllglls.



Definice 173
Necht f: RY — K a y € RY. Pak definujeme posun funkce

f do bodu y jako funkci 7, f: R? — K danou pfedpisem
7,f(x) = f(x — y) pro x € RY.



Definice 173

Necht f: RY — K a y € RY. Pak definujeme posun funkce
f do bodu y jako funkci 7, f: R? — K danou pfedpisem
7,f(x) = f(x — y) pro x € RY.

Véta 174

Necht 1 je kladnym nasobkem Lebesgueovy miry na R?
afelyu),1<p<oco. Pakzobrazenit: RY — Ly(u)
dané predpisem t(x) = 1,f je stejnomérnée spajité.



Véta 175

Necht . je kladnym nasobkem Lebesgueovy miry na R9
af,g:RY > K.

(@) Je-lifelp(n)agelq(n), kdel1 < p,q < oo jsou
sdruZené exponenty, pak funkce f x g je definovana v
kazdém bodé R", je stejnomérné spojita a omezena
aplati || * glloo < fllpllgllq-



Véta 175

Necht . je kladnym nasobkem Lebesgueovy miry na R9
af,g:RY > K.

(@) Je-lifelp(n)agelq(n), kdel1 < p,q < oo jsou
sdruZené exponenty, pak funkce f x g je definovana v
kazdém bodé R", je stejnomérné spojita a omezena
aplati ||f x glloo =< IIflpllgllg-

(b) Je-lif € L11°C(u) a jestlize g € Lo (1) ma kompakitni nosic,
pak funkce f x g je definovéna v kaZdém bodé RY, je
spojita a plati supp f * g C supp f + supp g.



Véta 175

Necht . je kladnym nasobkem Lebesgueovy miry na R9
af,g:RY > K.

(@) Je-lifelp(n)agelq(n), kdel1 < p,q < oo jsou
sdruZené exponenty, pak funkce f x g je definovana v
kazdém bodé R", je stejnomérné spojita a omezena
aplati ||f x glloo =< IIflpllgllg-

(b) Je-lif € L11°C(u) a jestlize g € Lo (1) ma kompakitni nosic,
pak funkce f x g je definovéna v kaZdém bodé RY, je
spojita a plati supp f * g C supp f + supp g.

(c) Jsou-li f, g € L1(w), pak f * g je definovédna u-s. v. naRR?,
fxgeLli(n) aplati||f =gl < Ifl+llgl-



Véta 175

Necht . je kladnym nasobkem Lebesgueovy miry na R9
af,g:RY > K.

(@)

Je-lif e Lp(n)ag e Lg(p), kde1 < p,q < oo jsou
sdruZené exponenty, pak funkce f x g je definovana v
kazdém bodé R", je stejnomérné spojita a omezena
aplati ||f * glloo < Ifllollgllg-

Je-li f € L'°(n) a jestlize g € Loo(11) ma kompaktni nosic,
pak funkce f x g je definovéna v kaZdém bodé RY, je
spojita a plati supp f * g C supp f + supp g.

Jsou-li f,g € L1(1), pak f = g je definovana p-s. v. naR?,
fxgeLli(n) aplati||f =gl < Ifl+llgl-

Necht1 < p,q < oo sp/ﬁujf}) + j-] > 1. Je-lif € Lp(p) a
9 € Ly(p), pak f x g je definovand j-s. v. naR9,

fxg e Li(p) aplati |t gl < [flplglq, kde 1 =

1
< Lyl

1
Ty



Definice 176
Necht d € N. Pak @ = (&1, ..., aq) € N¢ nazyvame
multiindexem délky d.
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Necht d € N. Pak @ = (&1, ..., aq) € N¢ nazyvame
multiindexem délky d. Radem multiindexu « nazyvame
&islo Y7, a; a znatime jej |a|.



Definice 176

Necht d € N. Pak @ = (&1, ..., aq) € N¢ nazyvame
multiindexem délky d. Radem multiindexu « nazyvame
Cislo 2,11 a; a znacime jej |a|.

Je-li « multiindex délky d, pak symbolem D* oznacime
parcialni derivaci fadu |«| danou multindexem «, {j.

ler
D* = %
X axa
(symboly dx? ve vyjadieni vy$e vynechavame).
Specialné, proa =0=(0,...,0)af: R - K je D°f = f.
Symbol D* se téz nazyva diferencialni operator.



Definice 177
Necht A c R9. Mnozina

DAK) =
= {p € C*(RY K); supp ¢ je kompaktni podmnozina A}

se nazyva prostor testovacich funkci na A.



Véta 178

Necht 1 je kladnym ndasobkem Lebesgueovy miry na R
af,g: R — K. Je-lif € L'*(n) ag € D(RY), pak
fxge C®RY aD*(fxg) = f* D*g pro kaZdy
multiindex o délky d.



Definice 179
Necht u je kladnym nasobkem Lebesgueovy miry na RY,

Funkci g: RY — R budeme nazyvat regularizacnim
jadrem (vzhledem k w), pokud g je nezapornd, g € Li(w)

allgl =1.



Definice 179

Necht u je kladnym nasobkem Lebesgueovy miry na RY,
Funkci g: RY — R budeme nazyvat regularizacnim
jadrem (vzhledem k w), pokud g je nezapornd, g € Li(n)

allgl =1.

Véta 180

Necht 1 je kladnym ndasobkem Lebesgueovy miry naR?,

g je regularizaéni jadro naR? a f: RY — K. PoloZme

gn(x) = n%%g(nx) prox e R ane N.

(a) Pokud je f stejnomérné spojita a omezena na R9,
potom f x g, — f stejnomérné na RY.



Definice 179

Necht u je kladnym nasobkem Lebesgueovy miry na RY,
Funkci g: RY — R budeme nazyvat regularizacnim
jadrem (vzhledem k w), pokud g je nezapornd, g € Li(n)

algl=1.

Véta 180

Necht 1 je kladnym ndasobkem Lebesgueovy miry naR?,

g je regularizaéni jadro naR? a f: RY — K. PoloZme

gn(x) = n%%g(nx) prox e R ane N.

(a) Pokud je f stejnomérné spojita a omezena na R9,
potom f x g, — f stejnomérné na RY.

(b) Pokud f € Ly(j) a1 < p < oo, potom f % gy > f.



Dlsledek 181
Necht 1 je kladnym ndasobkem Lebesgueovy miry naR?,
2 Cc RY je oteviend a1 < p < oco. Pak mnozZina D(R2) je

husta v prostoru L,($2, i) (ve smyslu restrikce na 2).



2. Fourierova transformace




2. Fourierova transformace

Pro d € N poloZzme g = Wkd, kde A4 je

Lebesgueova mira na R?.



2. Fourierova transformace

Pro d € N poloZme g = =g, kde A4 je

(gn)d/z
Lebesgueova mira na R?.

Definice 182
Necht f € Ly(uq). Pak Fourierovou transformaci funkce f
rozumime funkci f: RY — C definovanou jako

1
(27)#

() = [R 0 dpg(x) = [R e dig(x)

pro t € RY.



Definice 183

Prostorem C,(RY) = C,(RY K) rozumime normovany
linearni prostor vdech omezenych spojitych funkci na R
s Normou ||fllec = SUPyegra|f(X)].



Definice 183

Prostorem C,(RY) = C,(RY K) rozumime normovany
linearni prostor vdech omezenych spojitych funkci na R
s Normou ||fllec = SUPyegra|f(X)].

Definice 184

Prostorem Cy(R9) = Cy(R?, K) rozumime prostor
spojitych funkci f na R takovych, Zze pro kazdé ¢ > 0 je
mnozina {x € RY |f(x)| > ¢} omezena. Na Cy(RY)
uvazujeme normu ||f|lec = SUPycra|f(X)].



Je-li f: RY — K, pak fekneme, Ze limy -+ f(X) = 0,
jestlize pro kazdé ¢ > 0 existuje R > 0 takové, ze
|f(x)| < e kdykoli x € RY, || x| > R.



Je-li f: RY — K, pak fekneme, Ze limy -+ f(X) = 0,
jestlize pro kazdé ¢ > 0 existuje R > 0 takové, ze
1f(x)| < e kdykoli x € R, ||x| > R.

Lemma 185 (Georg Friedrich Bernhard

Riemann (1853), H. Lebesgue (1903))
Necht' f € L(jug). Pak

lim / f(x)e~"") dugy(x) = 0.
RY

[[t]|—+o0



V této kapitole budeme pro funkci f definovanou na R?
znacit jeji ,otoeni“ symbolem f, tj. f(x) = f(—x) pro
x € R4,



Véta 186
Necht' f,g € Li(uq) @aj € {1,...,d}. Fourierova
transformace ma nasledujici viastnosti:

(@) f e Co(RY) a||fllo < ||fll1. Fourierova transformace je
tedy spojité linedrni zobrazeni z prostoru L{(RY) do
prostoru Co(RY).
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Necht' f,g € Li(ug) @aje{l,..., d}. Fourierova
transformace ma nasledujici viastnosti:

(@) f e Co(RY) a||fllo < ||fll1. Fourierova transformace je
tedy spojité linedrni zobrazeni z prostoru L{(RY) do
prostoru Co(RY).

(b) Necht'y € RY. Pak 7,f(t) = e v-Vf(t) pro kaZdé
t € RY a naopak pro funkci h(x) = €% f(x) plati
h =1, f.
; _ PA — | ~IF,
(c) Je-lic#0ah(x) = f(g),fak h(t) = |c|9f(ct) pro

kazdé t € RY. Speciginé, f = 1.



Véta 186

Necht' f,g € Li(ug) @aje{l,..., d}. Fourierova
transformace ma nasledujici viastnosti:

(@) f e Co(RY) a||fllo < ||fll1. Fourierova transformace je
tedy spojité linedrni zobrazeni z prostoru Ly(RY) do
prostoru Co(RY).

(b) Necht'y € RY. Pak 7,f(t) = e v-Vf(t) pro kaZdé
t € RY a naopak pro funkci h(x) = €% f(x) plati
h =1, f.

; _ T — |~lDF
(c) Je-lic#0ah(x) = f(%),f)ak~h(t) = |c|%f(ct) pro

kazdé t € RY. Speciginé, f = 1.

=7

)

(d)



(e ) Jestllze eX|stu1e v8ude na R a jestlize
3 € L (,ud) pak - (t) = itf(t) pro kazdé t € RY.



(e ) Jestllze eX|stu1e v8ude na R a jestlize

e, (,ud) pak - (t) = itf(t) pro kazdé t € RY.
(f) Jestllze pro funkci h(x) —ixf(x) plati h € Ly(iq),
pak 2 ar L (1) = h(t) pro kazdé t € R.



(e ) Jestllze eX|stu1e v8ude na R a jestlize

e, (,ud) pak - (t) = itf(t) pro kazdé t € RY.
(f) Jestllze pro funkci h(x) —ixf(x) plati h € Ly(iq),
pak 2 ar L (1) = h(t) pro kazdé t € R.

(9) f*g:f\.



(e ) Jestllze eX|stu1e v8ude na R a jestlize

e Ly (,ud) pak - (t) = itf(t) pro kazdé t € RY.
(f) Jestllze pro funkci h(x) —ixf(x) plati h € Ly(iq),
pak 2 ar L (1) = h(t) pro kazdé t € R.
(9) fFx g= fA.
(h) fRd fgduq = fRd f/g\dlid-



Lemma 187

Necht ae€ R af € Ly([a, +o0)). Pfedpokladejme dale, zZe
f je absolutné spojita na kazdém intervalu [a, b], b > a,
nebo Ze f' existuje vlastni na celém [a, +00). Je-li

f e Ly([a, +00)), paklim,_ 1 f(x) = 0.



Lemma 187

Necht ae€ R af € Ly([a, +o0)). Pfedpokladejme dale, zZe
f je absolutné spojita na kazdém intervalu [a, b], b > a,
nebo Ze f' existuje vlastni na celém [a, +00). Je-li

f e Ly([a, +00)), paklim,_ 1 f(x) = 0.

Lemma 188

Necht f,g: R — C, f, g maji (vlastni) derivaci v kazdém
bode R aplati f,f' € L1(R), g je omezena a g’ je spojita
aomezena. Pak [, f'gdA = — [ fg' dA.



Lemma 189

Necht f € L{(R9, 1), g: Rd — K je omezena
ajef{l,.... d}. Jestlize 2L ax a ag existuji véude na R¢
a/estl/ze e [4(RY) a gg e Cy(RY), pak

il
RY axgdk __/Rdf )ggdk.



Priklad 190 )
Definujme funkci g: RY — R predpisem g(x) = e~ 2=,
Pak g € Li(pa),

]
146

LNISH

90 =(3)

j=1

funkce g je nezdpornd a [p, gduqg = 1.



Lemma 191

Necht f, g € Li(j1q). PoloZme gn(x) = n?g(—nx)

a ho(x) = g(%) prox e R? an e N. Pak

f % gn(X) = [pa F()EXE Pa(t) djg(t) pro kazdé x € RY
aneN.



Véta 192 (o inverzi)

Necht f € Ly(iq). Je-li f € Li(uq), pak pro s. v. x € R?
plati

-~
~

f(x) = / HHe™ dpug(t) = T(—x).

Je-li navic f spojita, pak vzorec plati pro véechna x € RY.



Véta 192 (o inverzi)

Necht f € Ly(iq). Je-li f € Li(uq), pak pro s. v. x € R?
plati

-~
~

00 = [ T(te"" dua(t) = F0),
Je-li navic f spojita, pak vzorec plati pro véechna x € RY.

Dusledek 193

Fourierova transformace ¥ : Li(ug) — Co(RY) je prosté
zobrazeni. Je-li g € Li(jq) spojita a g € Li(ng), pak
geRng¥ a¥ (g9 =9



Véta 192 (o inverzi)
Necht f € Ly(ig). Je-li f € Li(ig), pak pro s. v. x € R?
plati

fu):/aﬂnﬁmmﬂﬂg=ﬂem.
RA
Je-li navic f spojita, pak vzorec plati pro véechna x € RY.

Dusledek 193

Fourierova transformace ¥ : Li(ug) — Co(RY) je prosté
zobrazeni. Je-li g € Li(jq) spojita a g € Li(ng), pak
geRng¥ a¥'(g) =g.

Dusledek 194 R R
Jsou-lif, g € Li(uq) takové, Ze f, 9.19.fg € Li(1q), pak
fg="r=xg.



Véta 195 (Michel Plancherel, 1910)
Existuje prave jedna linearni izometrie

F: Lo(ug) — La(g) na takova, Ze F(f) = pro kaZzdou
fe La(ug) N Li(1q)-



V. Slaba konvergence



V. Slaba konvergence

Definice 196

Necht X je normovany linearni prostor. Rekneme, Ze
posloupnost {x,} C X konverguje slabé k x € X, jestlize
pro kazdé f € X* plati, ze f(x,) — f(x). ZnaCime to

X, — X.
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Necht X je normovany linearni prostor. Rekneme, Ze
posloupnost {x,} C X konverguje slabé k x € X, jestlize
pro kazdé f € X* plati, ze f(x,) — f(x). ZnaCime to

Xy — X.

Rekneme, Ze posloupnost {f,} ¢ X* konverguje slabé

s hvézdickou k f € X*, jestlize pro kazdé x € X plati, ze

£.(x) — f(x). Zna&ime to f, > f.



V. Slaba konvergence

Definice 196

Necht X je normovany linearni prostor. Rekneme, Ze
posloupnost {x,} C X konverguje slabé k x € X, jestlize
pro kazdé f € X* plati, ze f(x,) — f(x). ZnaCime to

Xy — X.

Rekneme, Ze posloupnost {f,} ¢ X* konverguje slabé

s hvézdickou k f € X*, jestlize pro kazdé x € X plati, ze

£.(x) — f(x). Zna&ime to f, > f.
Fakt 197

Limity slaba i slaba s hvezdi¢kou jsou urceny
jednoznacné.



Lemma 198
Necht’ X je normovany linearni prostor.

(a) Je-li{x,} Cc X, x € X ax, — x, pak x, X x.



Lemma 198
Necht’ X je normovany linearni prostor.

(a) Je-li{x,} Cc X, x € X ax, — x, pak x, X x.
(b) Je-li {f,} C X*, fe X* af, % f, pakf, > f.
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(c) Je-li X reflexivni Banachuv prostor, {f,} C X*
afe X*, pakf, — f, pravé kdyz f, - f.



Lemma 198
Necht’ X je normovany linearni prostor.

(a) Je-li{x,} Cc X, x € X ax, — x, pak x, X x.
(b) Je-li {f,} C X*, fe X* af, % f, pakf, > f.
(c) Je-li X reflexivni Banachuv prostor, {f,} C X*

afe X*, pakf, — f, pravé kdyz f, - f.
Lemma 199

Kazda slabe i slabé s hvézdickou konvergentni
posloupnost je omezena.



Véta 200

Necht X je Banachuv prostor. Pak X je reflexivni, pravé
kdyz kazda omezena posloupnost v X ma slabé
konvergentni podposloupnost.



Tvrzeni 201
Pro nasledujici Banachovy prostory X, posloupnosti
{x,} C X ax e Xplati:

(a) Pokud X = ¢, nebo X = £,, 1 < p < oo, pak X, — X,
pravé kdyz {x,} je omezena a x,(k) — x(k) pro
kazdé k € N.



Tvrzeni 201
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Tvrzeni 201
Pro nasledujici Banachovy prostory X, posloupnosti
{x,} C X ax e Xplati:

(a) Pokud X = ¢, nebo X = £,, 1 < p < oo, pak X, — X,
pravé kdyz {x,} je omezena a x,(k) — x(k) pro
kaZdé k € N.

(b) Pokud X = £,,1 < p < oo, pak X, — X, pravé kdyz
{xn} je omezena a x,(k) — x(k) pro kazdé k € N.

(c) Pokud X = C(K), pak x, — x, pravé kdyz {x,} je
omezena a x,(t) — x(t) pro kazdé t € K.



Tvrzeni 202
Necht X = Ly(u), {f,} C X af € X.

(a) Je-li1 < p < oo, pak f, - f, pravé kdyz {f,} je
omezena a |, f,(t)dt — [, f(t) dt pro kaZdou
meéritelnou A konecné miry.
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Tvrzeni 202
Necht X = Ly(u), {f,} C X af € X.

(a) Je-li1 < p < oo, pak f, — f, pravé kdyz {f,} je
omezena a |, f,(t)dt — [, f(t) dt pro kaZdou
meéritelnou A konecné miry.

(b) Je-lip =1 a u je o-koneéna, pak f, — f, pravé kdyz
{f.} je omezend a [, f,(t)dt — [, f(t) dt pro kaZdou
méfitelnou A.

(c) Je-li1 < p < oo, {f,} je omezena a f, — f bodove
s.v, pak f, > f.
(d) Je-li1 < p < o0, {f,} je omezena a f, — f v mife, pak

£, 5 f
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