I. Banachovy a Hilbertovy prostory

1. Zakladni vlastnosti
Definice 1. Necht' X je vektorovy prostor nad K. Funkci ||-||: X — [0, 400) nazyvame normou na X, pokud
@) ||x|| = 0 pravé tehdy, kdyz x = 0,
(i) [lx + yl < [lxIl + llyll pro vSechna x, y € X,
(iii) |lax|| = || - ||x]|| pro vSechna x € X a« € K.
Dvojici (X, ||||) nazyvame normovanym linedrnim prostorem.
Tvrzeni 2. Necht' (X, ||-||) je normovany linedrni prostor nad K.
(a) Funkce p(x,y) = ||x — y|| pro x,y € X je translacné invariantni metrika na X.
(b) Norma je 1-lipschitzovskd (a tedy spojitd) funkce na X.
(c) Zobrazeni +: X x X — X a-: K x X — X jsou spojitd.
e Uzavienou kouli o stfedu x € X a poloméru r > 0 budeme znacit By (x,r), tj. Bx(x,r) ={y € X; |x —y|| < r}.
e Otevienou kouli o stfedu x € X a poloméru > 0 budeme znadit Uy (x,r), tj. Ux(x,r) ={y € X; |x —y|| <r}.
e Mnozina By = Bx (0, 1) se nazyva jednotkova koule v X.
e Mnozina Uy = Ux (0, 1) se nazyv4 oteviend jednotkova koule v X .
e Mnozina Sy = {x € X; | x|| = 1} se nazyvd jednotkova sféra.
Definice 3. Banachiiv prostor je normovany linearni prostor, ktery je uplny v metrice dané normou.
Tvrzeni 4. Necht’ X je normovany linedrni prostor a Y jeho podprostor.
(a) Je-li Y Banachiv, pak Y je uzavieny v X.

(b) Je-li X Banachiv, pak Y je Banachitv, pravé kdyZ Y je uzavieny v X.

Definice 5. Necht' P je metricky prostor a p, o jsou metriky na P. Rekneme, Ze metriky p a o jsou ekvivalentni, pokud x, 2 X,
praveé kdyz x, % x pro {x,} C P, x € P.Rekneme, Ze metriky p a o jsou skoro stejné, pokud existuji A, B > 0 takov4, Ze
Ao(x,y) < p(x,y) < Bo(x,y) pro vSechnax,y € P.

Tvrzeni 6. Necht’ X je vektorovy prostor, ||-||1, ||-||2 jsou normy na X a p1, pa jsou pislusné metriky. Pak py a pa jsou skoro
stejné, pravé kdy? jsou ekvivalentni.

Definice 7 (ekvivalentni normy). Necht' X je vektorovy prostor a |||, ||-|2 jsou normy na X. Rekneme, e normy |-||1 a ||-||2
jsou ekvivalentni, pokud existuji A, B > 0 takové, Ze pro kazdé x € X plati A|x|> < |x||1 < B|x||2-

Véta 8. Na konecnérozmérném vektorovém prostoru jsou vSechny normy ekvivalentni.

Lemma 9. Necht' X je vektorovy prostor, ||-||1 a ||-||2 jsou normy na X, By = Bx ||, B2 = Bx,|-|») @ a.b > 0. Pak
allx|l2 < |lxll1 < bllx|2 pro kazdé x € X, prdavé kdyZ aBy; C By C bBy. Specidlné, ||-||1 = ||| prdvé tehdy, kdyZ By = B».

Tvrzeni 10. Necht’ X je vektorovy prostor, ||-||1 a ||-||2 jsou normy na X a By = B(x,|.|,), B2 = B(x,|-|,)- Ndsledujict tvrzeni
Jjsou ekvivalentni:

(i) Normy ||-|l1 a |||z jsou ekvivalentni.
(it) Existuji a,b > 0 takovd, Ze aBy C B, C bBj.
(iii) Zobrazeni Id : (X, |-|l1) — (X, |-|l2) je homeomorfismus.
(iv) Oteviené mnoZiny v (X, ||-|l1) spbyvaji s otevienymi mnoZinami v (X, ||-||2)-

Definice 11. Necht' X je vektorovy prostor. Rekneme, 7e mnozina M C X je konvexni, pokud pro kazdé x,y € M a A € [0, 1]
plati, Ze Ax + (1 — 1)y e M.

Necht’ x1,...,x, € X.Rekneme, 7e x € X je konvexni kombinaci vektord x1, ..., x, s koeficienty A1,..., A, € R, jestlize
x =37 _Aix;aplat,Ze A1,..., A, > 0ad ;A = 1.
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Fakt 12. Koule v normovaném linedrnim prostoru jsou konvexni mnoZiny.

Definice 13. Necht X je vektorovy prostor a M C X. Konvexnim obalem M nazveme mnoZinu conv M = ({C D M,
C C X je konvexni}.

Tvrzeni 14. Necht’ X je vektorovy prostora M C X. Pak

n n
conv M = Z/\ixi; X1y Xn €M, A1, ..., Ay EO,ZM =1,n€ Njy.
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Definice 15. Necht' X je vektorovy prostor. Rekneme, 7e mnoZina M C X je symetrickd, pokud —M = M.

Fakt 16. Necht’ M je symetrickd konvexni podmnoZina normovaného linedrniho prostoru X, kterd obsahuje U(x,r), resp.
B(x,r) pronéjaké x € X. Pak U(0,r) C M, resp. B(0,r) C M.

Definice 17. Necht' X je normovany linedrni prostor a M C X. Pak definujeme uzavieny linedrni obal M jako span M =
(WY D M; Y uzavieny podprostor X } a uzavieny konvexni obal M jakotonv M = ({C D M; C C X je uzavfend konvexni}.

Fakt 18. Necht’ X je normovany linedrni prostor, Y je podprostor X a C C X je konvexni. Pak Y je podprostor X a C je
konvexni mnoZina.

Tvrzeni 19. Necht’ X je normovany linedrni prostora M C X. Pakspan M = span M a conv M = conv M.

Tvrzeni 20. Necht’ X je normovany linedrni prostor, F C X je uzaviend a K C X je kompaktni. Pak F + K je uzaviend. Je-li
navic F kompaktni, pak je i F + K kompaktni.

Véta 21. Necht’ X je normovany linedrni prostor, Y C X uzavieny podprostor a Z C X konelnérozmérny podprostor. Pak
span(Y U Z) je uzavreny.

Dusledek 22. Necht’ X je normovany linedrni prostor. KaZdy koneénérozmérny podprostor X je uzavieny v X.
Véta 23.

(a) Prostory coalp, 1 < p < oo, jsou separabilni.

(b) Prostor £ je neseparabilni.

(c) Je-li K kompakini metricky prostor, je prostor C(K) separabilni.

(d) Necht' §2 C R” je lebesgueovsky méfitelnd a 1 < p < oo. Pak prostor L, (82, A) je separabilni.

2. Rady v normovanych linearnich prostorech

Definice 24. Necht' X je normovany linedrni prostor a {x,} C X. Rekneme, Ze fada Y o2 | Xn konverguje k x € X, pokud
x = limyseo Z,Ilv:l xn. Rada Y9 | x, je konvergentni, pokud existuje x € X tak, Ze x = Y o0, x,. Rada je absolutné
konvergentni, pokud Y o2, || x| < +oo0.

Fakt 25. Necht’ X je normovany linedrni prostor a Zzozl Xn, je konvergentni fada v X. Pak
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Véta 26 (Test tplnosti). Necht’ X je normovany linedrni prostor. Pak X je Banachiv, prdavé kdyZ kaZdd absolutné konvergentni
fada je konvergentni.
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Definice 27. Necht' X je normovany linedrni prostor, I” je mnoZina a {x, }yer je kolekce prvki prostoru X . Symbol Zye Xy

nazveme zobecnénou fadou. Déle F (I'") znadf systém viech koneénych podmnozin I". Rekneme, Ze zobecnénd fada > yer Xy
konverguje (téZ konverguje bezpodminecné) k x € X pokud plati

Ve>0 AFeF(I') VF eF(I').F' OF:

x—Exy

y€eF’

<eé&.

Existuje-li takové x € X, fikdme, Ze je zobecnéna fada Zye r Xy (bezpodmine¢n€) konvergentni a x nazyvdme jejim souctem.
Konverguje-li zobecnénd fada redlnych Cisel Zye rllxy ||, pak se zobecnénd fada Zye Xy nazyvé absolutné konvergentni. Pro
I' = @ klademe ), . x, = 0.



Definice 28. Rekneme, Ze zobecnénd fada ), i x), v normovaném linedrnim prostoru splituje Bolzanovu-Cauchyovu podminku,
pokud

YVe>0 AF e F(I') VF e¥F(IN),F NF=¢: <e.
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Véta 29. Necht’ Zy e Xy je konvergentni zobecnénd rada v normovaném linedrnim prostoru X. Pak plati:
(a) Jeji soucet je urcen jednoznacné.
(b) Splituje Bolzanovu-Cauchyovu podminku.
(c) Je-li ZyeF Xy = X, pak Zye[‘ Xx(y) = X pro kaZdou permutaci (1j. bijekci) w: I' — I.
(d) (Ixyl), cp € co(I).
(e) Je-li {y,}32, C I libovolnd prostd posloupnost takovd, Ze {y € I'; x, # 0} C {yn; n € N}, pak > po | Xy, = X.
Tvrzeni 30. Necht Zy er Ay je zobecnénd tada nezdpornych Cisel. Pak tato Fada konverguje, prdveé kdy?

sup{z ay; F € ?’(1‘)} < +00.

yeF

Potom plati

Zay =sup%Zay; F e 5‘7(1")}.

yell yeF

Tvrzeni 31. Necht’ ) ,cr Xy, Y ,er Yy jsou konvergentni zobecnéné tady v normovaném linedrnim prostoru nad K a necht’
¢ € K. Pak Zye[‘(xy +yy) = Zye]‘ Xy + Zye]‘ Yy a ZyEF CXy =¢ Zye]‘ Xy.

Véta 32. Necht’ X je Banachiiv prostor.

(a) Zobecnénd fada v X je konvergentni pravé tehdy, kdy? splriuje Bolzanovu-Cauchyovu podminku.

(b) KaZdd absolutné konvergentni zobecnénd rfada v X je konvergentni.

(c) Je-li zobecnénd fada ) |, Xy v X konvergentni a A C I, pak je i zobecnénd fada ) _ ¢ o xy konvergentni.

Tvrzeni 33.

(a) Necht zobecnénd fada ), o Xn v normovaném linedrnim prostoru X konverguje k x € X. Pak i Fada thozl Xn konverguje

k x.

(b) Necht’ fada ZZOZI Xn v normovaném linedrnim prostoru X konverguje k x € X a necht’ zobecnénd rada y_, o Xn spliiuje
Bolzanovu-Cauchyovu podminku. Pak )", . Xn konverguje k x.

(c) Necht {a,} je posloupnost nezdpornych Cisel. Pak zobecnénd fada ),y an konverguje, prdavé kdyz konverguje rada
Y o2 | an (a obé pak maji stejny soucet).

Diusledek 34. Necht’ X je normovany linedrni prostor a {x,} C X. Pak zobecnénd fada )", o Xn je absolutné konvergentni,
pravé kdy? rada Y -, xn je absolutné konvergentn.

Definice 35. Necht' {x,} je posloupnost v normovaném linedrnim prostoru X a x € X. Rekneme, Ze 302 | Xn konverguje
bezpodminecné (k x), pokud konverguje zobecnénd fada ),y Xn (k X).

Véta 36. Necht’ {x,} je posloupnost v normovaném linedrnim prostoru X. Pak ndsledujici tvrzeni jsou ekvivalentni:
(i) ZZO=1 Xn konverguje bezpodminecné.

(ii) ZZOZI Xz (n) konverguje pro kazdou permutaci w: N — N ke stejnému souctu.

(iii) ZZOZI Xz (n) konverguje pro kazdou permutaci w: N — N.

Véta 37. Kazdd absolutné konvergentni fada v Banachové prostoru je bezpodminené konvergentni.
KaZdd fada v R je absolutné konvergentni, pravé kdyZ je bezpodminecné konvergentni.



3. Linearni operatory a funkcionaly

Pripomerime si, Zze zobrazeni 7: X — Y mezi vektorovymi prostory X, Y nad K se nazyva linedrni, pokud T(x + y) =
T(x)+ T(y)aT(ax) =aT(x)provsechnax,y € X ax € K.

Fakt 38. Necht’ X, Y jsou vektorové prostory, T: X — Y je linedrni zobrazeni a M C X. Pak T(—M) = —T(M) a
T (conv M) = conv T'(M). Specidlné, je-li M symetrickd, pak T (M) je symetrickd, a je-li M konvexni, pak T (M) je konvexni.
Obdobné, je-li N C Y symetrickd, pak T~1(N) je symetrickd, a je-li N konvexni, pak T~Y(N) je konvexni.

Tvrzeni 39. Necht’ X, Y jsou normované linedrni prostory a T: X — Y je linedrni zobrazeni. Pak ndsledujici tvrzeni jsou
ekvivalentni:

(i) T je spojité.
(ii) T je spojité v jednom bodeé.
(iii) T je spojité v 0.
(iv) Existuje C > 0 tak, Ze | T (x)| < C||x|| pro kazdé x € X.
(v) T je lipschitzovské.
(vi) T je stejnomérné spojité.
(vii) T (A) je omezend pro kaidou omezenou A C X.
(viii) T (Bx) je omezend.
(ix) T(U(O, 5)) Jje omezend pro néjaké § > 0.
Prostor £(X,Y) s normou

1T = sup ITC)].

X€Bx

je normovany linedrni prostor.
Lemma 40. Necht’ X, Y jsou normované linedrni prostorya T € £(X,Y).
(a) | TGO < IIT|x|| pro kazdé x € X.

. e e Ly T
(b) ||| = supyepy | T(x)|. Je-li X netrividlni, pak té% | T || = sup,es, | T(x)]| = supyex oy Lre

Ixl -

(c) IT|l =inf{C = 0: |[T(x)|| = Cllx|| pro kazdé x € X}.

Fakt 41. Necht’ X, Y jsou normované linedrni prostory a {T,} C L£(X,Y) je posloupnost operdtorii konvergujicich k T €
£(X,Y) vprostoru £(X,Y). Pak {T,} konverguje k T bodoveé, tj. pro kaZdé x € X plati T,,(x) — T(x) v prostoru Y .

Fakt 42. Necht’ X, Y, Z jsou normované linedrni prostory, S € £(X,Y)aT € £(Y,Z). Pak |T o S|| < || T|||IS].
Véta 43. Necht’ X je normovany linedrni prostor a Y je Banachiiv prostor. Pak £(X,Y) je Banachiiv prostor.

Definice 44. Necht’” X je normovany linedrni prostor nad K. Prostor £ (X, K) zna¢ime X* a nazyvame jej dudlnim prostorem
k prostoru X.

Véta 45. Je-li X normovany linedrni prostor, je prostor X* iiplny.
Lemma 46. Necht’ X je normovany linedrni prostor a f € X*. Pak pro kazdé x € X plati | f(x)| = | f || dist(x, Ker f).
Definice 47. Necht X, Y jsou normované linedrni prostory a T € £(X, Y). Rikdme, Ze T je

o izomorfismus X naY (nebo jen izomorfismus), pokud T je bijekce X na Y a inverzni operdtor ! je spojity;

e izomorfismus X do Y (nebo jen izomorfismus do), pokud T je izomorfismus X na Rng T';

e izometrie X naY (nebo jen izometrie), pokud T jenaa ||T(x) — T(y)|| = ||x — y|| pro vSechna x, y € X;

e izometrie X do Y (nebo jen izometrie do), pokud ||T(x) — T(y)|| = ||lx — y|| pro vSechna x,y € X.

Rikame, Ze prostory X a Y jsou

e izomorfni, pokud existuje linedrni izomorfismus X na Y;

e izometrické, pokud existuje linedrni izometrie X na Y.



Rikdme, Ze prostor X je

e izomorfné vnoren do Y, pokud existuje linedrni izomorfismus X do Y

e izometricky vnoren do Y, pokud existuje linedrni izometrie X do Y.
Pozndmka 48. Uvédomme si, Ze linedrni zobrazeni T: X — Y je izometrie do, pravé kdyZ ||T'(z)|| = ||z|| pro kazdé z € X.
Tvrzeni 49. Necht’ X, Y jsou normované linedrni prostory.

(a) T € £(X,Y) je izomorfismus do pravé tehdy, kdy? existuji konstanty Cy, Ca > 0 takové, Ze C1||x|| < ||T(x)|| < Ca||x]|| pro
kaZdé x € X.

(b) Je-li X izomorfni s Y a X je Banachiv, je i Y Banachiiv.

(c) Je-li X Banachiiva T € £(X,Y) je izomorfismus do, pak Rng T je uzavienyvY .
Fakt 50. Necht’ X, Y, Z jsou normované linedrni prostorya T € £(X,Y), S € £(Y, Z).
(a) Jsou-li S, T izomorfismy do, pak S o T je izomorfismus do.

(b) Jsou-li S, T izometrie do, pak S o T je izometrie do.

Véta 51. Necht’ X, Xa aY jsounormované linedrni prostory, X je husty v Xa Y jeiplny. Necht’ ddle T € L(X,Y). Pak existuje
pravé jeden operdtor T e ci‘i(X Y) rozSifujici T, 1. T tx = T. Navic plati ||T|| |T|. Je-li T izometrie do, pak T]e 1é7
izometrie do.

4. Konecnérozmérné prostory

Lemma 52 (o skoro kolmici, Frigyes Riesz (1918)). Necht’ X je normovany linedrni prostor. Je-li Y vlastni uzavieny podprostor
X, pak pro kaZdé € > 0 existuje x € Sy takové, Ze dist(x,Y) > 1 —e.

Véta 53. Necht’ X je normovany linedrni prostor nad K. Pak ndsledujici tvrzeni jsou ekvivalentni:
(i) dim X < oo.

(ii) Existuje n € N takové, Ze X je izomorfni s (K", ||-||2)-

(iii) Byx je kompakini.

(iv) KaZzdé linedrni zobrazeni z X do néjakého normovaného linedrniho prostoru je spojité.
(v) Kazdd linedrni forma na X je spojitd.

(vi) KaZdé dvé normy na X jsou ekvivalentni.

5. Operace s normovanymi linearnimi prostory, projekce a doplnky
Jsou-li (X, ||-|lx) a (Y. ||-|ly) normované linedrni prostory nad K a 1 < p < oo, pak funkce (x, y) — |(x,y)|p. kde
1
P P\7v
I )l = (”x”X + ||Y||y) pro p < o0, (1)
max{||lx|x.[[ylly} ~ prop=o0
je norma na vektorovém prostoru X x Y.

Definice 54. Necht' (X, ||-|x) a (¥, |-|ly) jsou normované linedrni prostory a 1 < p < co. Pak prostorem X @, ¥ rozumime
normovany linedrni prostor (X x Y. |-||,), kde norma ||-||, je dand vzorcem (T).

Necht' X je vektorovy prostor nad K a Y je jeho podprostor. Definujme relaci ekvivalence ~ na X jako
xX~y&x—yel.
Pro x € X pak definujeme X jako tfidu ekvivalence obsahujici x, tedy
x={yeX:y~x}={yeX;y—xe¥}=x+7Y.

Na mnoziné
X/Y ={x; x € X}

definujeme operace X + y = x + yaaXx = axprox,y € X/Y aa € K.




Definice 55. Necht' X je vektorovy prostor a Y je jeho podprostor. Pak vektorovy prostor X /Y nazyvame faktorprostorem
prostoru X podle Y nebo téZ kvocientem X podle Y. Déle definujeme tzv. kanonické kvocientové zobrazeni q: X — X/Y
piedpisem ¢ (x) = X.

Necht' X je normovany linedrni prostor a ¥ jeho uzavfeny podprostor. Pak (X /Y, |-|x;y) je normovany linedrni prostor s
normou

[Xllx/y = inf|lyll = inf|lx + y| = inf[x — y| =
yex yeY yeY

= dist(x + ¥, 0) = dist(x, Y),
Tato norma se nazyva kanonickd kvocientovd norma.

Tvrzeni 56. Necht’ X je normovany linedrni prostor a Y jeho uzavieny podprostor. Pak kanonické kvocientové zobrazeni
q: X — X/Y je spojity linedrni operdtor, ktery je na a spliiuje q(Ux) = Ux,y. Je-li Y viastni, pak ||q| = 1.

Véta 57. Necht’ X je Banachiiv prostor a Y jeho uzavieny podprostor. Pak X /Y je téZ Banachiiv prostor.

Definice 58. Necht' X je vektorovy prostor a A, B jsou jeho podprostory. Rikdme, Ze X je direktnim (1éZ algebraickym) souctem
AaB (znacime X = A@ B)pokud AN B ={0}aX = A+ B =span(4 U B). Je-li A podprostor X, pak kazdy podprostor
B C X spliyjici A @ B = X se nazyva algebraicky doplnék A v X .

Definice 59. Necht X je mnozina. Zobrazeni P: X — X se nazyvd projekce, pokud P2 = P o P = P.
Fakt 60. Necht' X je mnoZina.

(a) Je-li P: X — X projekce, pak P [rngp = Idrng P.

(b) Je-liY C X a P: X — Y zobrazeni spliiujici P 'y = Idy, pak P je projekce X na'Y .

Tvrzeni 61. Necht’ X je vektorovy prostor. Jsou-li P4, Pp projekce prislusné rozkladu X = A & B, pak Py + Pp = Idy,
Rng P4 = A, Ker P4 = B, Rng Pg = B a Ker Pg = A. Na druhou stranu, je-li P linedrni projekce v X, pak X = A @ B,
kde A=Rng P, B=KerPaP = Py.

Véta 62. Necht’ X je vektorovy prostor a Y jeho podprostor.
(a) Prostor Y md algebraicky doplnékv X.

(b) Je-li A algebraicky doplnék Y v X, je A algebraicky izomorfni s XY (pomoci kanonického kvocientového zobrazeni);
specidlné dim(A) = dim(X/Y).

Definice 63. Je-li X vektorovy prostor a Y jeho podprostor, pak kodimenzi Y (zna¢ime codim Y') rozumime dimenzi libovolného
algebraického dopliiku Y (coZ je rovno dimenzi X/Y).

Definice 64. Je-li X normovany linedrni prostor a X = A @ B, pak fikdme, Ze X je topologickym souctem A a B, pokud jsou
prislusné projekce P4 a Pp spojité. Tento fakt znaCime X = A &, B. Je-li A podprostor X, pak kazdy podprostor B C X
spliiujici A @ B = X se nazyva topologicky doplnék A v X . Ma-li A topologicky doplnék, pak fikdme, Ze je komplementovany
(v X).

Véta 65. Necht’ X je normovany linedrni prostor a Y, Z C X jeho podprostory.

(a) Je-li X =Y & Z, jsouY a Z uzavrené.

(b) Je-li X Banachiva X =Y ® Z, kde Y a Z jsou uzaviené, je X =Y @ Z.

Véta 66. Necht’ X je normovany linedrni prostor a 'Y, Z jsou jeho podprostory spliiujici X =Y @& Z. Pak X =Y &, Z, prdvé
kdy? zobrazeniT: X - Y &, Z, T(x) = (Py (x), Pz (x)) Jje izomorfismus.

6. Hilbertovy prostory

Definice 67. Skaldrnim soucinem na vektorovém prostoru X nad K rozumime funkci (-,-): X x X — K s ndsledujicimi
vlastnostmi:

(i) funkce x + (x, y) je linedrni pro kazdé y € X,

(i) (x,y) = (y,x)prokazdé x,y € X,
(iii) (x,x) > O prokazdé x € X,

(iv) {x,x) = 0 pravé tehdy, kdyz x = 0.



Dvojici (X, (-, -)) nazyvame prostor se skaldrnim soucinem.

Tvrzeni 68 (Cauchyova-Schwarzova nerovnost). Necht’ X je prostor se skaldrnim soucinem. Pak
(i) 1(x. ) = /(x.x) (v, y) prokaidé x. y € X.
(ii) Funkce || x| = \/Wprox € X jenormana X.

Definice 69. Prostor se skalarnim soucinem (X, (-, -}) se nazyva Hilbertiiv prostor, pokud je iplny v metrice indukované skalar-
nim soucinem, tj. pokud (X, ||-||) je Banachtv prostor, kde || x|| = +/{x, x).

Tvrzeni 70. Necht' (X, (-,-)) je prostor se skaldrnim soucinem nad K.
(a) Prolibovolné y € X je fy: x = (x,y) spojity linedrni funkciondl na X a || f, || = |||
(b) Funkce (-,-): X x X — K je lipschitzovskd na omezenych mnoZindch (a tedy spojitd).
Fakt 71. Necht X je prostor se skaldrnim soucinem a x,y € X. Pak
Ix + ¥ = llx> + IyI” + 2Re{x, y).
Tvrzeni 72 (rovnobéznikové pravidlo). Necht’ X je prostor se skaldrnim soucinem. Pak pro v§echna x,y € X plati
Ix + yII” + llx = yI> = 2(IIx[1> + [y 1I?)-
Tvrzeni 73 (polarizacni vzorec). Necht’ X je prostor se skaldrnim soucinem. Pak pro vSechna x,y € X plati

(e y) = g(lx + 217 = llx = y1?)

v redlném pripade, resp.
(e y) = gl +p12 = llx = yI> +illx +iyl* —illx —iy]?)

v komplexnim pripadé.

Dusledek 74. Necht’ X, Y jsou prostory se skaldrnim sou¢inema T : X — Y je linedrni izometrie do. Pak T zachovdvd skaldrni
soucin, tj. (T (x), T(y)) = (x,y) prokazdé x,y € X.

Véta 75. Necht’ X, Y jsou prostory se skaldrnim soucinem nad K. Pak na prostoru X @, Y existuje skaldrni soucin, ktery
rozSiruje skaldrni souciny na X a Y, a ktery indukuje normu ||-||2. Specidlné, jsou-li X, Y Hilbertovy prostory, pak X @, Y je
Hilbertuv prostor.

Definice 76. Necht' X je prostor se skaldrnim soucinem. Prvky x,y € X se nazyvaji ortogondlni (na sebe kolmé), pokud
(x,y) = 0. Tento fakt znacime téZ x L y. Prvek x je ortogonalni (kolmy) k mnoZiné¢ A C X, pokud je ortogonalni ke kazdému
jejimu prvku, coz znacime x L A. Mnoziny A, B C X jsou ortogondlni, pokud x L y pro kazdé x € A, y € B, coZ znaCime
A L B.Mnozina A+ = {x € X; x L A} se nazyva ortogondlni doplnék A.

Fakt 77 (Pythagorova véta, asi 500 p.n.l.). Necht’ X je prostor se skaldrnim soucinema x,y € X. Je-li x L y, pak
Ix £ y1? = lx1? + Iyl
Obecnéji, jsou-li x1, ..., x, € X navzdjem ortogondlni, pak
X1 4+ A xall? = [l o 4 [l
Tvrzeni 78. Necht’ X je prostor se skaldrnim soucinem.
(a) Je-li Y podprostor X, pak Y N Y+ = {0}
(b) {0}t =X a Xt = {0
(c) Pro A C X je A = (span A)*.
(d) Pro A C X je At uzavieny podprostor X .
(e) Je-li X =Y + Z pro néjaké podprostory Y, Z C X takové, ¢ Y L Z,pak Z =Y+ Y =ZtaX =Y & Z.

Lemma 79. Necht’ X je prostor se skaldrnim soucinem. Jsou-li x,z € X takové, Ze (x,y) = (z,y) pro kazdé y € X, pak
x =2z

Véta 80 (Frigyes Riesz, 1934). Necht’ C je uzaviend neprdzdnd konvexni mnoZina v Hilbertové prostoru H. Pak pro kaZdé
x € H existuje prdavé jedno y € C tak, Ze |x — y| = dist(x, C).



Lemma 81 (F. Riesz, 1934). Necht’ X je prostor se skaldrnim soucinem, Y je jeho podprostor a x € X. Pak y € Y spliiuje
lx — y|| = dist(x, Y) prdvé tehdy, kdyZ x —y L Y.

Definice 82. Necht' X je prostor se skaldrnim sou¢inema P: X — X je projekce. Pokud x — P(x) L Rng P pro kazdé x € X,
pak P se nazyva ortogonalni.

Tvrzeni 83. Necht' X je prostor se skaldrnim soucinem a P: X — X je zobrazeni takové, Ze x — P(x) L Rng P pro kazdé
x € X. Pak P je ortogondlni linedrni projekce.

Véta 84. Necht’ X je prostor se skaldrnim soucinem a P: X — X je linedrni projekce. Pak ndsledujici tvrzeni jsou ekvivalentni:
(i) P je ortogondlni.

(ii) Ker P L Rng P.

(iii) Ker P = (Rng P)* a Rng P = (Ker P)*.

(iv) ||x — P(x)|| = dist(x,Rng P) pro kazdé x € X.
(v) x — P(x) L P(x) pro kaZdé x € X.

(vi) ||P(x)||?> = (P(x),x) pro kazdé x € X.

(vii) P je spojitda ||P|| <1 (1. P =0, nebo | P|| = 1).

Véta 85 (F. Riesz, 1934). Necht' Y je uzavieny podprostor Hilbertova prostoru H. Pak H = Y @, Y+ a H je izometricky
prostoru Y @, Y1+ pomoci kanonického zobrazeni T : x +— (Py (x), PyL(x)).

Disledek 86. Necht’ H je Hilbertiiv prostora A C H. Pak (A+)% = span A.

Disledek 87. Necht’ Y je uzavieny podprostor Hilbertova prostoru H. Pak H/Y je izometricky izomorfui s Y+ pomoci kano-
nického kvocientového zobrazeni.

Véta 88. Necht’ X je prostor se skaldrnim soucinem a {x,}oo, C X je posloupnost navzdjem ortogondlnich prvkii. Pak Fada
Zflozl X, konverguje bezpodminecné, pravé kdyz konverguje.

Definice 89. Je-li X prostor se skaldrnim souc¢inem a A C X, fekneme, Ze mnoZina 4 je
e ortonormdlni, pokud A C Sy ax L y provSechnax,y € A, x # y;
e maximdlini ortonormdlni, pokud A je ortonormalni a neexistuje ortonormalni mnoZina obsahujici 4 riznd od A4;

e ortonormdini bdze, pokud A = {e,; y € I'} je ortonormdlni mnoZina a kazdé x € X lze vyjadiit jako x = Zye I Xyey
pro néjaké skalary x, .

Fakt 90. Je-li A ortonormdlni mnoZina v prostoru se skaldrnim soucinem, pak ||x — y|| = /2 pro kazdé dva prvky x,y € A,

X # y.
Véta 91. Kazdy prostor se skaldrnim soucinem obsahuje maximdlni ortonormdlni systém.

Lemma 92. Necht’ {ey; y € I'} je ortonormdlni soustava v prostoru se skaldrnim soucinem a x = ), . Xyey, kde x, jsou
skaldry. Pak x,, = (x,ey) pro kazdé y € I'.
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Fakt 93. Necht’ {e;};eF je konecnd ortonormdlni mnoZina v prostoru se skaldrnim soucinem. Pak || D ieF i€ H =Y icplail?
pro libovolné skaldry a;, i € F.
Dusledek 94. Kazdd ortonormdlni mnoZina v prostoru se skaldrnim soucinem je linedrné nezdvisld.

Lemma 95. Necht’ X je prostor se skaldrnim soucinem a {e; }icF je konecnd ortonormdini mnoZina v X. Oznacme Y = span{e;;
i € F). Pakprokazdé x € X jex — Y ;cp(x,ei)e; € YL

Véta 96 (Besselova nerovnost). Je-li {e, },er ortonormdlni soustava v prostoru X se skaldrnim soucinem, plati Zy erl(x.en)?
llx|1? pro kazdé x € X.

IA

Véta 97. Necht’ X je prostor se skaldrnim soucinem a {ey },er je ortonormdlni systém v X. UvaZujme ndsledujici tvrzeni:
(i) |Ix|?> = > yerlix, ey)|? pro kazdé x € X (tzv. Parsevalova rovnost).
(ii) x =, cr{x,ey)ey prokaidé x € X.

(iii) {ey} je ortonormdlni bdze.



(iv) X =Spante,: y € '}

(v) {ey} je maximdlni ortonormdlni systém.
Pak (i)&(ii)< (i) < (iv)=(v). Je-li X Hilbertuv, pak jsou vSechna tvrzeni ekvivalentni.
Dusledek 98. Kazdy Hilbertiiv prostor md ortonormdlni bdzi.
Disledek 99. Je-li {ey }yer ortonormdlni soustava v Hilbertové prostoru H, pak zobrazeni P: H — H, P(x) = ), cr(x,ey)ey
2

je ortogondlni linedrni projekce na spanf{ey; y € I'}. Ddle je || P(x)|* = > yerl{x,ey)|* prokazdé x € X.

Véta 100 (Ernst Sigismund Fischer (1907), Frigyes Riesz (1907)). Je-li {e} },er ortonormdini bdaze Hilbertova prostoru H, je
zobrazeni T: H — £,(I"), T(x) = {(x, ey)}yer izometrie H a {,(I"). Tedy kaZdy Hilbertiiv prostor je izometricky prostoru
Lo (I") pro vhodnou mnoZinu I.

Tvrzeni 101. Necht’ X je prostor se skaldrnim soucinem. Je-li dim X = n € N, pak kaZdd ortonormdlni bdze md n prvkii. Je-li
dim X = oo a X je separabilni, pak kaZdd ortonormdlni bdze je nekonecnd spocetnd.

Véta 102 (Heinrich Loéwig (1934), F. Riesz (1934)). Necht’ H je Hilbertiiv prostor. Pro kaidé y € H oznacme f, € H*
funkciondl definovany jako fy,(x) = (x,y) pro x € H. Pak zobrazeni I : H — H¥*, I1(y) = f, je sdruzené linedrni izometrie
H na H*.

Lemma 103. Necht’ X je vektorovy prostor, f je linedrni formana X a x € X \ Ker f. Pak X = Ker f & span{x}. Tedy
codimKer f = 1.

I1I. Hahnova-Banachova véta a dualita

1. Hahnova-Banachova véta

Tvrzeni 104. Necht’ X je komplexni vektorovy prostor. Pak funkce f: X — C je (komplexni) linedrni forma, prdvé kdyZ Re f
Jje redlné-linedrni forma na Xg a plati Im f(x) = —Re f(ix) pro kaZdé x € X.

Definice 105. Necht' X je vektorovy prostor nad K. Funkce p: X — R se nazyva sublinedrni funkciondl, pokud plati
® p(x+y) = p(x)+ p(y) prokazdé x,y € X,
e p(tx) =tp(x)prokazdé x € X at € [0, +00).
Funkce p: X — [0, 400) se nazyva pseudonorma, pokud plati
e p(x+y) = px)+ p(y) prokazdé x, y € X,
e p(ax) = |a|p(x)prokazdé x € X aa € K.
Véta 106 (Hans Hahn (1927), Stefan Banach (1929)). Necht’ X je vektorovy prostor a Y je podprostor X.

(a) Je-li X redlny, p je sublinedrni funkciondl na X a f je linedrni forma na Y spliujici f(x) < p(x) pro kaZdé x € Y, pak
existuje linedrni forma F na X takovd, Ze F 'y = f a F(x) < p(x) pro kaZdé x € X.

(b) Je-li p pseudonormana X a f je linedrni formana Y spliiujici | f (x)| < p(x) pro kaZdé x € Y, pak existuje linedrni forma
F na X takovd, Ze F 'y = f a|F(x)| < p(x) pro kazdé x € X.

Véta 107 (Hahnova-Banachova). Necht' X je normovany linedrni prostor, Y je podprostor X a f € Y *. Pak existuje F € X*
takové, Ze F 'y = fa||F| = |l f].

Dusledek 108. Necht' X je netrividlni normovany linedrni prostor. Pro kazdé x € X existuje | € Sy~ takové, Ze f(x) = |x||.
Odtud plyne, Ze jsou-li x,y € X riizné body, pak existuje [ € X* takovy, Ze f(x) # f(y) (Fikdme, Ze X™* oddéluje body X ).

Disledek 109 (Dudlni vyjadfeni normy). Je-li X normovany linedrni prostor a x € X, pak ||x|| = maxsep, .| f(x)|.

Véta 110 (Oddé€lovani bodu a podprostoru). Necht’ X je normovany linedrni prostor, Y je uzavieny podprostor X ax € X \ Y.
Pak existuje f € Sxx tak, Ze f |y =0a f(x) = dist(x,Y) > 0.

Véta 111. Necht’ X je normovany linedrni prostor.
(a) KaZdy konecnérozmérny podprostor X je komplementovany.

(b) KaZdy uzavieny podprostor X konecné kodimenze je komplementovany.



Definice 112. Je-li X normovany linedrni prostor a A C X, pak definujeme tzv. anihildtor mnoZiny A jako
At ={f € X*; f(x) = 0prokazdé x € A}.

Pro mnoZinu B C X* pak definujeme tzv. zpétny anihildtor jako
B, ={x € X; f(x) =0prokazdé f € B}.

Lemma 113. Necht’ X je normovany linedrni prostora A C X, B C X*. Pak

(a) AL je uzavieny podprostor X *,

(b) B je uzavreny podprostor X,

(c) (A*)L = span 4,

(d) (BL)* D span B.

2. Reprezentace duala
Tvrzeni 114. Necht’ X a Y jsou izometrické normované linedrni prostory. Pak i prostory X* a Y™* jsou izometrické.

Definice 115. Necht p € R, p > 1, nebo p = 0. Cislog € R, ¢ > 1, nebo ¢ = oo nazyvame sdruZenym exponentem k p,
pokud plati % + é = 1, pfi¢emZ pouZivame konvenci, Ze é =0.

Véta 116 (Reprezentace dudli ke klasickym prostortim).
(a) Prostor c§ je linedrné izometricky s prostorem £1 pomoci zobrazeni I : {1 — cg, I(y) = f,, kde
o
L) =Y xiyi.
i=1

(b) Je-li1 < p < o0 a q je sdruZeny exponent k p, pak prostor Z; Jje linedrné izometricky s prostorem £, pomoci zobrazeni
I:4, — K;, I(y) = fy, kde

fy(x) = inyi-

i=1
(c) Je-li (£2,8, ) libovolny prostor s mirou, 1 < p < oo a q je sdruZeny exponent k p, pak prostor L,()* je linedrné
izometricky s prostorem Lg (1) pomoci zobrazeni I Ly (1) — Lp()*, 1(g) = ¢g, kde
9o (f) = /Q fedpu.

(d) Je-li (2,8, ) prostor se o-konecnou mirou, pak prostor L1()* je linedrné izometricky s prostorem Lo, (1) pomoct zob-
razeni I : Loo(p) = L1(p)*, 1(g) = g, kde

pe(f) Z/Qfgdﬂ-

Véta 117. Necht’ X, Y jsou normované linedrni prostory a 1 < p < oo. Necht’ q je sdruZeny exponent k p. Pak zobrazeni
I1:X*®;Y* — (X ®p Y)* dané predpisem

1(f.g)(x.y) = f(x) +g(»)
Jje linedrni izometrie X* @4 Y™ na (X @, Y)*.

Definice 118. Necht' K je kompaktni prostor. Rekneme, Ze linedrni funkcional A na C(K) je nezdporny, jestlize A(f) = 0 pro
kazdou nezdpornou funkci f € C(K).

Fakt 119. Necht’ K je kompaktni prostor a A je nezdporny linedrni funkciondl na C(K). Pak A je monotonni, tj. A(f) < A(g)
kdykoli f,g € C(K) jsou redlné funkce spliiujici f < g. Ddle A je automaticky spojity a pro redlnou f € C(K) plati
|[A(f)| < A(f])- Tedy v redlném pripadé plati || A|| = A(1).

Véta 120 (O reprezentaci nezdpornych linedrnich funkciondlt na C(K)). Necht’ K je kompakini prostor a A je nezdporny
linedrni funkciondl na C(K). Pak existuje jednoznacné urcend reguldrni borelovskd nezdpornd mira 0 na K spliiujici A(f) =
[x f du pro kazdé f € C(K).
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Véta 121 (Rieszova véta o reprezentaci C(K)*). Je-li K kompakini prostor, pak prostor C(K)* je linedrné izometricky s prosto-
rem M (K) vsech reguldrnich borelovskych komplexnich (resp. znaménkovych) mér na K pomoci zobrazeni I : M(K) — C(K)*,
I(p) = ¢p, kde

ou(f) = /K £ du.

Lemma 122. Necht’ K je kompakini prostor a ¢ € C(K)*. Pak existuje nezdporny A € C(K)* takovy, Ze |p(f)| < A(|f]) pro
kaZdou f € C(K).

Véta 123. Necht’ X je normovany linedrni prostor a 'Y je jeho podprostor.
(a) Necht'Y je uzavieny. Zobrazeni I: Y+ — (X/Y)* dané predpisem
I1(f)(x) = f(x)
je linedrni izometrie Y+ na (X/Y)*.

(b) Zobrazeni I: X*/Y+ — Y* dané predpisem
I(f)=fly
je linedrni izometrie X* Y+ na Y *.

Tedy (X /Y )* Ize identifikovat s Y+ a Y* Ize identifikovat s X* Y +.

3. Druhy dual a reflexivita

Definice 124. Necht' X je normovany linedrni prostor. Symbolem X ** zna¢ime (X ™*)*, tj. dudl k prostoru X *. Tento prostor
nazyvame druhym dudlem.

Je-li x € X, pak definujeme tzv. evaluacni funkciondl e, € X** predpisem e, (f) = f(x) prokazdé f € X*.

Definice 125. Necht' X je normovany linedrni prostor. Zobrazeni ¢: X — X ** dané predpisem &(x) = & se nazyva kanonické
vnoieni X do X**.

Tvrzeni 126. Necht' X je normovany linedrni prostor. Pak kanonické vnoieni e: X — X** je linedrni izometrie do. Je-li tedy
X navic Banachiiv, pak £(X) je uzavreny podprostor X **

Tvrzeni 127. Necht’ X je normovany linedrni prostor. Pak dim X* = dim X, a to i v pFipadé, Ze dim X = oo.
Véta 128. Pro kaZdy normovany linedrni prostor X existuje jeho ziiplnéni, tj. Banachiiv prostor takovy, Ze X je jeho husty
podprostor. Pro kaZdy prostor se skaldrnim souc¢inem X existuje jeho ziiplnéni, tj. Hilbertiv prostor takovy, Ze X je jeho husty

oy

podprostor. Tato rozsiteni jsou urcena jednoznacné aZ na izometrii, tj. jsou-li X1, Xo dvé ziplnéni X, pak existuje linedrni
izometrie X1 na X», kterd je na X identitou.

Lemma 129. Necht’ X, Y jsou normované linedrni prostorynad K a T : X — Y je linedrni izometrie do. Pak existuji normovany
linedrni prostor Z a linedrni izometrie S: Z — Y na tak, Ze X je podprostor Z a S }x = T.

Definice 130. Banachutv prostor X se nazyva reflexivni, pokud X ** = g(X).
Véta 131. KaZdy Hilbertiiv prostor je reflexivni.

Véta 132. Necht’ X, Y jsou Banachovy prostory.

(a) Je-li X izomorfni s reflexivnim prostorem, pak je i X reflexivni.

(b) Uzavieny podprostor reflexivniho prostoru je reflexivni.

(c) Prostor X je reflexivni prdavé tehdy, kdy? jeho dudl X* je reflexivni.

(d) Jsou-li X, Y reflexivni, je prostor X @, Y reflexivni pro libovolné 1 < p < oo.
(e) Je-li X reflexivni a Y jeho uzavieny podprostor, pak je X /Y reflexivni.
Priklady 133.

(a) Kazdy konecnérozmérny prostor je reflexivni.

(b) Prostor L, (u) je reflexivni pro libovolnou miru a1 < p < oo.

(c) Prostory cg, €1, £oos L1([0, 1]), Loo([0, 1]) a C([0, 1]) nejsou reflexivni.

(d) Existuje Banachtv prostor J (tzv. Jamestv prostor), ktery nenf reflexivni, i kdyzZ je izometricky s J **.
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II1. f]plnost v Banachovych prostorech

Véta 134 (Princip stejnomérné omezenosti). Necht’ X je Banachiiv prostor, Y je normovany linedrni prostor a A C £(X,Y).
Pak ndsledujici tvrzeni jsou ekvivalentni:

(i) sup{||T|; T € A} < 4o0.
(it) Pro kaZdé x € X je sup{||T(x)||; T € A} < 4o0.

Dusledek 135. Necht' X je Banachiiv prostor, Y je normovany linedrni prostor a {T,} je posloupnost v £(X,Y) takovd, Ze pro
kazdé x € X existuje T(x) = limy oo Ty (x). Pak T € £(X,Y) a |T| < liminf||T,||.

Definice 136. Zobrazeni f: X — Y mezi metrickymi prostory X, Y se nazyva oteviené, pokud f(G) je oteviend mnoZina v Y
pro kaZdou otevienou mnozinu G C X.

Véta 137 (O otevieném zobrazeni, Juliusz Pawet Schauder, 1930). Necht’ X,Y jsou Banachovy prostorya T € £(X,Y) je na.
Pak T je oteviené zobrazeni.

Lemma 138 (J. P. Schauder, 1930). Necht’ X je Banachiiv prostor, Y je normovany linedrni prostor a T € £(X,Y). JestliZe
r,s > 0 jsou takovd, Ze U(0,s) C T(U(0,r)), pak dokonce U(0,s) C T(U(0,r)).

Dusledek 139 (S. Banach, 1929). Necht’ X,Y jsou Banachovy prostoryaT € £(X,Y). Pak T je izomorfismus X na Y, prdvé
kdyZ? T je prosty a na.

Dusledek 140. Necht' X, Y jsou Banachovy prostory a T € £(X,Y) je na. Pak plati:
(a) Existuje c > 0 takové, Ze pro kaZdé y € Y existuje x € T~'(y) splijici || x| < c||y|.

(b) Zobrazeni T:X /KerT — Y dané predpisem 7"\(35) = T(x) je linedrni izomorfismus na. Tedy prostor Y je izomorfni s
X/KerT.

Fakt 141. Necht’ X, Y jsou normované linedrni prostory a T € £(X,Y). Definujme T:X /KerT — Y predpisem 7"\(55) =
T(x). Pak T € £(X/KerT,Y), |T|| = T\, T je prostt aT = T oq, kde qg: X — X/kerT je kanonické kvocientové
zobrazeni.

Definice 142. Je-li f: X — Y zobrazeni mnoziny X do mnoZiny Y, pak mnoZinu

graf f ={(x.y) e X xY: y = f(x)}

nazyvame grafem zobrazeni f. Rikdme, 7e zobrazeni f: X — Y, kde X, Y jsou metrické prostory, md uzavieny graf, pokud
mnoZina graf f je uzaviend v X x Y.

Véta 143 (O uzavieném grafu, S. Banach, 1932). Necht’ X, Y jsou Banachovy prostorya T : X — Y je linedrni zobrazeni. Pak
T je spojité, prdve kdyZ md uzavieny graf.

IV. Linearni operatory

1. Dualni operatory
Definice 144. Necht' X, Y jsou normované linedrni prostory a T € £(X,Y). Operdtor T*: Y* — X* definovany predpisem
T* f(x) = f(Tx)

pro f € Y*ax € X senazyva dudlni (nebo téZ adjungovany) operator k T'. (Ve VE&&[145]dokédzeme, Ze T* je dobfe definovany.)
Operitor (T*)* (tj. operdtor dudlni k 7*) znaime T**.

Véta 145. Necht’ X, Y, Z jsou normované linedrni prostory.

(a) Je-liT € £(X,Y),jeT*f € X* prokazdé f € Y*. Ddle T* € L(Y*, X*)a |T*|| = |IT].
(b) Zobrazeni T + T* je linedrni izometrie z £(X,Y) do £(Y*, X™*).

(c) Necht' T € £(X,Y)a S € £(Y,Z). Pak (S o T)* = T* o §*. Ddle Idg = Idx~.

Véta 146. Jsou-li X, Y normované linedrni prostory a T € £(X,Y), pak plati

(a) KerT* = (RngT)*,

(b) KerT = (RngT*),,
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(c) RngT = (KerT*),
(d) RngT* C (KerT)*.
(e) Jsou-li navic X, Y Banachovy a Rng T je uzavieny, pak Rng T* = (Ker T)=*.

Tvrzeni 147 (J. P. Schauder, 1930). Necht’ X, Y jsou normované linedrni prostory, ex: X — X** aey:Y — Y™* jsou
kanonickd vnoreni do druhych dudliia T € £(X,Y). Pak

T**OSXZSYOT.

Tedy T**(ex (X)) C ey (Y) a oznacime-lie: Y — ey(Y), ¢ = ey, a S:ex(X) = ey (Y), S = T** Poyx), pak T =
e loSoey.

Véta 148. Necht’ X, Y jsou normované linedrni prostorya T € £(X,Y).

(a) T* je prosty, pravé kdy? Rng T je hustyv Y.

(b) Je-li T izomorfismus na, pak T* je izomorfismus na a plati (T*)™! = (T~H*.
(c) Je-li T izometrie na, pak T* je izometrie na.

Je-li X uplny, pak v (b) a (c) plati i opacné implikace.

2. Kompaktni operatory

Definice 149. Necht’ X, Y jsou normované linedrni prostory a 7 : X — Y je linearni zobrazeni. Pak 7" se nazyva kompaktni ope-
rdtor, pokud pro kazdou omezenou A C X je mnoZina 7' (A) relativné kompaktni v Y. MnoZinu vSech kompaktnich linedrnich
operatord z X do Y znacime K (X,Y).

Linearni operator T se nazyva konecnérozmérny, pokud Rng T ma konecnou dimenzi. V dal§im budeme pracovat takrka
vyhradné se spojitymi konecnérozmérnymi operatory, oznacime proto mnozinu vSech konecnérozmérnych spojitych linearnich
operdtord z X do Y jako ¥ (X,Y).

Tvrzeni 150. Necht’ X, Y jsou normované linedrni prostory. KaZdy kompaktni linedrni operdtor z X do Y je automaticky
spojity. Ddle, je-li T : X — Y linedrni, pak ndsledujici tvrzeni jsou ekvivalentni:

(i) T je kompaktni.
(ii) T(Bx) je relativné kompaktni.
(iii) Je-li {x,} omezend posloupnost v X, pak posloupnost {T (x,)} md konvergentni podposloupnost.
Tvrzeni 151. Necht’ X, Y jsou normované linedrni prostorya T € K(X,Y).
(a) Je-li Z normovany linedrni prostor a Y je podprostor Z, pak T € K (X, Z).
(b) Je-li Z uzavieny podprostor Y aRngT C Z, pak T € X (X, Z).
Véta 152. Necht’ X, Y jsou normované linedrni prostory.

(a) Operdtor T € £(X,Y) je konecnérozmérny prdvé tehdy, kdy? existuji fi,.... fn € X* a y1,...,yn € Y takové, Ze
T(x)=Y7_, fi(xX)yi prokaZdé x € X.

(b) K(X,Y) je podprostor £(X,Y) a ¥ (X,Y) je podprostor X(X,Y).
(c) Pokud je Y Banachitv prostor, pak K (X, Y) je uzavieny podprostor £(X,Y).

(d) SloZime-li kompaktni linedrni operdtor se spojitym linedrnim operdtorem zleva Ci zprava, dostaneme opét kompaktni operd-
tor.

(e) Pokud X a'Y jsouuplné, T € X(X,Y)aRngT jeuzavieny, pak T € ¥ (X,Y).

Véta 153 (J. P. Schauder, 1930). Necht’ X je normovany linedrni prostor, Y je Banachiiv prostor a T € £(X,Y). Pak T* je
kompakitnt, pravé kdyZ T je kompaktni.
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3. Spektralni teorie (zejména) kompaktnich operatoru
Tvrzeni 154. Necht’ X je Banachitv prostor a T € £(X). Pak T je invertovatelny, pravé kdyZ T je bijekce.

Definice 155. Necht' X je normovany linedrni prostor nad K a T € £(X). Cislo A € K nazyvame viasmim &islem operatoru
T, pokud Ker(AI — T') # {0}, tj. pokud T'(x) = Ax pro néjaké x € X, x # 0. Prostor Ker(AI — T') pak nazyvame viastnim
prostorem prislusnym &islu A. Nenulové prvky vlastniho prostoru ptislusného ¢islu A se nazyvaji viastni vektory piislusné ¢islu
A. MnoZina vSech vlastnich cisel operdtoru 7" se nazyva bodové spektrum operatoru T a znaci se o, (7).

Spektrum operatoru T je mnoZina vSech Cisel A € K, pro kterd operator Al — T neni invertovatelny. Spektrum operatoru T'
zna¢ime o (7).

Véta 156. Necht’ X je Banachiiv prostor nad K a T € £(X). Pak o(T) je kompakini podmnoZina K spliiujici o (T) C
Bk (0, || T|). Je-li X komplexni, pak o (T') je neprdzdné.

Lemma 157. Necht’ X je normovany linedrni prostor a T € £(X) je invertovatelny. Pak A € o(T), prdvé kdy? % eo(T7h).

Tvrzeni 158. Necht’ X je Banachiiv prostor a T € £(X) je izomorfismus na. Pak o(T) C {)t e C; ﬁ <Al < ||T||}.
Véta 159. Necht’ X je Banachiiv prostora T € £(X). Pak o (T*) = o(T).

Tvrzeni 160. Necht’ X je normovany linedrni prostor. JestliZe T € K(X) adim X = oo, pak 0 € o(T). Jestlize T € F(X)
adim X > dimRngT, pak 0 € o,(T).

Véta 161. Necht’ X je normovany linedrni prostor nad K, T € K(X) a A € K\ {0}. Pak dimKer(Al — T) < oo. Je-li X
Banachitv, pak Rog(Al — T) je uzavieny.

Véta 162 (Fredholmova alternativa). Necht’ X je Banachiiv prostor nad K, T € K(X) a A € K\ {0}. Pak operdtor AI — T je
na, prdveé kdyz je prosty.

Disledek 163. Necht’ X je Banachiiv prostor a T € K(X). Pak o(T) C {0} U 0,(T).

Lemma 164. Necht’ X je normovany linedrni prostor a T € X£(X). Jsou-li Ay,...,A, riznd viasmi &isla operdtoru T
axy,...,x, € X viastni vektory prislusné ¢islim A1, ..., Ay, pak jsou tyto vektory linedrné nezdvislé.

Véta 165. Necht’ X je Banachiv prostor nad K a T € K(X). Pak pro kaZdé r > 0 je mnoZina o (T) N {A € K; |A| > r}
konecnd.

Dusledek 166. Necht' X je nekonecnérozmérny Banachiiv prostor a T € JK(X). Potom o(T) = {0} U {A,}, kde {A,} je
posloupnost, kterd je bud’ konecnd, nebo nekonecnd a konvergujici k 0, a je tvorena nenulovymi viastnimi cisly operdtoru T,
pricem? kaZdé z nich md konecnérozmérny vlastni podprostor.

Véta 167 (Druha Fredholmova véta). Necht’ X je Banachiiv prostor nad K, T € K(X) a A € K\ {0}. Pak
Rng(Alxy — T) = (Ker(Aly+ —T™)) .
Rng(Alx+ — T*) = (Ker(Alx — T))".
Véta 168 (Tteti Fredholmova véta). Necht’ X je Banachiiv prostor nad K, T € K (X) a A € K\ {0}. Pak

dimKer(AIxy — T) = codimRng(Alx — T) = dimKer(AIx+ — T*) = codimRng(AIx+ — T™*) < oo.

V. Konvoluce funkci a Fourierova transformace

1. Konvoluce funkeci

Definice 169. Necht' u je kladnym ndsobkem Lebesgueovy miry na R¢ a f, g: R¢ — K. Konvoluce funkce f s funkci g je
funkce f * g definovana jako

(0@ = [ 0= )
pro takovd x € R?, pro kter4 integral konverguje.
Véta 170. Necht’ i je kladnym ndsobkem Lebesgueovy miry naR? a f, g, h: R? — K.
(a) Operace * je komutativni v ndsledujicim smyslu: funkce f x g a g * f maji stejny defini¢ni obor a jsou si na ném rovny.
(b) Operace % je distributivni vzhledem ke s¢itdni v ndsledujicim smyslu: plati f x (g +h) = fxg+ fxha(f +g)«h =
f * h + g % h na definicnich oborech pravych stran.
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(c) Necht' 1 < p,q.r < oosplﬁujz’%—}— é + % >2.Je-li f eLy(u),geLy(w)yahelL,(n),pak (f xg)xh = fx(g*h)
d
u-s. v. na R,

Lemma 171. Necht' f: R? — K je lebesgueovsky méFitelnd.
(a) Pro kazdé x € R je funkce y — f(x — y) lebesgueovsky méfitelnd na R4,
(b) Funkce (x,y) — f(y)a (x,y)— f(x — ) jsou lebesgueovsky méritelné na (R%)2.

Lemma 172. Necht’ i je kladnym ndsobkem Lebesgueovy miry na R a f, g € Li(u). PoloZime-li F(x,y) = f(y)g(x — y)
prox,y € RY pak F € Li(wx w)allFlly = I flllglh-

Definice 173. Necht f: R — K a y € R¥. Pak definujeme posun funkce f do bodu y jako funkci 7, f : RY — K danou
predpisem 7y, f(x) = f(x —y) prox € R4,

Véta 174. Necht’ i je kladnym ndsobkem Lebesgueovy miry naR? a f € Ly(n), 1 < p < oo. Pak zobrazeni t: R4 — Ly(w)
dané predpisem t(x) = 1ty f je stejnomérné spojité.

Véta 175. Necht' i je kladnym ndsobkem Lebesgueovy miry na R4 g fg: R — K.

(a) Je-li f € Ly(u)ag € Ly(p), kde 1 < p,q < oo jsou sdruZené exponenty, pak funkce [ * g je definovdna v kaZdém bodé
R", je stejnomérné spojitd a omezend a plati || f * glleo < | flIplIg]lq-

(b) Je-li f € LY(w) a jestlize g € Loo(it) md kompakini nosic, pak funkce f * g je definovdna v kazdém bodé R4, je spojitd
a plati supp f * g C supp f + supp g.

(c) Jsou-li f,g € L1(n), pak [ * g je definovdna yi-s. v. na RY, fxgeLi(waplati || f=glli < fllillgli-

(d) Necht'l < p,q < oosplﬁujz’%+é > 1.Je-li f € Lp(n)ag € Lg(w), pak f*g je definovand ji-s. v. na R4, fxg e L,(1)
aplati | f % gllr < |/ Ipllglg kde = L+ 1 1.

Definice 176. Necht' d € N. Pak o = (1,...,04) € Ng nazyvame multiindexem délky d . Rdadem multiindexu o nazyvime
&islo Zid=1 «; a znalime jej |a|.
Je-li o multiindex délky d, pak symbolem D% oznac¢ime parciélni derivaci fadu || danou multiindexem «, tj.

glel

DY —
o oy
0x ---8xd

(symboly 8x? ve vyjadieni vyse vynechdvame). Specidlng, proa =0 = (0,...,0)a f: R? - Kje D°f = f. Symbol D? se
téZ nazyv4 diferencidlni operator.
Definice 177. Necht A C R?. MnoZina
DA, K)={p € C“(Rd,K); supp ¢ je kompaktni podmnoZina A}
se nazyva prostor testovacich funkcina A.

Véta 178. Necht' u je kladnym ndsobkem Lebesgueovy miry na R? a f,g: R — K. Je-li f € LY(n)ag e DRY), pak
fxgeC®RY aDf xg)= f % D% pro kazdy multiindex o délky d.

Definice 179. Necht' 4 je kladnym ndsobkem Lebesgueovy miry na R?. Funkci g: R — R budeme nazyvat regularizacnim
Jjddrem (vzhledem k p), pokud g je nezdpornd, g € Li(n) a| gl = 1.

Véta 180. Necht' w je kladnym ndsobkem Lebesgueovy miry na R?, g je regularizacni jadro na R? a f: R¢ — K. PoloZme
gn(x) =n%gnx)prox e R an e N.

(a) Pokud je f stejnomérné spojitd a omezend na R, potom f % g, — f stejnomérné na R?.

L
(b) Pokud f € Lp() al < p < oo, potom f * gp —’?f.

Disledek 181. Necht' u je kladnym ndsobkem Lebesgueovy miry na R?, 2 C R? je oteviend a 1 < p < oo. Pak mnoZina
D(82) je hustd v prostoru L, (52, |v) (ve smyslu restrikce na $2).
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2. Fourierova transformace

Prod € N polozme py = Wkd, kde A4 je Lebesgueova mira na R9.

Definice 182. Necht' f € L;(ug). Pak Fourierovou transformaci funkce f rozumime funkci ?: R¢ — C definovanou jako

1
Q)%

70 = [ e apa = — [ e

prot € R?,

Definice 183. Prostorem Cy,(R?) = C,(R?, K) rozumime normovany linedrni prostor viech omezenych spojitych funkci na R4
s normo || f{leo = supyega | f(x)]-

Definice 184. Prostorem Co(R%) = Co(R?,K) rozumime prostor spojitych funkci f na R¢ takovych, Ze pro kazdé ¢ > 0 je
mnoZina {x € R?; | f(x)| > &} omezend. Na Co(R¢) uvazujeme normu || f ||l oo = Sup,cga | f(x)|.

Je-li f: R? — K, pak fekneme, Ze lim) x| 400 f(x) = 0, jestliZe pro kazdé & > 0 existuje R > 0 takové, Ze | f(x)| < ¢
kdykoli x € R?, ||x|| > R.

Lemma 185 (Georg Friedrich Bernhard Riemann (1853), H. Lebesgue (1903)). Necht' f € L1(iq). Pak

Fe % dpy (x) = 0.

lim
[l£]|>+o00 JRA

V této kapitole budeme pro funkci f definovanou na R? znadit jeji ,,oto¢eni* symbolem f ) 4. f (x) = f(—x) pro x € R4,

Véta 186. Necht' f,g € L1(ug) a j € {1,...,d}. Fourierova transformace md ndsledujici viastnosti:

(a) ? € Co(R?Y) a ||?||Oo < || f 1. Fourierova transformace je tedy spojité linedrni zobrazeni z prostoru L1 (R%) do prostoru
Co(RY).

(b) Necht' y € R?. Pak ty/?(t) = e_i(y’t)?(t) pro kazdé t € R? a naopak pro funkci h(x) = ' V%) f(x) plall’?’l\ = ty?.

~

(¢) Je-lic #0ah(x) = f(X), pak h(t) = |c| [ (ct) pro kazdé t € R?. Specidine, f = f.

d f=7

—

(e) Jestlize 8% existuje viude na R? a jestliZe ;’Tfj € Li(uq), pak ;T];(t) = itj?(t) pro kazdé t € RY.

(f) Jestlize pro funkci h(x) = —ix; f(x) plati h € L1(ug), pak Z?Tfj(t) = ;z\(t) pro kazdé t € R?.

(¢) f+g=/2

(h) fRd fg dug = fRd f?dﬂd

Lemma 187. Necht’ a € R a f € Ly([a, +00)). PFedpoklddejme ddle, Ze f je absolumé spojitd na kaZdém intervalu [a, b],
b > a, nebo Ze [’ existuje viastni na celém [a, +00). Je-li f' € Li([a,+00)), pak limy_ oo f(x) = 0.

Lemma 188. Necht’ f,g: R — C, f, g maji (vlastni) derivaci v kaZdém bodé R a plati f, ' € L1(R), g je omezend a g’ je
spojitd a omezend. Pak [ f'gdA = — [ fg' dA.

Lemma 189. Necht' f € Li (R4, 1), g: R? — K je omezend a j € {1,...,d}. JestliZe ;’Tj; a aang existuji viude na R¢
a jestliZe % e Li(R%a (.3375; € C,(RY), pak [ra %g dA = — Jga fa% dA.
P¥iklad 190. Definujme funkci g: RY — R piedpisem g(x) = e~ /=1 Pak g € L, (ug),

d

1
1_[1+tj2’

Jj=1

d
2

20 =(2)
funkce g je nezdpornd a [ps g dug = 1.
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Lemma 191. Necht' f,g € Li(jq). Poloime g,(x) = n%g(—nx) a hy(x) = g(;) prox € R an € N. Pak f % gu(x) =
[ra ?(t)ei(”x)hn(t) dpg (t) pro kazdé x e R an € N.

Véta 192 (o inverzi). Necht’' f € Li(q). Je-li ? € Li(iq), pak pro s. v. x € R? plati
1w = [ T at) = 7).

Je-li navic f spojitd, pak vzorec plati pro viechna x € R,

Disledek 193. Fourierova transformace ¥ : L1(jug) — Co(R?) je prosté zobrazeni. Je-li g € L1(g) spojitd a § € Ly(iq),
pakg €eRngF a F~1(g) = g.

Dusledek 194. Jsou-li f,g € L1(igq) takové, Ze 7§ fg, j/‘jg € L1(itq), pak ?jg = ? *g.

~

Véta 195 (Michel Plancherel, 1910). Existuje prdvé jedna linedrni izometrie F : Ly(jug) — La(iug) na takovd, Ze F(f) = f
pro kaZdou f € Lo(g) N L1(ug).
VI. Slaba konvergence

Definice 196. Necht’ X je normovany linearni prostor. Rekneme, Ze posloupnost {x,} C X konverguje slabé k x € X, jestlize
pro kazdé f € X* plati, ze f(x,) — f(x).Znacime to x, = x.
Rekneme, Ze posloupnost { f,} C X* konverguje slabé s hvézdickou k f € X*, jestlize pro kazdé x € X plati, ze f,(x) —

f(x). Znalime to f, 2 f.
Fakt 197. Limity slabd i slabd s hvézdickou jsou urceny jednoznacné.

Lemma 198. Necht’ X je normovany linedrni prostor.

(a) Je-li{x,} C X, x € X ax, > x, pak xp, =
(b) Je-li{f,} CX* feX*af, > f pak fo— f.

(c) Je-li X reflexivni Banachiiv prostor, { fu} C X* a f € X*, pak f, = f, pravé kdyz fy 2 f.
Lemma 199. KaZdd slabé i slabé s hvézdickou konvergentni posloupnost je omezend.

Véta 200. Necht’ X je Banachiiv prostor. Pak X je reflexivni, prdvé kdy? kaZdd omezend posloupnost v X md slabé konvergentni
podposloupnost.

Tvrzeni 201. Pro ndsledujici Banachovy prostory X, posloupnosti {x,} C X a x € X plati:
(a) Pokud X = co nebo X ={,, 1 < p < oo, pak x, 2 x pravé kdy? {x,} je omezend a x,(k) — x(k) pro kazdé k € N.
(b) Pokud X =4£,, 1 < p < oo, pak x, 2 X, praveé kdyZ {x,} je omezend a x, (k) — x (k) pro kaZdé k € N.

(c) Pokud X = C(K), pak xp, = X, pravé kdyZ {x,} je omezend a x,(t) — x(t) pro kaZdé t € K.
Tvrzeni 202. Necht’ X = Lp(n), {fa} C X a f € X.

(a) Je-li1 < p < oo, pak f, 2 f, pravé kdyZ { fn} je omezend a [, fu(t)dt — fA f(t)dt pro kaZdou mé¥itelnou A konecné
miry.

(b) Je-li p = 1a ujeo-konetnd, pak f, = f, pravé kdyZ { f,} je omezend a fA fu()dt — jA f(¢t) dt pro kazZdou méfitelnou A.
(c) Je-lil < p < o0, {fn}jeomezenda f, — f bodové s.v., pak f, = f.

(d) Je-li1l < p < o0, {fu}jeomezend a f, — [ v miFe, pak fy = f.

17



	I. Banachovy a Hilbertovy prostory
	1. Základní vlastnosti
	2. Řady v normovaných lineárních prostorech
	3. Lineární operátory a funkcionály
	4. Konečněrozměrné prostory
	5. Operace s normovanými lineárními prostory, projekce a doplňky
	6. Hilbertovy prostory

	II. Hahnova-Banachova věta a dualita
	1. Hahnova-Banachova věta
	2. Reprezentace duálů
	3. Druhý duál a reflexivita

	III. Úplnost v Banachových prostorech
	IV. Lineární operátory
	1. Duální operátory
	2. Kompaktní operátory
	3. Spektrální teorie (zejména) kompaktních operátorů

	V. Konvoluce funkcí a Fourierova transformace
	1. Konvoluce funkcí
	2. Fourierova transformace

	VI. Slabá konvergence

