1. CVICENI

1) Necht f: X — Y je prosté zobrazeni a A, B C X. Ukazte, ze je-li f(A) = f(B),pak A = B.
2) a) UkaZte, Ze v pologrupe je jednotkovy prvek urcen jednoznacné a existuje-li levd i prava jednotka, pak jsou si rovny a je to
jednotka.
b) Ukazte, Ze v monoidu M je ke kazdému x € M inverzni prvek urcen jednoznacné a existuje-li k x € M levy i pravy invers,
pak jsou si rovny a je to invers k x.
c¢) Ukazte, Ze mnoZina invertibilnich prvkd v monoidu tvoi{ grupu.
d) Necht' X je mnoZina. Ukazte, ze M(X) = {f: X — X} s operaci skldddni je monoid. (Co je jednotkou?) Pro jaka
f € M(X) existuje inverzni prvek k f a jak vypada? Pro jakd f € M(X) existuje levy invers? Pro jakd f € M(X)
existuje pravy invers? Ukazte, Ze existuje X a f € M(X) tak, Ze f mad levy, ale nemd pravy invers (tj. k existenci inverzniho
zobrazeni k f nestaci predpokladat g o f = Idy).
3) Necht' X je vektorovy prostor a M C X konvexni. UkaZte, Ze Z;’:l Aixij € M pro libovolné xq,...,x, e Mady,..., A, €
[0, +00) spliiujici Y ;_; A; = 1.
4) Necht f: A x B — R. Ukatite, ze

sup (sup f(x,y)) = sup(sup f(x,y)).
x€A yeB yeEB x€A

5) Ukazte, Zze podmnozina C” je kompaktni, pravé kdyZ je omezend a uzaviena.
6) a) Ukazte, Ze v soucinu metrickych prostord konvergence posloupnosti funguje ,,po slozkach*.
b) Necht' X, Y jsou metrické prostory. UkaZte, Ze je-li A hustdiv X a Bhustiv Y,pak A x B jehustiv X x Y.
c¢) Ukazte, Ze soucin uplnych metrickych prostort je Gplny.
7) a) Ukazte, Ze podmnoZina totdlné omezeného metrického prostoru je totdlné omezena.
b) Ukazte, Ze uzavér totalné omezené podmnoZiny metrického prostoru je totalné omezeny.
8) Necht' (X, u) je prostor s mirou a f, g: X — R jsou méfitelné funkce. Ukazte, Ze esssup(f + g) < esssup f + esssup g.
9) Dokazte nasledujici dusledek Baireovy véty:

Disledek. Necht' P je iiplny metricky prostor, {Fy} C P je posloupnost uzavienych mnozinv P a P = | Jyo | F,. Pak
existuje n € N takové, Ze F,, md neprdzdny vnitrek.

10) Pro kazdé n € N je ddna posloupnost { f, (k)}2, predpisem
k+1 n+1
Jn(k) =

k2 +2 + n%k ’

Uvazujte postupné Banachovy prostory X € {co, {1, {2, {3, {x}. Zjistéte, zda f,, n € N jsou prvky Banachova prostoru X .
Dile zjistéte, zda je posloupnost { f, }52 ; konvergentni v Banachovych prostorech cg a £,. Pokud ano, urcete jejf limitu.

11) Necht' je ddna posloupnost funkei f,: [0,1] = R, n € N predpisem

er — n2
fn(x)— E/F +(n2—1+€x)2’

UvaZujte postupné Banachovy prostory X € {C([0, 1]), L1([0, 1]), L2([0, 1]), L3([0, 1]), Loo ([0, 1])}. Zjistéte, zda f,,n € N
jsou prvky Banachova prostoru X . Pokud ano, zjistéte, zda je posloupnost { f,, }7>; konvergentni v Banachové prostoru X.
Pokud ano, urcete jeji limitu.

12) Necht' Y C L;([0, 1]) je mnoZina dand pfedpisem

1
Yz{feLl([O,l]);/0 tf(t)dtzO}.

Urcete, zda Y je podprostor L ([0, 1]), zda je uzavieny a jakou ma pfipadné dimenzi.
13) Necht' Y C £, je mnoZina dana pfedpisem

k € N.

neN,x e]0,1].

7
Y:{xeéz; anzo}.

n=1

Urcete, zda Y je podprostor £5, zda je uzavieny a jakou ma pfipadné dimenzi.

2. CVICENI

1) Necht' X je normovany linedrn{ prostor. Ukazte, Zze B(x,r) = x + B(0,r) a B(0,r) = rBx.
2) Ukazte, Zze B(x,r) a U(x, r) v normovaném linedrnim prostoru jsou konvexni mnoziny.
3) Ukazte, Ze vnitfek konvexni mnoziny v normovaném linearnim prostoru je konvexni.
4) Ukazte, Ze v normovaném linedrnim prostoru U(x,r) = B(x,r) a Int B(x,r) = U(x, r). Naleznéte priklad metrického
prostoru, kde tyto identity neplati.
5) Necht' X je normovany linedrni prostor nad K, M C X a« € K Ukaite, 7e aM = oM.
6) Necht' X je normovany linedrni prostor nad K, Y je podprostor X, x € X a o € K. Ukazte, ze dist(ax, Y) = |o| dist(x, Y).
7) Necht' X je normovany linedrni prostor, F C X uzaviend a K C X kompaktni.
a) UkaZte, Ze F + K je uzaviend.
b) UkaZte, Ze je-li ' kompaktni, pak I + K je kompaktni.
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¢) Naleznéte uzaviené mnoziny A, B C R2 takové, e A + B neni uzaviena.
8) Ukazte, Ze co je uzavieny podprostor ¢ a ¢ je uzavieny podprostor £,. UkaZte, Ze cog je podprostor ¢, ktery neni uzavieny
(a tedy to neni Banachiv prostor).
9) a) Jaky je mnoZinovy vztah mezi vektorovymi prostory £, a {4 pro p < q? Jaky je jejich vztah k prostoru co?
b) Jaky je mnoZinovy vztah mezi vektorovymi prostory L, ([0, 1]) a L, ([0, 1]) pro p < q?
c¢) Jaky je mnoZinovy vztah mezi vektorovymi prostory L,(R) a L4(R) pro p < q?

10) Vektory e, = (0,...,0,1,0,0,...) v prostorech ¢y a{,, 1 < p < oo, kde pouze n-td souiadnice je rovna 1, budeme nazyvat
kanonické bazové vektory. Ukazte, Ze pro kazdy vektor x = (x,)32, v o, resp. £, plati x = Y 7| xne,, kde konvergenci
fady chdpeme v pfislu§né normé.

11) UkaZte, Ze prostor cg je separabilni.

12) Ukaizte, Ze prostor £,, 1 < p < oo je separabilni.

13) Ukazte, Ze prostor £ je neseparabilni.

3. CVICEN]

1) Ukazte, Ze podprostor {(x,)52,; x1 = 0} C co je linedrn¢ izometricky celému prostoru cj.
2) UkalZte, Ze prostor ¢ je izomorfni prostoru cg.
3) Ukazte, ze prostor L1([0, 1]) obsahuje podprostor izometricky prostoru £;.

4) Ukazte, ze prostor C([0, 1]) obsahuje podprostor izometricky prostoru cg.

4. CVICENI

Ukazte, Ze ¢: X — K je spojity linedrni funkciondl, spoctéte jeho normu a zjistéte, zda ¢ své normy nabyva:

1) X =c¢,¢((xp)) =limx,

2) X = L1, ¢((xn)) = 2,2, Xon

3) X =41, ¢((xn) = Ypoy 2 %n

4 X = co. () = 22 v

5) X = Lo([0,1]), ¢(f) = fo (t—3)f)de
6) X = C([0.1).¢(f) = [y (t = H) () dt
7) X =L, ¢((xn) = 2,2, (=1)"xs

8) X = L1, ¢((xn) = 2521 (1 = 2)x2s

9) X =L, p((xn)) = 302, 3%n
10) X = C([0,1]), ¢(f) = f(0) = f(1)
1) X = Loo([0. 1], ¢(f) = [y f(0) dt
12) X = Ly([0, 1), ¢(f) = [y 1/ (1) dt
13) X = L1([0, 1), () = fy (t = $) f() dt

5. CVICEN]

Ulohy z minula.

6. CVICENI

A)Necht 1 < p <00, X = (R%,|],) 2 f: X — R je definovéna predpisem f(x,y) = ax + by pro néjakd a,b € R.
Naleznéte globdlni extrémy f na By.Je f je spojity linedrni funkcional na X ? Pokud ano, jaka je jeho norma?

B) UkazZte,Ze T: X — Y je spojity linedrni operdtor, spoCtéte jeho normu a zjistéte, zda T své normy nabyva. Déle zkoumejte
nasledujici otazky: Je operator T prosty? Pokud ne, zjistéte jeho jadro. Je operdtor 7" na? Je operdtor 7' izometrie, piipadné
izomorfismus? Pokud ano, popiste jeho obor hodnot a spoc¢téte normu inverzniho operatoru.

1) X=Y= 52, T((Xn)) = (0,)61,)C2, .. )

2) X =Y =0, T((xn) = (22)50,

3) X =Y =1L, T((xn) = (GF7Xn)nZ,

4 X =Y =C(0,r]),kder > 0, T(f)(t) = [y f(x)dx

5) X =C(0,r]),Y = Cl([O, r]),kder >0, T(f)(t) = fot f(x) dx; na prostoru Cl([a, b)) je norma || f|| = sup| f |+ sup| f|.
6) X =Y =41, T((xp)) = (x1,—Xx2,X3,—X4,...)

7) X=Y= fz, T(()Cn)) = (0,)62,0, X4, .. )

8) X =Y =L, T((xn) = (" xn)52
9D X =04.,Y =loo, T((xn)) = (x1 + -+ xn)zo=1
10) X =Y =C(0.1]). Tf = f + f(1) - f(0)
1) X =Y =C(0.1). Tf(1) = (t = ) f(1)
12) X =Y =C(-L1]), Tf(1) = f(t?)
13) X =Y =45, T((xp)) = (x1 — x2, X3 — 2x71, X3, X4, ... ) (t€Z8i piiklad)
14) X = C1([0.1]). Y = C([0.1)). T(f) = f'— f
15) X =Y = L,([0.1]), kde p € [1,00], T(/)(t) = f(V1)




16) X = C2([0,1]),Y = C([0.1]), Tf = f” + f:naprostoru C!([a,b]) je norma || f|| = sup| f| + sup| f'| + sup| /"]
17) X =Y = Ly([0,1]), kde 1 < p < o0, Tf(t) = (t — 3) f (1)
18) X =¥ = L,(0, 1)), kde 1 < p <00, Tf = z50.17" /

7. CVICENI
Ulohy z minula.
8. CVICENI
1) Necht’ e,, n € N jsou kanonické bazové vektory v prostoru £,. Polozme e¢ = ( )oz, € €2, A = {ep; n = 2}

a X = span({e} U A). Ukazte, ze A je maximalni ortonormalni mnozina v X . Ukazte, ze X 75 span A. Je prostor X tplny? Plati
X=Y®Y!'proY =5pan A?

2)Necht X ={; a B = ¢y C Lo = £]. Naleznéte B . Ukaite, Ze (BL)*t = Span B.

3) Je dén je Hilbertiv prostor H a jeho uzavieny podprostor Y C H. Naleznéte néjakou ortonormdlni bazi Y, napiste vzorec

vy

pro ortogondlni projekci na Y, a naleznéte nejblizsi bod v Y k bodu x¢ € H.

a) H = L,([0,1]), Y je podprostor tvofeny polynomy stupné nejvyse 1, xo(t) = 2.

b) H = Ly([-1,1]), Y je podprostor tvofeny polynomy stupné nejvyse 2, xo(t) = t3; xo = sin.
c) H=1404Y = Span{(zn n= 1’(3")n 1} Xo = €1.

9. CVICENI
Ukazte, ze T € £(X,Y) a vyjadiete dudlni operdtor T* € £(Y*, X*) pomoci reprezentace duéla klasickych prostort.

D X =@ |2, Y = K3, |Ill2), T(x1,x2) = (X1 + X2, X; — X2,2x] + X); napiste reprezentujici matice.
2) X=Y= Ez, T((x,,)) = (O,X1,X2,X3,.. )

3) X =Y =4, T((xn)) = (x2,x3,X4,...)

4) X =Y =45, T((xp)) = (x1,ix2,Xx3,iX4,...);jak vypadd hilbertovsky adjungovany operator 7*?

5) X=Y —62, T((Xn))— (Xl—XQ,xZ—le,X3,.X4,...)

6) X =Y =01, T((xn)) = Gxa.—3x1, 2xs.—3x3,..., "+1x2n,—n"ﬁ)€2n—1,---)
7) X ={1,Y = co, T((xn»—(@)n .

8) X =€1,Y = co, T((xn) = (XR%0 Xk) s

9) X =Y = L,([0,1]),kde 1 < p < 0o, T(f)(t) = f(V1)
10) X =Y = Ly([0. 1]). kde 1 < p < 00, T(/)(1) = K03, f
1) X =Y = Ly([0, 1]), TS (1) = [, min{s, 1} f(s)ds

12) X =Y = L([0,2]), Tf = f + [, f(s)ds

13) X = 4£5,Y = L,([0,1]),kde 1 < p < 00, T((xp))(1) = 350, xut", 1 € [0,1]
14) X = €5, Y = C([0,1]), T((xp))(t) = 322, xut", 1 € [0, 1]
15) X =Y = C(0.1). Tf(t) = [y f

16) X =Y =C([0,1]), Tf(t) = f(1 —1)

17) X =Y =C([-1,1]), Tf(t) = f(t?)

18) X =Y =C([0,1]), Tf() = f + f(1) — £(0)

10. CVICENI
Urcete, zda je operdtor T € £(X,Y) kompaktni.
1) X = (Kz, ||||2), Y = (KS, ||||2), T(xl,xz) = ()Cl + X2, X1 — X2,2X1 +X2)
2) X=Y= fz, T((Xn)) = (O,X1,X2,X3,.. )
3) X =Y =45, T((xn)) = (x2,x3,X4,...)
4) X =Y =4, T((xp)) = (0,x2,0,x4,...)
5 X =Y =co, T((xn)) = (5 ),, .
6) X =Y = s, T((xn)) = (5%n),
7) X =LY =&, T((xn) = (3 )°°
8) X =4£1,Y = co, T((xp)) = (FE2n +’“')
9) X =41,Y =co. T((xn) = (X = n-xk)n_
10) X =Y = L,([0,1]),kde 1 < p < o0, T(f)(t) =tf()
1) X =£1,Y = Li([0,1]), T((x2))(2) = Y32, Xat”, 2 €[0, 1]
12) X =Y =C(0,1)), Tf = f + f(1) = f(0)
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11. CVICENI

Pro nésledujici operdtory T € £(X) urcete o (T") a 0,(T).

1) X =45, T((xn)) = (0,x1,x2,x3,...)

2) X =45, T((xn)) = (x2,x3,X4,...)

3) X = 62, T((xn)) = (0,)62,0, X4, .. )

4) X =1, T((xn)) = (=X2, X1, —X4, X3, ..., —X2n, X2n—15---)
5) X =co, T((xn)) = (3%n) e,

6) X = Lo, T((xn)) = (% xa), |

X =C(01),Tf = f+f(1)—f(0)

8) X =C([0,1]), Tf @) =1/ (1)

9) X =C(0. 1)), T/ (1) = [, f(s)ds
10) X = Lp([0,1]),kde 1 < p < oo, T(f)() =1tf(t)
1) X =C([-1L 1), Tr@) = f(])
12) X =Y = L,([0.1]). kde 1 < p < 00, T(/)(1) = xp0.47 /



