ABSOLUTNI HODNOTA A JEJI VYZNAM

o

. Necht' a € R. Pak — |a| < a < |a|.

. Necht’ x,c € R, pri¢emZ ¢ > 0. Pak |x| < ¢, pravé kdyZ (x <¢) & (x > —c) (zkrdcené —c < x < c¢).
. Necht’ x,c € R, pfi¢emz ¢ > 0. Pak |x| > ¢, pravé kdyZ (x > ¢) V (x < —c¢).

. Necht’ x, y,c € R, pfiCemz ¢ > 0. Pak |x — y| < ¢, pravé kdyZ x € (y — ¢,y + ¢).

. Vyjadfete analogicky vztahy |[x — y| <c,|x —y| > ¢, |x — y| > c.

A W A W N

. Vyjadfete jednoduse mnozZinu {x € R; ||||x| — 1| —2| - 3] < 1}.

DUKAZY METODOU MATEMATICKE INDUKCE
7. Prokazdé n € N plati Yy, k* = in(n + 1)(2n + 1).
8. Prokazdé n € N \ {3} plati n? < 2".

9. Necht’ n,k € N. Pak existuji ¢, r € N U {0}, pro kterd plati r < k an = gk + r. (D¢€leni se zbytkem)

10. Necht n € N aajy,...,a, jsou nezdpornd ¢isla. Pak plati
ai + N + dan
Yay--ay < ——mM8—,
n
pri¢emzZ rovnost nastava jen v piipadé, Ze jsou vSechna Cisla ay, ..., a, stejnd. (Nerovnost mezi aritmetickym a geometrickym

primérem, AG nerovnost)

VYROKY, VYROKOVE SPOJKY, KVANTIFIKATORY A JEJICH POUZITI
11. Vyjddfete jednoduse mnoZinu {a € R; (Vx € R)(|]x —2| <1 = x2 —ax > 5)}.

12. Uvazme nésledujici vyroky:
A VxeM)AyeM)AzeM)(x=y+2)
() Gye M)¥VxeM)FzeM)(x=y+2z)
(i) Ay eM)FzeM)VxeM)(x=y+2)
Které z nich jsou pravdivé a které nepravdivé, je-li
ayM=N,b)M =NU{0},c) M =(0,1),d) M = {0}?

13. Jsou pravdivé nasledujici vyroky?

a) (VaeR)Fe>0)EFx cR)(Vx eR)(x € (a,a+¢e) & |x—a|<1)
b) (Ja e R)(Ve > 0)(Va e R)Ex e R)(x € (a,a+¢) & |x —a| < 1)
¢) (Fa eR)(Ve>0) (Ve e R)(Vx e R)(x € (a,a+¢e) & |x—a| < 1)

Napiste negace té€chto vyrokd.

14. Vyjadrete co nejjednoduseji vztah mezi Cisly a, b € R urCeny formuli:
a) Ve>0)(Vx eR)(la—x|<c=|b—x]| <o),

b) (Ve >0)(Vx eR)a—x <c = |b—x| <c),

¢) (Ve>0)(VxeR)(la—x|<c=b—x<c),

d) Ve>0)(VxeR)a—x<c=b—x<c),

e) (Vx e R)Eu > 0)(Vec € (0,u))(la—x| <c = |b—x| <u).

INFIMUM A SUPREMUM

15. Necht' A C R je neprdzdnd mnoZina. Pfedpoklddejme, Ze ma nejmensi prvek (tj. minimum, zna¢ime min A). Ukazte, Ze
inf A = min A.
Analogické tvrzeni zformulujte a dokaZte pro nejvétsi prvek (tj. maximum, max A).

16. Naleznéte suprema a infima (pfipadné maxima a minima) nasledujicich mnoZin (pokud existuji):
a) A =(0,1), b) B ={x € Q; x > 0}, c)C ={1,-5,7,-3,50},
dD=(-10U{lineN}, eoE=(02U{lineN}, DHF={2:mneNm<n}

n’ n’ n’
17. Necht' A, B C R jsou neprazdné omezené mnoZiny. Oznaéme s = inf A, S = sup A, ¢t = inf B, T = sup B.
(a) Vyjadrete inf(A U B) a sup(4 U B) pomoci hodnot s, S,¢,T.
(b) Lze néco fici o inf(A N B) a sup(A N B)? (Uvazte piipad, kdy A = (—1,1) a B = {—1,1} nebo B = {—1,0, 1} nebo
B ={-1,0.1})



LIMITA POSLOUPNOSTI
18. Spoctéte nasledujici limity posloupnosti:

o o2+l Z . on+7 . (m+1D@2n+7)
@ lim -5, () lim —H_3 (© Jlim Sn+3° @ nlggom

n2

)

1
(e) lim /24—, () lim /a,, kdea, >0a lim a, = A € R*,
n—>00 n n—>0o0 n—>00

Jn3+1-n
. _ . T /3 - ¥
@ lim (Va+15-va+1), () lim (Va2+5n—1-Vn2+3), @ lim e iy

(G) lim ¥n, (k) lim ¥a, a € (0,4+00), (1) lim ¢", g € R,
n—o0 n—oo n—oo

(m) lim @, (n) lim /27 + 57,
n—o0 n n—o0

19. Necht’ {a,} je posloupnost kladnych &isel takovd, Ze lim, o0 “Z:l” < 1. Pak lim, o0 ap = 0.

20. Pomoci uvedeného tvrzeni spoctéte limity:
.n . 10" _on 42417
(@ lim —, (b) lim —, (¢) lim ————
n—oo 2N n—oo n! n—»oo nl+n+ 37
21. Pomoci véty o limit€ monoténni posloupnosti spoctéte limity:

(a) lim,— o0 q" progq € (0, 1),

() limy, o0 ay,kdea; =0aa,y1 = H;C“" (kde k > 1 je parametr),
(©) limy—oo an, kde a; = 0aapyq = 522

22. Necht' {a,} je posloupnost nezdpornych redlnych ¢isel, a > 0 a p € N. Pak plati:
@) apn »>a & al - a? & 2/a, - Xa.

() a, — 400 & al - 400 & 2/a, - +oo.

23. Nekteré piiklady ze zkouskovych pisemek z minulych let:

N R G [0+ [V o [ 47 a3
(a)nliﬁlo (8—%)34—(4—1-%)51’ (b)nlggo Y1+2" 4. 4t ’ (c)nll)ngo[ ne o dn —n],
& fim Y sin>n — +/n —cos2n i (n+ 7% — 0%+ 1%
d oo i+ 1—+n—1 - © s 100 £ 599 "1 _ /pl00 12,99 11

LIMITA FUNKCE

24. Spoctéte nasledujici limity:

2 21 YT+x—1
@ lim =% ) lim ot (@ lim T (@) lim x-( 1+x2+x),
x—=5x3 41 x—1x2—x x—0 X X——00
o 2x+/x2 41 o 2x+Vx2+1 . 2cos?x +3cosx —2
e lim ————, () lim ———, (g lim > ,
Xx——+00 X X—>—00 X x—Z 2cos?x —5cosx + 2
1— t sin(sin(sin x
(0 lim ——>% (@) lim ==, () lim (x — Z) tex, (&) lim sin(sinsin x)) * kez,
x=>0 X x—>0 X x—Z 2 x—>0 cos (% cos x)

. log(xz) . 5 x2 41 . log(x3 + 15) 100 —2%
D1 1 -log ——— 1 _ lim ——
O x1—>ml x3—-1" (m) x—lr-lr—loox 8 x2 45’ @) x—+o0 log(x1> +3)’ ©) xlg}) X ’

3x 4+ 1\ 2% 4 8%\ V/x 1
(p) xllrfoo ( 13 ) , (@ )}l_rg)( > ) , (0 )}gg)sm T
25. Nékteré piiklady ze zkouskovych pisemek z minulych let:
%0 _ 1 , oF — oVE
lim —— b) lim logsinx -t Iim —— -
@ *20 xlogcosx’ ®) l)mg ogsinx-(g=x,  (¢) 0t 1 —cos /X *
(@ lim (4x>—97?)- o8y () lim (log(n® + 5n° + 1) —log(n® + 1)) (n* + cosn),
x—3m 1 + sinx n—00
nj/,8
2 4 9n 2% /n x
® lim (”8 + ) . (2 lim (\/xz T ox —x) :
n—oo \ ps + 2" x—+o00
(h) lim | () lim x (2“2““—”2“ - 21/") .
x—>0 A/ l — COS X ’ xX—>+00

2



SPOJITOST A DERIVACE FUNKCI

26. Necht' f, g jsou funkce spojité v bodé a € R. Pak i funkce max{ f, g} a min{ f, g} jsou spojité v bodé a. Funkce max{ f, g} je

definovana takto:
max{ f, g}(x) = max{ f(x), g(x)}, x € Dr N Dy.

Stejné tvrzeni plati i pro spojitost zleva a zprava.
27. Urcete ve kterych bodech jsou spojité (ptfipadné zleva, zprava) funkce:

(@) f(x) = max{x, x?}, (b) f(x) = min{x, sgnx}
28. Pro nésledujici funkce vysetfete spojitost a spoctéte derivaci, véetn€ jednostrannych:

5
8 6 1\157 " . /3 e* cos(x +7)
(@ (x*+x°—1)7", (b) ¥x, (c) sin(x’cos(logx)), (d) el D)
() x*",  (g) arcsin(sinx), (h) arcsin )624—36_4, (i) max {x2, x> +sgnx}, () (x +2>V|x2—4|, (k) Vesn®x —1,
(1) min {xz, \3/5}, (m) arcsin min {1, %} , (n) cosx-[sinx], (o) \3/2 — Jx.

PRUBEH FUNKCE

(e) x* (jak funkci definovat v nule?),

29. Vysetiete pribéhy nasledujicich funkei:

(a)log(x—i_%)’ ® V35455, @ V1-Vatl @ Sinx+6si1nx’ © |e:—3|7

4% 5

2
@ —2?

(g) x2—3 log x , (h)

1
() v/x + arcsin :



