I. Topologické vektorové prostory

1. Zakladni vlastnosti

Definice 1. Necht' X je vektorovy prostor nad K a 7 je topologie na X. Pokud jsou operace s¢itani a ndsobeni skalarem spojité
jakoZto zobrazeni +: X x X — X a-: K x X — X, nazveme dvojici (X, t) topologickym vektorovym prostorem.
Systém vSech okoli bodu x € X znaéime 7(x).

Fakt 2. Necht’ X je vektorovy prostor a p je translacné invariantni pseudometrika na X . Pak

(a) operace scitani je spojitd jakoZto zobrazeni +: (X, p) X (X, p) — (X, p);

(b) p(nx,0) <np(x,0) prokaZdé x € X an € N.

Tvrzeni 3. Necht’ X je topologicky vektorovy prostor nad K.

(a) Je-lia € X aA € K\ {0}, jsou operace x — x + a a x — Ax homeomorfismy X na X.

(b) Pro kazdé x € X je t(x) = x + 7(0).

(c) Je-li U € 1(0), pak existuje V € t(0) oteviené takové, ze V +V C U.

Definice 4. Necht’ X je vektorovy prostor nad K a A C X. MnoZina A se nazyva
e pohlcujici, pokud pro kazdé x € X existuje A, > 0 takové, Ze tx € A pro kazdét € [0, A];
e vyvdzZend, pokud A C Aprokazdé o € K, |a| < 1.

Tvrzeni 5. Necht’ X je topologicky vektorovy prostor.

(a) Kazdé U € t(0) je pohlcujict.

(b) t(0) md bdzi z otevienych vyvdZenych mnoZin.

Véta 6 (John von Neumann (1935)). Necht’ X je vektorovy prostor a U je systém podmnoZin X obsahujicich O, ktery je bdzi
Siltru (1j. pro kazdd Uy, U, € U existuje U € U spliiujici U C Uy N U,). Pfedpoklddejme, Ze U md ndsledujici vlastnosti:

(i) ProkaZdé U € U existuje V € U splriujici V +V C U.

(ii) KaZdd mnoZina z U je pohlcujici.
(iii) KaZdd mnoZina z U je vyvdZend.
Pak existuje prdvé jedna topologie T na X takovd, Ze (X, 1) je topologicky vektorovy prostor a U je bdze okoli 0.
Véta7. Necht’ X je topologicky vektorovy prostor.

(a) Necht' K C X je kompaktni a C C X je uzaviend a disjunkini s K. Pak existuje oteviené vyvdzené V € t(0) takové, Ze
(K+V)ynC+V)=20.

(b) X je reguldrni (1j. Ize oddélit bod a uzavienou mnoZinu pomoci otevienych mnozin).
(c) Nasledujici tvrzeni jsou ekvivalentni:
(i) X je Hausdorffitv.

(ii) X je Ty (4. body jsou uzaviené mnoZiny).

(iii) {0} je uzaviend mnoZina.

(iv) {0} = ({U; U € 7(0)}.
Tvrzeni 8. Necht’ X je topologicky vektorovy prostor.
(a) Je-li G C X oteviené a A C X libovolnd, je A + G oteviend.
(b) Je-li F C X uzaviend a K C X kompaktni, je F + K uzaviend.
(c) Jsou-li K, L C X kompaktni, jei K + L kompakini.
Tvrzeni 9. Necht’ X je topologicky vektorovy prostor nad K a A, B C X. Pak plati ndsledujici tvrzeni:

(@) A= {A+U: U e 1(0)}.



(b)) A+ BCA+ BalntA+ Int B C Int(A + B).

(¢) AMA = AA aXInt A = Int(AA) pro libovolné A € K \ {0}.
(d) Je-1i Y podprostor X, pak Y je téZ podprostor X .

(e) Je-li A konvexni, pak A a Int A jsou konvexni.

(f) Je-li A vyvdzend, pak A je vyvdZend.

(g) Je-li A vyvdZend a0 € Int A, pak Int A je vyvdZend.

Véta 10. Necht’ X je topologicky vektorovy prostor, Y C X uzavieny podprostor a Z C X konecnérozmérny podprostor. Pak
Y + Z je uzavreny.

Dusledek 11. Necht’ X je Hausdorffiiv topologicky vektorovy prostor. Kazdy konecnérozmérny podprostor X je uzavieny v X.

2. Omezené mnoziny, metrizovatelnost

Definice 12. Necht’ X je topologicky vektorovy prostor a A C X. MnoZina A se nazyva omezend, pokud pro kazdé U € t(0)
existuje t > 0 takové, 7e A C tU.

Tvrzeni 13. Necht’ X je topologicky vektorovy prostor nad K a A C X. Pak ndsledujici tvrzeni jsou ekvivalentni:
(i) MnoZina A je omezend.

(it) Pro kaZdou posloupnost {x,} C A a kaZdou posloupnost {y,} C K, y, — 0 plati y,x, — O.

(iii) Pro kaZdou posloupnost {x,} C A plati %xn — 0.

Tvrzeni 14. Necht’ X je topologicky vektorovy prostor a A, B C X jsou omezené. Pak plati ndsledujici tvrzeni:

(a) Mnoziny AU B a A+ B jsou omezené.

(b) Mnozina LA omezend pro kazdé A € K.

(c) MnoZina A je omezend.

Lemma 15. Necht’ X je topologicky vektorovy prostor nad K, V € t(0) a {,} C K\ {0}, 6, — 0. Pak {5,V ; n € N} je bdze
okoli 0, pravé kdyZ V je omezené.

Véta 16. Necht’ X je topologicky vektorovy prostor. Pak ndsledujici tvrzeni jsou ekvivalentni:
(i) X md spocetnou bdzi okoli 0.
(ii) X je pseudometrizovatelny.

(iii) X je pseudometrizovatelny translacné invariantni pseudometrikou.

Je-li X Hausdorffitv, pak lze vySe pFedponu pseudo- vynechat.

Definice 17. Necht' X je topologicky vektorovy prostor. Rekneme, Ze X je lokdlné omezeny, pokud ke kazdému x € X existuje
omezené okolf x.

Véta 18. Necht’ X je lokdlné omezeny topologicky vektorovy prostor. Pak X je pseudometrizovatelny.

3. Totalni omezenost a kompaktnost

Definice 19. Necht' X je topologicky vektorovy prostor a A C X. MnozZina A se nazyva totdlné omezend, pokud pro kazdé
U € t(0) existuje F C A konecna takovd, ze A C F + U.

Tvrzeni 20. Necht’ X je topologicky vektorovy prostor a A, B C X. Pak plati ndsledujici tvrzeni:

(a) A je totdlné omezend prdvé tehdy, kdyZ pro kazdé U € t(0) existuje F C X konecnd splriujici A C F + U.
(b) Je-li A totdlné omezend a B C A, pak B je téz totdlné omezend.

(c) Jsou-li A, B totdlné omezené, pak jsoui AU B a A + B totdlné omezené.

(d) Je-li A totdlné omezend a A € K, pak je i AA totdlné omezend.

(e) Je-li A totdlné omezend, pak je i A totdlné omezeny.



Tvrzeni 21. Necht’ X je topologicky vektorovy prostor. Kompaktni podmnoZiny X jsou totdlné omezené a totdlné omezené
podmnoZiny X jsou omezené.

Fakt 22. Necht' (X, 1) je topologicky vektorovy prostor pseudometrizovatelny translacné invariantni pseudometrikou p. Pak
A C X je t-totdlné omezend, pravé kdyz je p-totdlné omezend.

Definice 23. Necht' (X, tx), (Y, ty) jsou topologické vektorové prostory a f: X — Y. Rekneme, Ze f je stejnomérné spojité,
jestlize pro kazdé V € 1y (0) existuje U € tx (0) takové, Ze pro kazdé x, y € X plati, Zze f(x) € f(y)+ V kdykolivx € y + U.

Tvrzeni 24. Necht’ (X, tx), (Y, ty) jsou topologické vektorové prostory a f: X — Y je stejnomérné spojité. Je-li A C X
totdlné omezend, je i f(A) totdlné omezend.

4. Linearni zobrazeni

Linearnim obrazem vyvazené mnoZiny je opét vyvaZend mnoZina.

Véta 25. Necht’ X a Y jsou topologické vektorové prostorya T : X — Y je linedrni zobrazeni. UvaZujme ndsl. tvrzeni:
(i) T je omezené na néjakém okoli 0.

(ii) T je spojité v 0.

(iii) T je spojité.

(iv) T je stejnomérné spojité.
(v) T je sekvencidlné spojité.

(vi) T(A) je omezend pro kaZdou omezenou A C X.

(vii) Pro kaZdou posloupnost {x,} C X, x, — 0 je mnoZina {T (x,); n € N} omezend.

Pak (i)=(ii) & (iii) < (iv)=(v)=(vi) & (vii). Je-li Y lokdlné omezeny, pak (i)—(iv) jsou ekvivalentni. Je-li X pseudometrizova-
telny, pak (ii)—(vii) jsou ekvivalentni.

Lemma 26. Necht’ X je pseudometrizovatelny topologicky vektorovy prostor. Jestlize {x,} C X konverguje k 0, pak existuje
posloupnost {y,} C N takovd, Ze y, — 400 a ypx, — 0.

Véta 27. Necht' X je topologicky vektorovy prostor nad K a f: X — K je nenulovd linedrni forma. Pak ndsledujici tvrzeni
Jsou ekvivalentni:

(i) f je spojitd.
(ii) Ker f je uzavrené.
(iii) Ker f # X.
Jako obvykle budeme linedrnim formam fikat téz (linedrni) funkciondly.

Definice 28. Necht' X je topologicky vektorovy prostor. Symbolem X# budeme znadit prostor vSech linedrnich forem (funkci-
ondld) na X a budeme jej nazyvat algebraickym dudlem. Symbolem X* budeme znaéit podprostor X* sestdvajici z linedrnich
funkcionald, které jsou spojité na X, a budeme jej nazyvat topologickym dudlem (Ci jenom dudlem).

Definice 29. Necht' X a ¥ jsou topologické vektorové prostory a T: X — Y je linedrni. Rikdme, Ze T je izomorfismus X na ¥
(nebo jen izomorfismus), pokud T je homeomorfismus X na Y'; fikdme, Ze T je izomorfismus X do Y (nebo jen izomorfismus
do), pokud T je izomorfismus X na Rng 7.

Fakt 30. Necht’ X je vektorovy prostor, Y je topologicky vektorovy prostor, a {Ty},er je net linedrnich zobrazeni z X do Y .
Je-li T: X — Y bodovou limitou netu {T, }, pak T je linedrni.

5. Konecnérozmérné prostory

Véta 31. Necht’ X je topologicky vektorovy prostor nad K. Pak ndsledujici tvrzeni jsou ekvivalentni:
(i) X je Hausdorffitv a dim X < oo.

(ii) Existuje n € N takové, Ze X je izomorfni s (K", ||-||2)-

(iii) X je Hausdorffitv a existuje v ném totdlné omezené okoli 0.

(iv) X je pseudometrizovatelny a kaZdé linedrni zobrazeni z X do néjakého topologického vektorového prostoru je spojité.
(v) X je pseudometrizovatelny a kazdd linedrni forma na X je spojitd.

Dusledek 32. Necht’ X je konecnérozmérny vektorovy prostor. Pak na X existuje jedna jedind Hausdorffova vektorovd topologie.



6. Lokalné konvexni prostory

Fakt 33. Necht’ X je vektorovy prostor nad K, A, B C X jsou konvexni a o € K. Pak mnoZiny ¢ A a A + B jsou konvexni.
Definice 34. Necht’ X je vektorovy prostor nad K. MnoZina A C X se nazyva absolutné konvexni, pokud je konvexni a vyvaZend.
Fakt 35. Necht’ X je vektorovy prostor nad K a A C X. Pak plati ndsledujici tvrzeni:

(a) Je-li A vyvdZend, je conv A vyvdZend, a tedy absolutné konvexni.

(b) A je absolutné konvexni, pravé kdyz pro kaZdé x,y € Aaw, B €K, |a| + |B| < 1 plati ax + By € A.

Fakt 36. Necht’ X je vektorovy prostor a p je pseudonorma na X. Pak plati ndsledujici tvrzeni:

(a) |p(x) = p(y)| = p(x —y) provSechna x.y € X.

(b) Mnozina Z = p~'(0) je podprostor X. Pro libovolnd x,y € X takovd, Ze x — y € Z, je p(x) = p(y).

(c) MnoZiny {x € X; p(x) <c}ai{x € X; p(x) < c} jsou absolutné konvexni pro kazdé c € [0, 400).

Definice 37. Necht X je vektorovy prostora f: X — R. Rekneme, Ze f je nezdporné homogenni, jestlize f(tx) =t f(x) pro
kazdé ¢t > 0.

Fakt 38. Necht’ X je vektorovy prostor a [ je nezdporné homogenni funkce na X. Oznacme F, = {x € X; f(x) < c}a
G, ={x € X; f(x) <c}proc €R. Prokazdé ¢ > 0 jsou mnoZiny F, a G, pohlcujici a navic F, = cFy, G, = cG;.

Definice 39. Necht’ X je vektorovy prostor a A C X je pohlcujici. Minkowského funkciondl mnoziny A je funkce puyg: X —
[0, +00) definovana predpisem
Ha(x) =inf{dl > 0; x € AA}.

Véta 40. Necht’ X je vektorovy prostor a A C X je pohlcujici. Pak plati ndsledujici tvrzeni:
(a) Je-li B D A, pak up < jL4.

(b) 4 je nezdporné homogenni.

(c) Je-li A konvexni, je g nezdporny sublinedrni funkciondl.

(d) Je-li A absolutné konvexni, je 4 pseudonorma.

() AC{xe€X; pa(x) <1}

(f) Je-li A vyvdZend nebo konvexni, pak {x € X; pg(x) <1} C A C{x € X; pq(x) <1}

(g) Je-li p: X — [0, +00) nezdporné homogenni, pak pro kaZdou B C X takovou, Ze {x € X; p(x) <1} C B C {x € X;
p(x) =1}, je up = p.

Tvrzeni 41. Necht’ X je topologicky vektorovy prostor a A C X je pohlcujici. Pak Int A C {x € X; pua(x) < 1}. Je-li navic A
vyvdZend nebo konvexni, pak

IntAC{xeX; psa(x) <1} CAC{xeX; pa(x) <1} C A.

Lemma 42. Necht’ X je topologicky vektorovy prostor a p je sublinedrni funkciondl na X. Pak p je stejnomérné spojity, pravé
kdy? je shora omezeny na néjakém okoli 0.

Dusledek 43. Necht’ X je topologicky vektorovy prostor a A C X je pohlcujici konvexni mnoZina. Pak j14 je spojity, pravé kdyz
A je okolim 0. V tom p¥ipadé pak plati, Ze

Intd={xeX; ua(x) <1} CAC{xeX; ua(x) <1} = A.
Véta d44. Necht' X je topologicky vektorovy prostor. Pak X* # {0}, prdvé kdyZ v X existuje konvexni okoli 0 riizné od X .
Definice 45.

e Rekneme, Ze topologicky vektorovy prostor je lokdlné konvexni, pokud v ném existuje baze okoli O tvorend konvexnimi
mnoZzinami.

e Lokélné konvexni prostor, jehoZ topologie je indukovana translacné invariantni iplnou metrikou, nazveme Fréchetiiv.

e Dile fekneme, Ze topologicky vektorovy prostor je normovatelny, pokud je jeho topologie generovani normou.



Tvrzeni 46. Necht’ X je topologicky vektorovy prostor. Je-li U € t(0) konvexni, pak existuje oteviené absolutné konvexni
V € t(0) takové, Ze V C U.

Dusledek 47. V lokdlné konvexnim prostoru md t(0) bdzi sestdvajici z otevienych absolutné konvexnich pohlcujicich mnoZin.

Necht' X je vektorovy prostor, pq, ..., pn jsou pseudonormy na X a & > 0. Oznacme

Upiospne =X €X; pr1(x) <e,...,pu(x) <e}

Véta 48. Necht’ X je vektorovy prostor a P je systém pseudonorem na X. Pak na X existuje lokdlné konvexni topologie t takovd,
Ze system 8 = {Upe; p € P, e > 0} tvori subbdzi okoli 0 a systéem U = {Up,... p,ei " € N, p1,...,pp € P, e > 0} tvoi{
bdzi okoli 0. Topologie T md ndsledujict viastnosti:

.....

(a) Kazdd pseudonorma p € P je t-spojitd.
(b) MnozZina A C X je t-omezend prdavé tehdy, kdy? p(A) je omezend pro kaZdou p € P.
(¢) Net{xy}yer C X konverguje k x € X v v prdvé tehdy, kdyZ p(x, — x) — 0 pro kaZdou p € P.

Topologii T budeme nazyvat topologii generovanou systémem pseudonorem P.
Na druhou stranu, je-li (X, t) lokdlné konvexni prostor a 'V je subbdze okoli 0 sestdvajici z absolutné konvexnich mnoZin,
pak T je generovdna systémem pseudonorem {jLy; V € V}.

Tvrzeni 49. Necht’ (X, 1) je lokdlné konvexni prostor. Ndsledujici tvrzeni jsou ekvivalentni:
(i) X je Hausdorffiiv.

(ii) KaZdy systém pseudonorem P generujici t md ndsledujici viastnost:
Pro kazdé x € X \ {0} existuje p € P takové, Ze p(x) > 0.

(iii) Existuje systém pseudonorem P generujici T s vlastnosti z tvrzeni (ii).

Lemma 50. Necht’ (X, t) je lokdlIné konvexni prostor generovany spocetnym systémem pseudonorem { p, }. Pak

o

1
px,y) =) o min{pa(x —y). 1}
n=1

Jje translacné invariantni pseudometrika na X generujici t.

Véta 51 (A. N. Kolmogorov (1934)). Necht’ (X, t) je topologicky vektorovy prostor. Pak X je pseudonormovatelny (resp. nor-
movatelny, je-li X Hausdorffiiv) prdvé tehdy, kdyz v ném existuje omezené konvexni okoli 0.

Tvrzeni 52. Necht’ X je lokdlné konvexni prostor a A C X. Pak plati ndsledujici tvrzeni:
(a) Je-li A omezend, je i mnoZina conv A omezend.

(b) Je-li A totdlné omezend, je i mnoZina conv A totdlné omezend.

7. Oddélovaci véty

Lemma 53. Necht’ X je topologicky vektorovy prostor a f € X™* \ {0}. Pak f je oteviené zobrazeni.

Véta 54. Necht’ X je topologicky vektorovy prostor a A, B C X jsou disjunktni konvexni mnoZiny. Pak plati ndsledujici tvrzeni:
(a) Je-li A otevFend, pak existuje f € X* takovy, Ze Re f(x) < infg Re f pro kaZdé x € A.

(b) Je-li X lokdlné konvexni, A uzaviend a B kompaktni, pak existuje f € X* takovy, Ze supy Re f < infg Re f. Je-li navic A
absolutné konvexni, pak dokonce sup,| f| < infp Re f.

Dusledek 55. Necht’ X je lokdlné konvexni prostor. Pak plati ndsledujici tvrzeni:
(a) Je-li X Hausdorffiiv, pak X* oddéluje body X .
(b) Je-li Y uzavieny podprostor X a x ¢ Y, pak existuje f € X* takovy, e f |y =0a f(x) = 1.

(c) Je-li Y podprostor X a f € Y*, pak existuje F € X* takovy, Ze F 'y = f.



8. Slabé topologie a polary
Slabé topologie

Lemma 56. Necht’ X je vektorovy prostor a f, fi,..., fn jsou linedrni formy na X. Pak f € span{fi,..., fu}, prdvé kdyz
;=1 Ker fj C Ker f.

Fakt 57. Necht’ X,Y, Z jsou vektorové prostory a L: X — Y a S: X — Z jsou linedrni zobrazeni. Pak existuje linedrni
zobrazeni T : Z — Y takové, Ze L = T o S, prdvé kdyZ Ker S C Ker L.

Definice 58. Necht X je vektorovy prostor a M C X*. Symbolem o (X, M) oznatujeme lokdln& konvexni topologii na X
generovanou systémem pseudonorem {| f'|; f € M}.

Tvrzeni 59. Necht' X je vektorovy prostora M, N C X*. Pak o(X, M) = o(X, N), prdvé kdy? span M = span N. Specidlné,
o(X,M) =o0(X,span M).

Tvrzeni 60. Necht' X je vektorovy prostor a M C X*. Pak topologie o(X, M) je Hausdorffova, prdavé kdyz M oddéluje body
X.

Véta 61. Necht' X je vektorovy prostora M C X*. Pak (X,0(X, M))* = span M.
Definice 62. Necht’ X je topologicky vektorovy prostor.
e Topologie w = o(X, X*) se nazyva slabou topologii (téZ w-topologii) na X .
e Topologie w* = o(X™, e(X)) se nazyva slabou s hvézdickou topologii (téZ w*-topologii) na X *.
Dusledek 63. Necht’ (X, ) je topologicky vektorovy prostor. Pak plati ndsledujici tvrzeni:
(a) wCrta(X,w)*=X*
(b) (X*,w*)* = e(X).
Tvrzeni 64. Necht’ X je topologicky vektorovy prostor a 'Y je podprostor X. Oznadme wyy restrikci topologie o (X, X*) na Y.
Pak wyy C o(Y,Y™). Je-li X lokdlné konvexni, pak wxy = o(Y,Y ™). Jinymi slovy, v lokdlné konvexnim prostoru X splyvd
origindlni slabd topologie na Y se slabou topologii zdédénou z X .
Véta 65. Necht’ X je lokdlné konvexni prostor a A C X je konvexni. Pak plati ndsledujici tvrzeni:
(a) A" = A.
(b) A je slabé uzavrend, pravé kdyZ je uzaviend.
(c) Je-li X pseudometrizovatelny a x, — x slabé, pak existuji y, € conv{x;; j > n} takové, Ze y, — x.
Véta 66. Necht’ X je lokdlné konvexni prostor a A C X. Pak A je omezend prdvé tehdy, kdy? je slabé omezend.

Véta 67. Necht’ X, Y jsou topologické vektorové prostorya T : X — Y je spojité linedrni zobrazeni. Pak T je w—w spojité, tj.
spojité jakoZto zobrazeni T : (X, w) — (Y, w).

Tvrzeni 68. Necht' X je vektorovy prostor a M C X*. Pak o(X, M) je pseudometrizovatelnd prdvé tehdy, kdy? span M md
spocetnou algebraickou bdzi.

Tvrzeni 69. Necht’ X je nekonecnérozmérny topologicky vektorovy prostor metrizovatelny tiplnou metrikou. Pak X nemd spo-
Cetnou algebraickou bdzi.

Dusledek 70.

(a) Necht’ X je normovany linedrni prostor. Pak (X, w) je metrizovatelny, prdavé kdyz X je konecnérozmérny. V tom p¥ipadé
slabd topologie splyvd s normovou.

(b) Necht' X je Fréchetitv prostor. Pak (X™*, w*) je metrizovatelny, pravé kdyz X je konecnérozmérny.



Polary

Definice 71. Necht' X je vektorovy prostor a A C X. Absolutné konvexni obal mnoZziny A definujeme jako
aconv A = ﬂ{B D A; B C X je absolutné konvexni}.

Tvrzeni 72. Necht’ X je vektorovy prostor nad K a A C X. Pak
n n
aconv A = Zkix,-; X1,....Xp € A, A1, ..., Ay EK,Z|A,-| <1l,neNj;.
i=1 i=1

Definice 73. Necht' X je topologicky vektorovy prostor a A C X. Pak definujeme uzavieny absolutné konvexni obal A jako

aconv A = ﬂ{B D A; B C X je uzaviend absolutné konvexni}.

Tvrzeni 74. Necht’ X je topologicky vektorovy prostora A C X. Pak span A = span A, conv A = conv A a aconv A = aconv A.

Definice 75. Je-li X topologicky vektorovy prostor a A C X, pak definujeme (absolutni) poldru mnoZiny A jako
A°={f € X*; | f(x)| < 1 prokazdé x € A}.

Pro mnozinu B C X* pak definujeme zpétmou (absolutni) poldru jako
B, ={x € X; | f(x)| <1prokazdé f € B}.

Fakt 76. Necht’ (X, 1) je topologicky vektorovy prostor, A C X a B C X*. UvaZujeme-li na X* topologii w*, pak A° = ¢(A)o,
&(Bs) = B°a (B°)o = (Bo)°.

Tvrzeni 77. Necht’ X je topologicky vektorovy prostor nad K, A C X a B C X*. Pak plati ndsledujici tvrzeni:
(a) MnoZina A° je absolutné konvexni a w*-uzaviend. MnoZina B, je absolutné konvexni a slabé uzaviend.

(b) Je-li A podprostor X, pak A° = A*. Je-li B podprostor X*, pak B, = B, .

(c) {0}° = X* X° = {0}, {0} = X a pokud X* oddéluje body X, pak (X*), = {0}.

(d) Je-li & € K \ {0}, pak (AA)° = + A° a (AB)o = } Bo.

(e) Je-li Ay C X,y € I libovolny systém, pak (Uye[‘ A,,)O = Nyer A3 Je-li B, C X*, y € I libovolny systém, pak
(Uyer By), = Nyer(Bye

Véta 78 (O bipolare; Jean Dieudonné (1950)). Necht’ X je topologicky vektorovy prostor.

(a) Je-li A C X, pak (A°), = aconv® A (= aconv A, pokud X je lokdlné konvexni).

(b) Je-li B C X*, pak (B.)° = aconv®”" B.

Lemma 79. Necht’ X je topologicky vektorovy prostora A C X, B C X*. Pak

(a) AL je w*-uzavieny podprostor X*,

(b) B je slabé uzavreny podprostor X,

(c) (A1), =span” A (= Span A, pokud X je lokdlné konvexni),

(d) (BL)* =span®" B.

Véta 80. Jsou-li X, Y topologické vektorové prostory takové, Ze Y * oddéluje body Y, a T : X — Y je spojité linedrni zobrazeni,
pak plati, Ze

(a) KerT* = (RngT)*L,
(b) KerT = (RngT*),,
(c) RngTw = (KerT*),,

(d) RngT* vt (Ker T)*.



Véta 81 (Herman Heine Goldstine (1938)). Je-li X normovany linedrni prostor, pak €(Bx) Y= By xx.

Véta 82 (Banach-Alaoglu-Bourbaki). Necht’ X je topologicky vektorovy prostor. Je-li U okoli 0 v X, pak U° je w*-kompakini
mnoZina.

Dusledek 83. Necht’ X je normovany linedrni prostor. Pak Bx+ je w*-kompakin.

Tvrzeni 84. Necht’ X je separabilni topologicky vektorovy prostor a {x,}3> je hustd v X. Je-li U C X okoli 0, pak (U°, w*)
Je topologicky prostor metrizovatelny metrikou

oo

p(f8) = 3 o mintl(f ~ £)Cn)l 1

n=1

Fakt 85. Necht’ X je normovany linedrni prostor. Pak kanonické vnoreni e: X — X** je izomorfismem lokdlné konvexnich
prostorii (X, w) a (e(X), w*). Specidlné, ¢ je homeomorfismem topologickych prostorii (Bx,w) a (¢(Bx), w™).

Tvrzeni 86. Necht’ X je normovany linedrni prostor.

(a) Je-li X separabilni a {x,} je hustd v Sx, pak (Bx~, w*) je metrizovatelnd metrikou

o0

P8 = 3 5l ~ )l

n=1

(b) Je-li X* separabilni a { f,,} je hustd v Sx=, pak (Bx , w) je metrizovatelnd metrikou

[e.]

o) = Y el e = )l

n=1

Véta 87. Je-li X Banachiiv prostor, pak X je reflexivni, prdvé kdy? By je slabé kompakini.
Dusledek 88. Necht’ X je Banachiiv prostor. Pak X je reflexivni, pravé kdyz slabd a w* topologie na X * splyvaji.

Véta 89. Necht’ X je reflexivni Banachiiv prostor. Pak By je slabé sekvencidlné kompakini. Tedy 7z kaZdé omezené posloupnosti
v X lze vybrat slabé konvergentni podposloupnost.

I1. Distribuce 11

1. Prostor distribuci

Véta 90. Necht' 2 C R? je oteviend a neprdzdnd. PoloZme

U = {U C D(£2); U absolutné konvexni, U N D(K) € tx(0) pro kaZdy kompakt K C .Q}
Pak U je bdzi okoli 0 pro Hausdorffovu lokdlné konvexni topologii T na D(82), kterd md ndsledujici viastnosti:
(a) Tolo@) C T
(b) Pro kaZdou kompakini K C §2 je D (K) uzavieny podprostor (D(82),7) a Tl o) = k.
(c) Je-li A C (D(82), t) omezend, pak existuje K C $2 kompaktni takovd, Ze A C D(K).

(d) Necht' {p,} je posloupnost v D(82) a ¢ € D(82). Pak ¢, — @ v T, prdvé kdy? existuje kompakt K C $2 takovy, Ze
supp ¢ C K pro kazdé n € N, a pro kazdy multiindex o délky d plati, e D@, — D% stejnomérné na R¢.

(e) (D(£2), 1) je prvni kategorie v sobé.

Tvrzeni 91. Necht’ 2 C R? je oteviend, Y je lokdlné konvexni prostor a T: (D(2),t) — Y je linedrni. Pak ndsledujici
tvrzenti jsou ekvivalentni:

(i) T je spojité.
(it) Pro kaZdou posloupnost {p,} C D(82) konvergujici k 0 v T je mnoZina {T (¢,); n € N} omezend.

(iii) Pro kaZdou kompaktmi K C £2 je restrikce T | p (k) spojitd.



2. Schwartzuv prostor

Lemma 92. Pro N € N je funkce x — (1 + ||x||2)N polynom na R?. Pro kazdy polynom P na R? existujiN € Na C > 0
takovd, 2e |P(x)| < C(1 + || x||*)N pro kazdé x € R4.

Definice 93. Schwartziiv prostor na R? je definovan nésledujicim zptisobem:
Sa={f¢€ C*®(R?,C); PD®f je omezens pro kazdé o € Ng a kazdy polynom P na ]Rd}.

Lemma 94. Necht’'d e N, 1 < p <oo, N > % ah(x) = mex eRe. Pak h € Lp(pa).

Tvrzeni 95. Schwartziiv prostor md ndsledujici vlastnosti:

(@) DRY) C 84 C CoR?) N Mperr,o0) Lo (a)-

(b) Je-li f € 84, a € R\ {0}, b e R¢ ah(x) = f(ax +b), pakh € 8.
(c) Je-li f € 8; a o multiindex délky d, pak D* f € 8.

(d) Je-li f € 84 a jestlize g € C®(R?) je omezend a md omezené viechny parcidlni derivace vSech ¥ddii (specidlné, je-li
g € 8a), pak fg € 4.

(e) Je-li f € 84 a P: R4 — C polynom, pak Pf € 8.
Pro N € Nga f € &8; polozme

2\N
vy (f) = max [x = (1+ [[x[)Y D f ()] -
la|<N
Hausdorffovu lokélné konvexni topologii na §; generovanou systémem {vy }%°_ oznacime o. Tato topologie je metrizovatelnd
metrikou z Lemmatu 50.

Véta 96. Metrika z Lemmatu 50 prislusnd systému {vn % _, je vplnd. Prostor (84, 0) je tedy Fréchetiiv prostor. Topologie o
md ndsledujict viastnosti:

(a) Necht’ {f,} je posloupnostv 84 a f € 8,. Ndsledujici tvrzeni jsou ekvivalentni:

(i) fun— f vtopologiio.
(ii) Pro kaZdé N € Ny a kaZdy multiindex o délky d plati, Ze (1 + || x|>)N D% f,, — (1 + ||x||>)Y D* f stejnomérné na
R
(iii) Pro kaZdy polynom P a kaZdy multiindex o« délky d plati, Ze PD® f,, — PD® f stejnomérné na R%.
b) Jestlize f, — f v prostoru (8;,0), pak f, — f v L rokazdé 1 < p < oc.
( p d,0),p p(a) p p

(c) Je-li o multiindex délky d, P polynom na R? a g € 84, pak zobrazeni f +— D*f, f + Pf a f + gf jsou spojitd
JjakoZto zobrazeni z (84,0) do (84,0).

Tvrzeni 97. Necht' f € 8; aa € N§.
(a) DY f(t) = (it)* f(t) pro kazdé t € RY.
(b) DT = mq f, kde mg(x) = (—ix)2.

Véta 98. Fourierova transformace je izomorfismem prostoru (84, 0) na sebe. Navic pro f € 84 plati, Ze

SO

?(x) = f(=x)prokafdéx eR? a f = f.

3. Temperované distribuce

Lemma 99. Nech’ K C R? je kompaktni. Pak o | ok = k-

Tvrzeni 100. Podprostor D (R?) je husty v (84, 0) a pro topologii T plati, Ze o M o®ay C T Jinymi slovy, vnoreni Id : (DRY), 1) —>
(84, 0) je spojité a na hustou podmnoZinu.

Definice 101. Distribuce na R¥, které jsou restrikcemi funkciondlii z (84, 0)*, se nazyvaji temperované distribuce.

Tvrzeni 102. Necht' A je temperovand distribuce na R%, a € Ng , g € 84 a P je polynomna R%. Pak D* A, gA a PA jsou té
temperované distribuce a vzorce



e DYA(S) = (D)l A(D ),
o (gMN)(f)=A(gf)a
o (PA)(f) = A(Pf)

plati pro kazdou [ € 84. Ddle zobrazeni A — D* A, A = gA a A PA jsou spojitd linedrni zobrazeni z prostoru (87, w*)
do sebe.

Definice 103. Fourierova transformace temperované distribuce A na R¢ je definovana vzorcem Z( f) = A(?) pro f € 8.

Véta 104.

(a) Je-lig € L1(uq), pak A/g\je temperovand distribuce a //1; = A/g\. Je-lig € Lo(ug), pak //l\g = AF(g), kde F je roz§itenim
Fourierovy transformace z Plancherelovy véty.

(b) Je-li A je temperovand distribuce na R? a o € N(‘f , pak
o DYA = saZ, kde sq(x) = (ix)%, a
e DA = mgA, kde mqy(x) = (—ix)®

(c) Fourierova transformace ¥ temperovanych distribuci je izomorfismem prostoru (8%, w*) na sebe. Plati proni, Ze ¥* = Id.

I11. Bochneruv integral

1. Méritelna zobrazeni

Tvrzeni 105. Necht’ §2 je méFitelny prostor a X je metricky prostor. Pak bodovd limita posloupnosti méFitelnych zobrazeni z §2
do X je méfitelné zobrazent.

Definice 106. Necht' £2 a X jsou mnoZiny. Zobrazeni f: £2 — X se nazyva jednoduché, pokud f(£2) je kone¢na mnozina.

Véta 107. Necht' §2 je mé¥itelny prostor a X je separabilni metricky prostor. Pak f: 2 — X je méfitelné, prdvé kdyz? je
bodovou limitou posloupnosti jednoduchych méritelnych zobrazeni z 2 do X.

Je-li (£2, p) prostor s mirou a M je mnozina, pak symbolem ZA(£2, M) oznac¢ime mnoZinu vSech zobrazeni definovanych
U-s. v.na §2 s hodnotami v M.

Definice 108 (Salomon Bochner (1933)). Necht’ (£2, ) je prostor s tiplnou mirou a X je metricky prostor. Zobrazeni z £(S2, X)
nazveme silné méritelnym (téZ bochnerovsky méritelnym) vzhledem k p, pokud je p-s. v. bodovou limitou posloupnosti jedno-
duchych méfitelnych zobrazeni z £2 do X.

Lemma 109. Necht’ (§2, jv) je prostor s tiplnou mirou, X je metricky prostor a f € E(S2, X). Pak f je silné méFitelné, prdavé
kdy? je méFitelné a existuje E C 2 takovd, Ze W(E) = 0a f(§2 \ E) je separabilni.

Dusledek 110. Necht’ (82, (1) je prostor s iplnou mirou, X je metricky prostor a { f,} C Z($2, X) je posloupnost silné mé¥itel-
nych zobrazeni, kterd konverguje bodové s. v. k f € A(82, X). Pak [ je silné mé¥itelné.

Lemma 111. Necht’ 2 a X jsou je méFitelné prostory, X je zdroveri vektorovy prostor nad K, f,g: 2 — X jsou jednoduchd
méFitelnd zobrazeni a a € K. Pak [ + g a af jsou jednoduchd méFitelnd zobrazeni.

Dusledek 112. Necht’ (§2, i) je prostor s tiplnou mirou, X je normovany linedrni prostor nad K, f,g € £(82, X) jsou silné
mé¥itelnd a o € K. Pak f 4+ g a of jsou silné méFitelnd zobrazeni.

Definice 113 (Izrail Moisejevi¢ Gelfand (1938), Billy James Pettis (1938)). Necht' (£2, ) je prostor s mirou a X je normovany
linearni prostor. Zobrazeni f € A(S§2, X) nazveme slabé méFitelnym, pokud pro kazdé ¢ € X ™ je ¢ o f méfitelnd funkce.

Definice 114. Necht’ X je normovany linedrni prostor. Rekneme, 7e A C By~ je 1-normujici, pokud || x| = supre 4| f(x)] pro
kazdé x € X.

Lemma 115. Necht’ X je normovany linedrni prostor. Je-li A C Bx+ mnoZina w*-hustd v Bx*, pak A je 1-normujici.

Lemma 116. Necht X je normovany linedrni prostor a A C Bx= je 1-normujici. Pak Ao = Byx. Dokonce pro kaZdé x € X
ar > 0plati, Ze B(x,r) = (realy € X1 |f(0) = f)l =r}

Lemma 117. Necht’ X je normovany linedrni prostor a A C X. Pak spang A je husty v span A a Bx N spang A je hustd
v Bx N span A.
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Véta 118. Necht’ (£2, ) je prostor s viplnou mirou, X je normovany linedrni prostor a f € &A($2, X). Pak ndsledujici tvrzeni
Jjsou ekvivalentni:

(i) [ je silné méFitelné.
(ii) f je méfitelné a existuje E C 2 takovd, Ze W(E) = 0a f(2 \ E) je separabilni.
(iii) f je slabé méfitelné a existuje E C §2 takovd, Ze W(E) = 0a f(£2 \ E) je separabilni.

(iv) Existuji E C 2, Y C X separabilni podprostor a A C By= spocetnd tak, Ze p(E) =0, f(£2\ E) C Y, By= Nspan A4 je
w*-hustd v By« a ¢ o f je méFitelnd pro kaZdé ¢ € A.

Tvrzeni 119. Necht’ (§2, 1) je prostor s vuplnou mirou, X je normovany linedrni prostor a f € KE($2, X) je silné méFitelné.
Pokud pro kazdé ¢ € X* jepo f =0s. v, pak f =0s. v

2. Bochneruv integral

Definice 120. Necht’ (£2, ) je prostor s mirou a X je normovany linedrn{ prostor. Zobrazeni f : £2 — X se nazyva schodovité,
jestliZe je jednoduché, méfitelné a pro kazdé x € f(£2) \ {0} je u(f ' (x)) < +oo.

Definice 121. Necht’ (£2, i) je prostor s mirou, X je normovany linedrni prostor a f: 2 — X je schodovité. Pak pro kazdou
méfitelnou £ C §2 definujeme Bochneriiv integrdl f pres E jako

[ fa= > wrtwnbw
E xef(2)\{0}

Lemma 122. Necht’ (§2, j4) je prostor s mirou, X je normovany linedrni prostor a f : §2 — X je schodovité. Jsou-li A, B C §2
disjunktni méFitelné podmnoZiny, pak [, 5 fduw = [, fdu + [z fdu.

Véta 123. Necht’ (52, i) je prostor s mirou, X je normovany linedrni prostor nad X, f, g: §2 — X jsou schodovitd zobrazeni a
a € K. Pak f +g aaf jsouschodovitda [p(f+g)du = [ fdu+ [pgdua [paf du = o [; f du pro kazdou méFitelnou
E cC .

Je-li (£2, 1) je prostor s mirou, X je normovany linedrni prostor a f € A(£2, X) je méfitelné zobrazeni, pak funkce ¢ +
|| f(¢)|| je méfitelnd na £2, nebot’ je sloZenim spojité funkce ||-|| a méfitelného zobrazeni f. Tuto funkci budeme znacit || f||.

Lemma 124. Necht’ (£2, 1) je prostor s mirou, X je normovany linedrni prostor a f: 2 — X je jednoduché mé¥itelné zob-
razeni. Pak [ je schodovité, pravé kdyz [ f || du < +oo. V tom pripadé je | [z fdu| < [gIf ] di pro kaZdou méritelnou
E C .

Lemma 125. Necht’ (52, j1) je prostor s viplnou mirou, X je Banachiiv prostor, f € E (82, X) je silné méritelné a f,: 2 — X,
n € N je posloupnost schodovitych zobrazeni takovd, Ze limy o0 [o |l fu(t) — f()| du(t) = 0. Pak pro kazdou méFitelnou
E C 2 existuje limy oo . g Jndp. Navic je-li g, : 2 — X, n € N posloupnost schodovitych zobrazeni se stejnou vlastnost,

jako md { fn}, pak lim, o0 [ gn dpt = lim, 00 [ fn dpt.

Definice 126. Necht' (£2, i) je prostor s tiplnou mirou, X je Banachiv prostor a f € Z£(£2, X) je silné méfitelné. Rekneme,
Ze je [ je bochnerovsky integrovatelné, pokud existuje posloupnost f,: 2 — X, n € N schodovitych zobrazeni takova, Ze
limy, 00 [l fn — f1l dit = 0. Pro kazdou méfitelnou E C £2 pak definujeme Bochneriiv integrdl f pies E jako

/fdu: lim/fndu.
E n—oo E

Véta 127. Necht’ (82, |1) je prostor s viplnou mirou, X je Banachiiv prostor nad K, f, g € £(82, X) jsou bochnerovsky integro-
vatelnd, o € K a E C §2 je méFitelnd.

(a) Zobrazeni f + g a af jsou bochnerovsky integrovatelnd a [ (f +g)du = [ fdu+ [pgdpa [poaf du=«o [p fdu.

®) | [ fau] < [l £ dp.

Véta 128. Necht’ (£2, ) je prostor s uplnou mirou, X je Banachitv prostor a f € A($2, X) je silné méfitelné. Pak f je
bochnerovsky integrovatelné, prdavé kdy? || f || je lebesgueovsky integrovatelnd.

Véta 129. Necht’ (§2, ) je prostor s konecnou tiplnou mirou, X je Banachiiv prostor a { f,} C &£(82, X) je posloupnost silné
méFitelnych zobrazeni. Necht' f € AE(S2, X) je bochnerovsky integrovatelné takové, Ze f, — f stejnomérné s. v. na §2. Pak

Jo fdp = Tim_[o fndp.
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Véta 130 (o majorizované konvergenci). Necht’ (§2, i) je prostor s viplnou mirou, X je Banachiiv prostor a { f,} C E(£2, X) je

posloupnost silné mévitelnych zobrazeni. Necht’ [ € E(S2, X) je takové, Ze f, — f bodové s. v., anecht’ g € L1(1) je takovd,

Zeprokazdén € N je || fu(t)|| < g(t) pros.v.t € 2. Pak fy i f jsou bochnerovsky integrovatelnd a lim [o| fu — f|dp = 0.
n—oo

Specidlné, [, fdu = nll)rgo [o fudp.

Véta 131 (absolutni spojitost Bochnerova integralu). Necht’ (§2, i) je prostor s tplnou mirou, X je Banachiiv prostor a f €
E(82, X) je bochnerovsky integrovatelné. Pak pro kaZdé ¢ > 0 existuje § > 0 takové, Ze “ / g/ d,u“ < & kdykoli E C 2 je
takovd, Ze W(E) < 6.

Véta 132. Necht’ (§2, 1) je prostor s tiplnou mirou, X a Y jsou Banachovy prostory, f € E(S2, X) je bochnerovsky integrova-
telnéaT € £(X,Y). Pak T o f je bochnerovsky integrovatelné a pro kaZdou méritelnou E C S2 plati, Ze

/};Tofd,uzT(/;Efd,u).

Fakt 133. Necht’ (2, ) je prostor s uplnou mirou, X je Banachiiv prostor, x € X a f € Li(n). Pak fE f@®)xdu) =
(fE f du)x pro kaZdou méfitelnou E C 2.

Véta 134. Necht' (£2, 1) je prostor s tiplnou mirou, X je Banachitv prostor a f € F(§2, X) je bochnerovsky integrovatelné.
Je-li [ f dp = 0 pro kazdou méfitelnou E C 2, pak f = 0s. v.

Véta 135. Necht’ (82, ) je prostor s tiplnou mirou, X je Banachiiv prostor a | € &A(S2, X) je bochnerovsky integrovatelné. Pak

pro kaZdou E C $2 kladné miry je
1

M(E)
Véta 136 (Fubiniova véta pro Bochneruv integral). Necht’ (£21, 1) a (22, (2) jsou prostory se o-konecnymi tiplnymi mirami
a necht’ v je ziiplnénim soucinové miry (1 X Wa. Necht’ X je Banachiiv prostor a f € AE(§21 X §2,, X) je bochnerovsky
integrovatelné vzhledem k v. Potom pro s. v. s € §21 je zobrazeni't +— f(s,t) bochnerovsky interovatelné na §2,, pros. v.t € §2, je

zobrazeni s — [ (s,t) bochnerovsky interovatelné na §2,; zobrazeni ¥ (s) = fﬂz f(s,t)dux(t) a ya(t) = fﬂl f(s,t)duq(s)
definovand s. v. na §21, resp. §2, jsou bochnerovsky integrovatelnd a

[ sone [ o
Q] .Q]Xﬂz 92

3. Lebesgueovy-Bochnerovy prostory

/ fdu € conv f(E).
E

Definice 137. Necht' (£2, ) je prostor s dplnou mirou, X je Banachiiv prostora 1 < p < co. Symbolem L, (i, X) oznacime
mnoZinu vSech silné méfitelnych zobrazeni z £(£2, X) takovych, Ze || || € L,(u), faktorizovanou podle rovnosti j-s. v.

Dile pro f € Lp(u, X) definujeme || f{|L,u,x) = Ht [ ||f(t)||HLp(M).
Véta 138. Necht’ (§2, ) je prostor s tiplnou mirou, X je Banachiiv prostora 1 < p < oo.
(a) Lp(u, X) je Banachiiv prostor s normou || f ||, (u,x)-

(b) Je-li X Hilbertiiv prostor, pak L, (i, X) je Hilbertuv prostor se skaldrnim soucinem
(U 8)iagnio = [ (£0.5@) b

Véta 139. Necht’ (82, ju) je prostor s viplnou mirou, X je Banachiiv prostoral < p < oc.
(a) MnoZina schodovitych zobrazeni z §2 do X je hustd v Ly (i, X).

(b) Jsou-li X i L,(w) separabilni, je L,(u, X) také separabilni.

IV. Banachovy algebry

1. Zakladni vlastnosti

Definice 140. Rekneme, Ze (4, 4, —, 0, -, -) je algebra nad K, pokud (4, +, —, 0, ;) je vektorovy prostor nad K, (4, 4+, —, -, 0)
je okruh, a navic plati, ze (¢ sa) -b = a-(a-sb) = o -5 (a - b) pro vSechna a,b € A a«a € K. Algebra nad K se nazyva
komutativni, pokud je jeji okruhové ndsobeni - komutativni.
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Tvrzeni 141. Necht' A je algebra nad K. PoloZme A. = A X K a definujme vektorové operace na A. obvyklym zpiisobem (tj. po
sloZkdch) a ddle ndsobeni prvkii A. pomoci vzorce

(a,a)(b,B) = (ab+ab + Ba,af) proa,be A a, B kK.
Pak Ae je algebra s jednotkou (0, 1) a A Ize identifikovat s jeji podalgebrou A x {0}. Je-li A komutativni, je A, téZ komutativni.

Necht' A, B jsou algebry nad K. (Algebrovy) homomorfismus @: A — B je zobrazeni, které je homomorfismem mezi
piisluSnymi vektorovymi prostory (tj. je linedrn{) a zaroveni je homomorfismem mezi piislusSnymi okruhy (tj. je multiplikativni,
neboli @(ab) = @(a)P(h)).

@ nazyvame (algebraickym) izomorfismem algeber A a B, pokud @ je bijekce.

Fakt 142. Necht' A je algebra, B je algebra s jednotkou e a ®: A — B je homomorfismus. Pak @: A. — B, 5()6,)&) =
@D (x) + Ae je homomorfismus rozsirfujici @.

Tvrzeni 143. Necht’ A je algebra s jednotkou a B je podalgebra A neobsahujici e. Pak C = B + span{e} je podalgebra A
a zobrazeni @ : B, — C, @(x,A) = x + Ae je izomorfismus.

Definice 144. Dvojici (A4, ||-||) nazyvame normovand algebra, pokud A je algebra, (A4, ||-||) je normovany linedrn{ prostor, a pro
kazdé a,b € A plati, Ze ||ab|| < ||a]|||b||- Je-li metrika generovana ||-|| dplna, pak (A, ||-||) se nazyva Banachovou algebrou.

Tvrzeni 145. Necht’ (A, ||-||) je normovand algebra. Ndsobeni prvkii A je lipschitzovské na omezenych mnoZindch (a tedy spojité)
JakoZzto zobrazeni 7 A x A do A.

Disledek 146. Necht' A je normovand algebra a B je podalgebra A. Pak B je téZ podalgebra A.

Dusledek 147. Pro kaZdou normovanou algebru A existuje jeji ziplnéni, tj. Banachova algebra takovd, Ze A je jeji hustd podal-
gebra. Toto rozsitent je urceno jednoznacné az na izometrii. Md-li algebra A jednotku e, pak e je i jednotkou v ziiplnéni A.

Tvrzeni 148. Necht’ (A, ||-||) je normovand algebra. Definujeme-li na Ae normu predpisem ||(a,@)|a, = ||a|| + || (. Ae =
A @1 K), pak A. s touto normou je normovand algebra. Je-li (A, ||-||) Banachova algebra, je i A s vySe uvedenou normou
Banachova algebra.

Definice 149. Necht' 4 a B jsou normované algebry a ®: A — B je (algebrovy) homomorfismus. Rikdme, Ze @ je izomorfismus
normovanych algeber A a B (nebo jen izomorfismus), pokud @ je homeomorfismus A na B; fikdme, Ze @ je izomorfismus A do
B (nebo jen izomorfismus do), pokud @ je izomorfismus A na Rng @.

Véta 150. Necht’ A je normovand algebra. Pro kaZdé a € A definujme levou translaci L,: A — A predpisem L,(x) = ax.
Pak L, € £(A) azobrazeni I : A — £(A), I(a) = L, je spojity algebrovy homomorfismus s ||I|| < 1. Md-li A jednotku e, pak
I je izomorfismus do a 1(e) = Id. Plati-li |x?|| = ||x||? pro kazdé x € A (nap¥. je-li A podalgebra {oo(I")), pak I je izometrie
do.

Dusledek 151. Necht' (A, ||-||) je netrividlni normovand algebra s jednotkou. Pak na A existuje ekvivalentni norma |||-||| takovad,
Ze (A, ||||ll) je normovand algebra a |||e||| = 1.

Pfipomenime, Ze v okruhu s jednotkou (staci dokonce v monoidu) jsou inverzni prvky k invertibilnim prvkim jednoznacné
uceny a invertibilni prvky tvoif grupu, tj. jsou-li x, y € A invertibilni, pak i xy je invertibilni a (xy)™! = y~!x~!. Tuto grupu
invertibilnich prvkt budeme znacit 4*.

Fakt 152. Necht' A je algebra s jednotkou a B je jeji podalgebra obsahujici e. Pak B* C A* N B.

Lemma 153. Necht’ A je normovand algebra s jednotkou a x € A. Je-li fada Z:o:o x™ konvergentni, pak Z:o:o x" = (e—x)"L
Lemma 154. Necht’ A je Banachova algebra s jednotkou.

(a) Pokud x € Uy, pak fada y_p> , x" konverguje absolutné, a tedy Y .- o x" = (e — x)~ L.

(b) Necht’ x € A* anecht' h € A je takové, Ze ||h| < ||x1T|| Pak x+h € A*. Pokud navic ||h| < ﬁ,pak || (x+h)—x7t 4 x 7 hx
2x~ IR0

Definice 155. Necht G je grupa a 7 je topologie na G. Rekneme, Ze (G, 1) je topologické grupa, pokud jsou grupové operace
(tj. ndsobeni -: G x G — G ainverze ~': G — G) spojité.

Véta 156. Necht’ A je Banachova algebra s jednotkou. Pak A™ je oteviend podmnoZina A a je to topologickd grupa.

Tvrzeni 157. Necht' A je Banachova algebra s jednotkou a B je jeji uzaviend podalgebra obsahujici e. Pak (0 B*) N A* = @
a
B* = U {C C B; C je komponenta A* N B protinajici B*} .
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2. Spektralni teorie
Definice 158. Necht' A je algebra s jednotkou a x € A. Pro x € A definujeme rezolventni mnoZinu prvku x jako
p(x) ={L eK; le —x € A},

a spektrum prvku x jako
o(x) =K\ p(x).

Nemad-li A jednotku, pak pro x € A definujeme vyse uvedené pojmy vzhledem k algebie A..

Fakt 159. Necht’ A, B jsou pologrupy, ®: A — B je homomorfismus na a necht’ A je navic monoid s jednotkou e. Pak B je
monoid s jednotkou ®(e) a je-li x € A invertibilni, pak ®(x) je invertibilni a ®(x)~' = &(x™1). Je-li navic @ bijekce, pak
D | gx je izomorfismus grup A* a B*.

Dusledek 160. Necht' A, B jsou algebry a @ : A — B je algebraicky izomorfismus. Pak o(®(x)) = o(x) pro kaZdé x € A.

Lemma 161. Necht’ M je monoid a x,y € M. Jsou-li alespori dva 7z prvkii x, y, xy a yx invertibilni, pak jsou invertibilni
vSechny CtyFi.

Tvrzeni 162. Necht’ A je algebra nad K.

(a) Je-li A netrividlni, pak o(0) = {0}.

(b) Md-li A jednotku, pak o(ae + Bx) = o + Bo(x) prokaZdé x € Aaw,p € K.

(c) Je-lix € A,n e Nad €o(x), pak A" € a(x™).

(d) Je-li x € A*, pak A € o(x), prdvé kdyi% eo(x7h.

(e) Jsou-li x,y € A, pak mnoZiny o (xy) a o (yx) se lisi nejvyse o prvek 0.

Fakt 163. Necht' A je algebra a B je idedl v A. Pak B je idedl i v A..

Tvrzeni 164. Necht’ A je algebra nad K.

(a) Prokazidé x € A je O € o4 (x). Nemd-li tedy A jednotku, pak 0 € o (x) pro kaZdé x € A.
(b) Md-li A jednotku, pak 04,(x) = 04(x) U {0} pro kazdé x € A.

(c) Necht’ A md jednotku, B je podalgebra A neobsahujici e a C = B + span{e}. Pak oc (x) = o (x) pro kaZdé x € B.

(d) Necht' B je podalgebra A a x € B. Pokud B md jednotku, kterd neni jednotkou v A, pak o4(x) C op(x) U {0}, v ostanich
pripadech je o4(x) C op(x).

(e) Je-li B viastniidedl v A, pak op,(x) = o4(x) pro kaZdé x € B.

Tvrzeni 165. Necht’ A, B jsou algebry, ®: A — B je homomorfismus a x € A. Md-li A jednotku e a ®(e) neni jednotkou v B,
pak op(D(x)) C aa(x) U {0}, v ostatnich pripadech je op (P (x)) C 04(x).

Definice 166. Necht' A je algebra. Pro x € A definujeme spektrdlni polomér prvku x jako
r(x) = sup{|Al; A € o(x)}.
Véta 167. Necht' A je Banachova algebra a x € A. Pak p(x) je oteviend, o (x) je kompaktni a
r@) < inf Y/ = lim /]
Lemma 168. Necht’ {a,} je posloupnost redlnych Cisel.

(a) Pokud a1y < am + an pro viechnam,n € N, pak lim 2 = inf 22 < to0.
n—oo neN

(b) Pokud {ay} je nezdpornd a ay+n < ama, pro vsechnam,n € N, pak lim /a, = in11:I a, € R.
n—oo €

n

Véta 169. Necht’ A je Banachova algebra s jednotkou, B je jeji uzaviend podalgebra obsahujici e a x € B. Pak plati ndsledujici
tvrzeni:

(a) dpp(x) C dpa(x)a
pB(x) = U{C C K; C je komponenta p4(x) protinajici pp(x)}.
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(b) Je-li C komponenta p4(x), pak bud’ C C og(x), nebo C N op(x) = @. Ddle je dog(x) C do4(x).

(c) Je-li pg(x) souvisld, pak op(x) = a4(x).

(d) Md-li op(x) prdzdny vnitiek, pak op(x) = 04(x).

Definice 170. Necht' Y je normovany linedrni prostor nad K, 2 C K, f: 2 — Y aa € £. JestliZe existuje limita

lim W € Y, pak tuto limitu nazyvame derivaci zobrazeni f v bodé a a znacime ji f'(a).
xX—a

Fakt 171. Necht’ Y je normovany linedrni prostor nad K, 2 C K, f: 2 — Y aa € 2. Pokud existuje f'(a), pak pro kazZdé
peYje(pe f)(a)=¢(f(a)).

Definice 172. Necht’' A je algebra nad K s jednotkou. Na p(x) definujeme rezolventu (téZ rezolventni zobrazeni) prvku x pied-
pisem
R:() = (e =x)"', A€ p(x).

Nema-li A jednotku, pak definujeme rezolventu vzhledem k algebie A..
Tvrzeni 173. Necht’ A je Banachova algebra a x € A. Pak zobrazeni A — R, (A) md derivaci v kaZdém bodé mnoZiny p(x).

Definice 174. Necht’ Y je komplexni normovany linedrni prostor, 2 C C je oteviend a f: 2 — Y. Rekneme, Ze f je
holomorfni na $2, jestlize pro kazdé z € £2 existuje f'(z).

Véta 175 (Liouvilleova véta). Necht’ Y je komplexni normovany linedrni prostor a f: C — Y je holomorfni na C. Je-li f
omezené, pak je konstantni.

Véta 176. Necht' A je komplexni Banachova algebra a x € A.
(a) Rezolventni zobrazeni Ry je holomorfni na p(x).
(b) Je-li A netrividlni, pak o(x) # @.
(c) r(x) = inlgI Yxn| = li)m Vx| (tzv. Beurlingiiv-Gelfandiiv vzorec).
ne n—oo
Disledek 177. Je-li A komplexni Banachova algebra, x € Aa A € C, |A| > r(x), pak fada ¥ -, i‘—z konverguje absolutné.
Md-li tedy A jednotku, pak Rx(A) =Y 02, Aﬁ—il
Véta 178 (S. Mazur (1938), I. M. Gelfand (1941)). Necht’ A je netrividlni komplexni Banachova algebra s jednotkou. Pokud
A* = A\ {0}, pak A je izomorfni C. Pokud navic |le|| = 1, pak A je izometricky izomorfni C.
3. Holomorfni kalkulus

Necht' X je komplexni Banachlv prostor, y: [a,b] — C cestaa f: (y) — X spojité zobrazeni. Integrdl f podél y definujeme
predpisem

/ f= / Y (0 £ (1) dA(0).
y [a,b]

Integral podél fetézce I’ = yy + -+~ + y, v C ze spojitého zobrazeni f: (I') — X definujeme predpisem

sz y1f+...+/]:nf_

Lemma 179. Necht' I je fetézec v C, X je komplexni Banachiiv prostor, f: (I') — X je spojité a ¢ € X*. Pak ¢(f1" f) =
f r ¢o f .

Je-li 2 C C oteviend a K C £2 kompaktni, pak fekneme, Ze cykl I" obihd K v £2, pokud (I") C £ \ K, indr z = 1 pro
ze€Kaindrz=0proz € C\ £2.

Véta 180. Necht’ 2 C C je oteviend, X je komplexni Banachitv prostor a [ : 2 — X je holomorfni. Jsou-li I'y, I, dva cykly
v 2 takové, Ze indr, (z) = indp, (z) pro kazdé z € C \ 2, pak fn f= fl"z f.

Definice 181. Necht’ A je komplexni Banachova algebra s jednotkou a x € A.Je-li f € H($2), kde £2 C C je oteviené okoli
o (x), pak definujeme

_ b _ 1 o
10 = 3 [ R = 5= | F@ee -0 a

2mi

kde I" je libovolny cykl obihajici o (x) v £2.
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Lemma 182. Necht’ (£2, ) je prostor s viplnou mirou, A je Banachova algebra a f € Li(u, A). Pak pro kaZdé x € A a kaZdou
méfitelnou E C §2 plati, Ze

x( [ fdu) = [ 0w ( [ fdu)x= [ roxauc).

Fakt 183. Necht' G je grupa. Jsou-liu,v € G takové, Ze uv = vu, pak iu~'v=! = v=ly~!, uv=

Lemma 184. Necht’ A je algebra s jednotkou, x € A a ju,v € p(x).
(@) Rx(WRx(v) = Rx(v)Rx(1).
(b) Ryx(it) — Rx(v) = (v — ) Rx () Ry (v) (t2v. rezolventni identita).

Véta 185 (holomorfni kalkulus). Necht’ A je komplexni Banachova algebra s jednotkou, x € A, 2 C C je oteviené okoli o (x)
a f € H(82). Zobrazeni @: H(2) — A, kde ®(g) = g(x) z Definice 181, md ndsledujici vlastnosti:

(a) D je algebrovy homomorfismus, pro ktery navic @(1) = e a ®(Id) = x.

(b) Pokud f, — f lokdlné stejnomérnév H(82), pak fn,(x) — f(x).

(c) f(x) e A%, pravé kdyz f(A) # 0 pro kazdé A € o(x). V tom pFipadé je f(x)™' = %(x)
(d) a(f(x)) = f(o(x)) (tzv. véta o obrazu spektra).

(e) Pokud g € H(§2,), kde §21 je oteviené okoli f(o(x)), pak (g o f)(x) = g(f(x)).

(f) Pokud y € A komutuje s x, pak y komutuje i s f(x).

Navic pokud zobrazeni W : H(§2) — A spliiuje (a) a (b), pak ¥ = ®.

4. Multiplikativni linearni funkcionaly

Definice 186. Necht’ A je algebra nad K. Homomorfismus ¢ : A — K nazyvame multiplikativnim linedrnim funkciondlem (tedy
¢ je linedrni a (xy) = ¢(x)p(y) pro vSechna x, y € A). MnoZinu vSech nenulovych multiplikativnich linearnich funkcionald
na A zna¢ime A(A).

Tvrzeni 187. Necht’ A je algebra. KaZdy multiplikativni linedrni funkciondl ¢ na A md jednoznacné rozsiveni ¢ € A(A.) dané
vzorcem @(x,A) = ¢(x) + A a A(A.) = {@; ¢ € A(A) U {0}}.

Tvrzeni 188. Necht’ A je algebra a ¢ € A(A). Pro kaZdé x € A je p(x) € o(x), a tedy |p(x)| < r(x).

Dusledek 189. Necht’ A je Banachova algebra. Pak A(A) C Bax (specidlné, kaZdy multiplikativni linedrni funkciondl na A je
automaticky spojity). Pokud A md jednotku, pak ||¢|| > ﬁ pro kazdé ¢ € A(A). Specidlné, je-li |le| = 1, pak A(A) C Syq*.

Definice 190. Necht' A je algebra. Maximdlnim idedlem v A nazveme takovy vlastni idedl v A, ktery je maximdlni vzhledem
k usporadani vsech vlastnich idedlt v A inkluzi.

Tvrzeni 191. Necht’ A je algebra s jednotkou. Pak kaZdy viastni idedl v A je obsaZen v néjakém maximdlnim idedlu v A.

Tvrzeni 192. Necht’ A je Banachova algebra s jednotkou. Je-li I viastni idedl v A, je i I viasmi idedl v A. Tedy kazdy maximdlni
idedl v A je uzavreny.

Lemma 193. Necht’ A je komutativni algebra s jednotkou a x € A neni invertibilni. Pak hlavni idedl x A je viastni.

Véta 194. Necht’ A je komplexni komutativni Banachova algebra s jednotkou. Pak zobrazeni ®@: ¢ + Ker ¢ je bijekce mezi
A(A) a mnoZinou vSech maximdlnich idedlii v A.

Dusledek 195. Necht’ A je komplexni komutativni Banachova algebra s jednotkou a I je vlastni idedl v A. Pak existuje ¢ € A(A)
takovy, Ze ¢ 1 = 0.

Véta 196. Necht’ A je Banachova algebra a M = A(A) U {0} C (Bg*,w™) je mnoZina vSech linedrnich multiplikativnich
Sfunkciondlit na A. Pak M je kompakini, A(A) je lokdlné kompaktni a md-li A jednotku, pak A(A) je kompaktni. Neni-li A(A)
kompakini, pak M je Alexandrovova kompaktifikace A(A).

Zobrazeni @ : M — A(A.), kde @(¢) = ¢ je jednoznainé rozsifeni ¢ na prvek A(Ae), je homeomorfismus.

Necht' X, Y jsou vektorové prostory a 7: X — Y je linedrni zobrazeni. Pak definujeme algebraicky dudlni zobrazen{
T#: Y* — X* ptedpisem T* f(x) = f(Tx)pro f € Y*ax € X.

Lemma 197. Necht' X, Y jsou vektorové prostory a T: X — Y je linedrni bijekce. Pak T* je bijekce a (T*)™! = (T~H)*.
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Tvrzeni 198. Necht' A, B jsou Banachovy algebry a ® : A — B je algebraicky izomorfismus. Pak zobrazeni ¥ = &% | A(B) Je
homeomorfismus A(B) na A(A).

Tvrzeni 199. Necht’ S, T jsou topologické prostory a h: S — T je spojité a na. Pak @ : Co(T) — Co(S), @(f) = fohje
izometricky izomorfismus Banachovy algebry C,(T) do Banachovy algebry Cy(S). Jsou-li S a T lokdlné kompaktni Hausdorffovy
prostory a h je homeomorfismus, pak @ | c,(r) je izometricky izomorfismus Banachovych algeber Co(T) a Co(S).

Véta 200. Necht’ K, L jsou lokdlné kompakini Hausdorffovy topologické prostory. Pak ndsledujici tvrzeni jsou ekvivalentni:
(i) Banachovy algebry Co(K) a Co(L) jsou izometricky izomorfni.
(ii) Algebry Co(K) a Cy(L) jsou algebraicky izomorfni.

(iii) Prostory K a L jsou homeomorfni.

Definice 201. Komutativni algebra A se nazyvé polojednoduchd, pokud A(A) oddéluje body A, tj. pokud ({Kerg; ¢ €
A(4)} = {0}.

Véta 202. Necht’ A, B jsou Banachovy algebry. Pokud B je komutativni a polojednoduchd, pak kaZdy homomorfismus z A do B
Jje automaticky spojity.

Dusledek 203. Necht' A je komutativni polojednoduchd algebra. Pak vSechny normy na A, ve kterych je A Banachova algebra,
Jjsou ekvivalentni.

5. Gelfandova transformace

Definice 204. Necht' A je Banachova algebra nad K. Pro x € A definujeme X: A(4) — K pfedpisem X(¢) = ¢(x), tj.
X = €x P a(4)- Funkci X fikdme Gelfandova transformace prvku x.

Véta 205. Necht' A je komplexni komutativni Banachova algebra a x € A. Md-li A jednotku, pak Rngx = o(x). Nemd-li A
Jednotku, pak o (x) \ {0} C RngX C o(x).

Dusledek 206. Necht' A je komplexni komutativni Banachova algebra a x € A. Pak |X]| = r(x).

Definice 207. Necht’ A je Banachova algebra. Zobrazeni I': A — Co(A(A)), I'(x) = X nazyvame Gelfandovou transformaci
algebry A.

Tvrzeni 208. Necht’ A je Banachova algebra a I je jeji Gelfandova transformace. Pak plati ndsledujici tvrzeni:
(a) I' je homomorfismus.

(b) Podalgebra I'(A) C Co(A(A)) oddéluje body A(A).

(c) I je prostd, prdvé kdy? A(A) oddéluje body A, tj. prdvé tehdy, pokud A je komutativni a polojednoduchd.

Véta 209. Necht’ A je komplexni komutativni Banachova algebra a I' je jeji Gelfandova transformace. Pak plati ndsledujici
tvrzeni:

(a) T je spojity homomorfismus a |I'|| < 1.
(b) T je izomorfismus do, prdavé kdy? existuje K > 0 takové, Ze || x| > K||x||? pro kazdé x € A.
(c) I je izometrie do prdavé tehdy, kdy? || x?| = ||x||? pro kazdé x € A.

Definice 210. Necht’ A je pologrupa a M C A. Pak mnozina M¢ = {a € A; ax = xa pro kazdé x € M}, tj. mnoZina vSech
prvkt A komutujicich s kazdym prvkem M, se nazyva komutant mnoziny M .

Tvrzeni 211. Necht’ A je pologrupa a M C A. Pak plati ndsledujici tvrzeni:
(a) M C (M°)°.

(b) MnoZina M N (M°)¢ komutuje.

(c) Pokud komutuje M, pak komutuje téz (M °)°.

Tvrzeni 212. Necht’ A je algebra a M C A. Pak plati ndsledujici tvrzeni:
(a) M€ je podalgebra A.

(b) Md-li A jednotku, pak e € M°€.
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(c) Je-li A normovand, pak M€ je uzaviend.

Tvrzeni 213. Necht’ A je algebra s jednotkou e anecht’ M C A komutuje. Pak B = (M °)° je komutativni algebra s jednotkou e,
M C B a B* = A* N B. Tedy pro kazdé x € B plati, Ze 64(x) = op(x).

Véta 214. Necht’ A je komplexni Banachova algebra a x,y € A spolu komutuji. Pak plati ndsledujici:
(a) o(x +y) Co(x) +a(y)aa(xy) Co(x)o(y).
(b) r(x+y) =r(x)+ry)arxy) <r@)ry).

6. B*-algebry

Véta 215. Necht’ Hy, H, jsou Hilbertovy prostory a T € £(Hy, Hy). Pak existuje jednoznacné urceny operdtor T* €
£(H,, Hy) takovy, Ze pro kaZdé y € Hy a x € H; plati

(T)C, y)Hz = ()C, T*y)Hl'

Ddle plati, Ze T* = Il_1 oT* ol kde Ij: Hi — Hj*, j = 1,2 jsou prislusné sdruZené linedrni izometrie z Lowigovy-
Fréchetovy-Rieszovy véty.

Definice 216. Operator T* z predchazejici véty nazyvame hilbertovsky adjungovanym operdtorem k T .
Véta 217. Necht’ Hy, H,, H3 jsou Hilbertovy prostory.
(a) Je-liT € £(Hy, Hy), je T = (T*)*=T.
(b) Zobrazeni T + T™* je sdruzené linedrni izometrie £(Hy, Hy) na £(H,, Hy).
(c) Necht' T € £(H1, Hx)a S € £(H», H3). Pak (S o T)* =T* o S*. Ddle (Idy,)* = Ildp,.
(d) Necht' T € £(Hy, H). Pak |[T* o T| = |T o T*|| = || T
(e) T™ je izomorfismus, pravé kdyZ T je izomorfismus.
(f) T* je kompaktni, pravé kdyZ T je kompaktni.
Definice 218. Necht' A je algebra nad K. Zobrazeni *: A — A se nazyva algebrovd involuce, pokud ma nésledujici vlastnosti:
o (x+y)*=x*+ y*prokazdé x,y € A4,
e (Ax)* = Ax* prokazdé x € Aai €K,
o (xy)* = y*x*prokazdé x,y € A,
e (x*)* = x prokazdé x € A (tj. zobrazeni * je involuce).
Algebfe, na které je definovana algebrova involuce, budeme fikat algebra s involuci.
Fakt 219. Necht’ A je algebra s involuci. Pak (a,a)* = (a*,a) pro (a,a) € A, je involuce na A. rozSirujici involuci 7 A.
Tvrzeni 220. Necht’ A je algebra s involuci a x € A. Pak plati ndsledujici tvrzeni:
(a) Je-li e levd nebo pravd jednotka v A, pak e je jednotka a e* = e.
(b) Necht’ A md jednotku. Pak x € A* prdvé tehdy, kdyZ x* € A*X. V tomto p¥ipadé pak (x*)~1 = (x~1)*.
(¢c) A € o(x) pravé tehdy, kdy A € o(x*).
Tvrzeni 221. Necht’ A je komutativni polojednoduchd Banachova algebra. Pak kaZdd involuce na A je spojitd.
Definice 222. Banachova algebra A s involuci se nazyva B*-algebra, pokud pro kazdé x € A je
Ix*x ] = [lx]>.
Lemma 223. Necht’ A je normovand algebra s involuci. Pak ndsledujici tvrzeni jsou ekvivalentni:
(i) ||x*x]|| > ||lx||? pro kaZdé x € A.
(i) ||xx*|| > |Ix||? pro kazdé x € A.

(i) ||x*x| = ||x||? pro kaZdé x € A.
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(iv) ||lxx*|| = ||x||? pro kaZdé x € A.
Ve vSech pripadech je pak | x*|| = ||x|| pro kazdé x € A.

Tvrzeni 224. Necht' A je B*-algebra bez jednotky. Pak na A. s involuci 7 Faktu 219 existuje norma |||-||| rozSifujici piivodni
normu na A (a ekvivalentni normé z Tvrzeni 148) takovd, Ze A. je B*-algebra.

Definice 225. Necht’ A je algebra s involuci. Prvek x € A se nazyva samoadjungovany, pokud x* = x.
Fakt 226. Necht' A je algebra s involuci a x € A. Pak plati ndsledujici tvrzeni:

(a) Prvky x 4+ x*, x*x, xx*, a v komplexnim p¥ipadé i prvek i (x — x*) jsou samoadjungované.

(b) Je-li x samoadjungovany, je samoadjungovany i prvek tx prot € R.

(c) Je-li A komplexni, pak existuji jednoznacné urcené samoadjungované prvky u,v € A takové, Ze x = u + iv. Pro né pak
plati, Ze x* = u —iv.

Definice 227. Necht' A je algebra s involuci.
e Prvek x € A se nazyva normdlni, pokud komutuje s x*, tj. pokud x*x = xx*.
e Pokud 4 md jednotku, pak prvek x € A se nazyva unitdrni, spliiuje-li rovnosti x*x = xx* = e, neboli x~! = x*.
Véta 228. Necht’ A je B*-algebra a x € A.
(a) Je-li x normdlni, pak | x"|| = ||x||" pro kaZdé n € N a pro A komplexni je r(x) = || x||.
(b) Je-li A komplexni, pak r(x*x) = r(xx*) = ||x||%
(c) Md-li A jednotku a x je unitdrni, pak |x|| = 1ao(x) C {A € K; |A| = 1}.
(d) Je-li x samoadjungovany, pak o(x) C R.
Dusledek 229. Necht' A je komplexni algebra s involuci. Pak na A existuje nejvyse jedna norma, se kterou A je B*-algebra.

Definice 230. Necht' A a B jsou algebry s involuci. Pak algebrovy homomorfismus @: A — B nazyvdme *-homomorfismus,
pokud zachovava operaci *, tj. @(x*) = &(x)* pro kazdé x € A.

Dusledek 231. Necht' A je komplexni B*-algebra. Pak kaZdy multiplikativni linedrni funkciondl na A je *-homomorfismus.

Dusledek 232. Necht’ A, B jsou komplexni B*-algebry a @ : A — B je *-homomorfismus. Pak ® je automaticky spojity a navic
@] < 1.

Dusledek 233. Necht' A je komplexni B*-algebra a B je jeji B*-podalgebra. Pokud A a B maji spole¢nou jednotku, pak B* =
A* N B. Ddle necht’ x € B. Pokud B md jednotku, kterd neni jednotkou v A, pak o4(x) = op(x) U {0}, v ostatnich pripadech
Jje oa(x) = op(x).

Véta 234 (I. M. Gelfand a M. A. Najmark (1943)). Necht’ A je komplexni komutativni B*-algebra. Pak Gelfandova transformace
Je izometricky *-izomorfismus A na Co(A(A)).

Dusledek 235. Komplexni komutativni B*-algebra A md jednotku, pravé kdyz A(A) je kompakini.

Dusledek 236. Necht' A a B jsou komplexni komutativni B*-algebry. Pak ndsledujici tvrzeni jsou ekvivalentni:
(i) A a B jsou izometricky *-izomorfud.

(ii) A a B jsou algebraicky izomorfni.

(iii) Prostory A(A) a A(B) jsou homeomorfni.

Véta 237 (I. M. Gelfand a M. A. Najmark (1943), 1. Kaplansky (1953)). KaZdou komplexni B*-algebru lze izometrickym *-
izomorfismem vnorit do £(H) pro vhodny komplexni Hilbertitv prostor H.
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7. Spojity kalkulus pro normalni prvky B*-algeber

Véta 238 (Bent Fuglede (1950), Calvin R. Putnam (1951)). Necht’ A je komplexni B*-algebra, x € A, a necht’ a,b € A jsou
normdlni a plati, Ze ax = xb. Pak a*x = xb™.

Definice 239. Necht' A je algebraa M C A. Algebrovym obalem M nazveme mnoZinu
algM = ﬂ{B D M; B je podalgebra A}.
Tvrzeni 240. Necht' A je algebraa M C A. Pak alg M = span{x1Xx3 -+ Xp; X1,...,X, € M,n € N}.
Definice 241. Necht' A je normovana algebra a M C A. Pak definujeme uzavreny algebrovy obal M jako
algM = ﬂ{B D M; B je uzaviend podalgebra A}.

Tvrzeni 242. Necht' A je normovand algebraa M C A. Pak alg M = alg M.

Fakt 243. Necht’ A, B jsou algebry a M C A. Pak kaZdy algebrovy homomorfismus @ : alg M — B je jednoznacné urcen svymi
hodnotami na M. Jsou-li A, B normované algebry, pak kaZdy spojity algebrovy homomorfismus @ : alg M — B je jednoznacné
urcen svymi hodnotami na M .

Tvrzeni 244. Necht’ A je B*-algebra a necht M C A komutuje a je uzaviend na involuci. Pak alg M je komutativni B*-
podalgebra A.

Necht' A je komplexni B*-algebra s jednotkou a x € A je normélni. Polozme B = alg{e, x, x*}. Pak miiZeme definovat

fx) =TI (f o Ip(x)). (1

Véta 245 (spojity kalkulus). Necht' A je komplexni B*-algebra s jednotkou, x € A je normdini a f € C(o(x)). Zobrazeni
@: C(o(x)) = A, kde @(g) = g(x) je definovdno vzorcem (1), md ndsledujici vlastnosti:

(a) @ je izometricky *-izomorfismus C(o(x)) na B = alg{e, x, x*}, pro ktery navic ®(1) = e a ®(Id) = x.
(b) f(x) e A%, pravé kdy? f(L) # 0 pro kazdé A € o(x). V tom pripadé je f(x)~! = %(x).
(c) f(x) je samoadjungovany pravé tehdy, kdy? f je redlnd.
(d) a(f(x)) = f(o(x)) (véta o obrazu spektra).
(e) PokudW: C(o(x)) — A je spojity *-homomorfismus, pro ktery ¥ (1) = e a ¥ (Id) = x, pak ¥ = ®.
(f) Je-li C C A komutativni B*-podalgebra obsahujici e a x, pak &' (f o I'c(x)) = f(x).
(8) Pokud g € C(f(0(x))). pak (g o £)(x) = g(f(x)).
(h) Je-li g € H(S2), kde $2 C C je oteviené okoli 0 (x), pak @ (g |'s(x)) = ¥(g), kde ¥ je holomorfni kalkulus z Véty 185.
(i) Pokudy € A komutuje s x, pak y komutuje i s f(x).
(j) Je-li 0 € o(x) a f(0) =0, pak f(x) € alg{x, x*}.
Nemd-li A jednotku, provedeme celou konstrukci v A.. Pokud pro f € C(o(x)) plati, Ze f(0) = 0, pak f(x) € A.

8. Nezaporné prvky B*-algeber

Definice 246. Necht' A je algebra s involuci a x € A je samoadjungovany. Rekneme, Ze x je nezdporny, pokud o (x) C [0, +00).
Tvrzeni 247. Necht' A je algebra s involuci a x,y € A jsou nezdporné.

(a) Je-lit > 0, pak tx je nezdporny.

(b) Je-li A komplexni B*-algebra, pak x + y je nezdporny.

(c) Je-li A komplexni Banachova algebra a x a y spolu komutuji, pak xy je nezdporny.

Fakt 248. Necht’ A je komplexni B*-algebra a x € A.

(a) Je-li x nezdporny, pak |x| = x.

(b) Je-li x samoadjungovany, pak |x|* = x2.

(c) Je-li x nezdporny, pak (/X )? = x. Navic /X je jediné nezdporné y € A takové, Ze y* = x.

(d) Je-li x samoadjungovany, pak ~/x? = |x|.
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V. Operatory na Hilbertovych prostorech

1. Zakladni vlastnosti

Véta 249. Jsou-li Hy, H, Hilbertovy prostory a T € £(H1, H»), pak plati, Ze
(a) KerT* = (RngT)+,

(b) KerT = (Rng T*)*,

(c) RngT = (Ker T*)%,

(d) RngT* = (Ker T)*.

Definice 250. Necht' X, Y jsou vektorové prostory nad K. Zobrazeni S: X x X — Y se nazyva seskvilinedrni, pokud je linedrn{
v prvni soufadnici a sdruZen¢ linearni ve druhé soutadnici. V pfipadé€, Ze Y = K, se S nazyva seskvilinedrni forma.

Tvrzeni 251 (polarizacni vzorec). Necht’ X, Y jsou vektorové prostory nad K a S: X x X — Y je seskvilinedrni zobrazeni.
Pak pro vsechna x,y € X plati, Ze

1
S(x,y)+ Sy, x) = E(S(x +y.x4+y)—Sx—y,x—y)).

Je-li K = C, pak pro vSechna x,y € X plati, Ze
1
S(x,y) = Z(S(X +y.x+y)=Sx—y.x—y)+iS(x+iy,x+iy)—iS(x —iy,x —iy)).

Véta 252. Necht’ X je prostor se skaldrnim soucinem a T: X — X je linedrni operdtor. Necht’ ddle plati alespori jedna z
ndsledujicich podminek:

o X je komplexni.
e X je Hilbertitv a T je spojity a samoadjungovany.
Jestlize (Tx,x) = 0 pro kaZdé x € X, pak T = 0.

Dusledek 253. Necht’ X je prostor se skaldrnim soucinem a S, T: X — X jsou linedrni operdtory. Necht' ddle plati alespori
Jedna z ndsledujicich podminek:

o X je komplexni.
e X je Hilbertitva S, T jsou spojité a samoadjungované.
Pokud (Sx,x) = (Tx,x) prokaZdé x € X, pak S = T.

Definice 254. Necht' X je normovany linedrni prostor a S je seskvilinedrni forma na X. Rekneme, 7e S je omezend, pokud
SUpy yepy [S(x, y)| < +o00. V tom piipad€ klademe ||S|| = sup, yep, [S(x, y)|-

Tvrzeni 255. Necht’ H je Hilbertitv prostor. Je-li S omezend seskvilinedrni forma na H, pak existuje jednoznacné urceny
T € £(H) takovy, Ze S(x,y) = (T x, y) provSechna x,y € H. Navic plati, Ze |T| = ||S|-

Véta 256. Necht’ H je Hilbertiiv prostor a T € L£(H). Pak ndsledujici tvrzeni jsou ekvivalentni:
(i) T je normdlni.

(it) (T*x, T*y) =(Tx,Ty) prokazdé x,y € H.

(iii) |T*x|| = [T x| pro kaZdé x € H.

Definice 257. Necht X je normovany linedrni prostor nad K a 7 € £(X). Cislo A € K nazyvame pfibliznym viastnim islem
operdtoru 7', pokud existuje posloupnost {x,} C Sx takovd, ze (Al — T)x, — 0. MnoZina vSech pfibliznych vlastnich ¢isel
operdtoru T se nazyva pribliZné bodové spektrum operatoru T a znali se o, (7).

Fakt 258. Necht’ X je normovany linedrni prostor nad K a T € £(X). Pak A € K je pFibliznym vlastnim Cislem T, pravé kdyZ
AL — T neni izomorfismus do.

Definice 259. Necht' X je prostor se skalarnim soucinema 7' € £(X). Mnozina N7 = {(T x, x); x € Sy} se nazyva numericky
range operatoru T .
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Fakt 260. Necht’ X je normovany linedrni prostor takovy, Ze dim Xr > 1 (. X je bud’ komplexni, nebo redlny dimenze
alespori 2). Pak Sx je krivkové souvisld.

Tvrzeni 261. Necht’ X je prostor se skaldrnim souc¢inemnad K a T € L£(X).

(a) Nor+pr = o + BNt pro libovolnd o, B € K.

(b) Je-li dim X > 1, pak mnoZina Nt je kiivkové souvisld.

(c) op(T) C Nt C Bk (0, | T]).

(d) 04(T) C Nr. Je-li X Hilbertivv, pak o(T) \ 0p(T) C Nr, atedy o(T) C Nr.

Fakt 262. Necht’ A je algebra nad K s jednotkou a involuci, x € A je normdlni a A € K. Pak Ae — x je normdlni.
Véta 263. Necht’ H je Hilbertuy prostor a T € £(H) je normdlni. Pak plati ndsledujici tvrzeni:
(a) KerT = Ker T™*.

(b) RngT je husty v H prdavé tehdy, kdyZ T je prosty.

(c) T je invertibilni pravé tehdy, kdy? existuje ¢ > 0 tak, Ze ||T x| > c||x|| pro kaZdé x € H.

(d) o(T) = oup(T).

(e) A € op(T) prdvé tehdy, kdy_Z e op(T™). Viastni prostor T pFislusny viastnimu ¢islu A je shodny s vlastnim prostorem T™*
prislusnym viastnimu islu A.

(f) Pokud Ay, Ay jsou riiznd viastni Cisla T, pak Ker(A1I — T) L Ker(A,1 —T).

Véta 264. Necht’ H je netrividlni Hilbertiiv prostor a T € £(H). Pak T je samoadjungovany, prdavé kdy? (Tx,y) = (x,Ty)
prokaZdé x,y € H. Pro T samoadjungovany plati ndsledujici tvrzeni:

(a) (Tx,x) € R pro kaZdé x € H.

(b) Nt C R a oznac¢ime-li mr = inf Ny, Mt = sup Nr, pak |T|| = max{|mr|, |Mr|} a {mr,Mr} C o(T) C [mr, Mr],
a tedy ¢islo || T || nebo —||T'|| lezi v o(T).

(¢) r(T) =sup{|A[: A € Nr} = ||T].
Tvrzeni 265. Necht’ H je komplexni Hilbertitv prostora T € L£(H). Pak T je samoadjungovany, prdvé kdy? Nt C R.

Dusledek 266. Necht' H je Hilbertiiv prostor a T € L(H). Je-li T samoadjungovany, pak o(T) C [0, +00), prdvé kdyz
(Tx,x) > 0prokazdé x € H. Je-li H komplexni, pak T je nezdporny (prvek algebry £(H)), pravé kdyZ (T x, x) > 0 pro kaZdé
xeH.

Véta 267. Necht’ H je Hilbertitv prostor a P € £(H) je projekce. Pak ndsledujici tvrzeni jsou ekvivalentni:
(i) P je samoadjungovand.

(ii) P je normadlni.

(iii) P je ortogondlni.

Tvrzeni 268. Necht’ H je Hilbertitv prostor, S, T € £(H) a S je samoadjungovany. Pak Rng S | Rng T pravé tehdy, kdyZ
ST =0.

Definice 269. Necht H;, H, jsou Hilbertovy prostory. Operdtor T € £(H;, H,) se nazyva unitdrni, pokud T* o T = Ig,
aT oT* = Ig,, neboli Tl =T~

Véta 270. Necht’ Hy, H; jsou Hilbertovy prostory a T € £(H1, H»). Pak ndsledujici tvrzeni jsou ekvivalentni:
(i) T je unitdrni.
(ii) T jenaa(Tx,Ty) = (x,y) prokaZdé x,y € H.
(iii) T je izometrie na.
Lemma 271. Necht’ Hy, H, jsou Hilbertovy prostory a T € £(Hy, Hp). Necht’ Y je uzavieny podprostor H, takovy, Ze
RngT CY aS € £(Hy,Y) je definovany jako Sx = Tx prox € Hy. Pak S* = T* 'y.
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Véta 272. Necht' Hy, Hy jsou komplexni Hilbertovy prostory a T € £(Hy, Hy). Pak existuje prdvé jedna dvojice operdtorii
Ae £(Hy)aU € £(Rng A,RngT) takovd, Ze T = U o A, A je nezdporny a U je unitdrni.
Je-li T izomorfismus, pak A je automorfismus Hy. Je-li T kompakini, pak A je téZ kompakitni.

Véta 273. Necht' H je Hilbertuv prostor. Pak X (H) = ¥ (H).

Definice 274. Necht' A je mnozZinaa f: A — A je zobrazeni. MnoZina B C A se nazyva invariantni vuci f, pokud f(B) C B,
tj. fB: B — B.

Fakt 275. Necht' H je Hilbertitv prostor, T € £(H)a M C H je mnoZina viastnich vektorii T (ne nutné vSech).
(a) Je-li Y C H invariantni viici T, pak Y je invarianmni viici T*.

(b) span M je invariantni vuci T .

(c) Je-li T normdlni, pak span M i (Span M) jsou invariantni vici T i T*.

(d) Necht' Y C H je uzavreny podprostor invariantni viii T i T*. Pak (T y)* = T* |'y. Je-li tedy T samoadjungovany, resp.
normdlni, pak T 'y € £(Y) je samoadjungovany, resp. normdlni.

Véta 276 (spektrlni rozklad normélniho kompaktniho operdtoru; D. Hilbert (1904), Erhard Schmidt (1907)). Necht’ H je
netrividlni Hilbertitv prostor a T € K (H). Ddle predpoklddejme, Ze

o T je samoadjungovany, nebo

o H je komplexni a T je normdlni.

Pak existuje ortonormdlni bdze B prostoru H tvorend viastnimi vektory T. Vektorii z B p¥islusnych nenulovym viastnim
Cisliim T je spocetné mnoho, a sefadime-li je libovolné do prosté posloupnosti {e, }fl\’:l, N € NoU{oo}, pak {e,} je ortonormdlni
bdze Rng T a pro kaZdé x € H je

N
Tx = Z An{x,en)en,
n=1

kde Ay, je viastni islo pFislusné viastnimu vektoru ey,.
Je-li {1, },11‘4:1 prostd posloupnost viech viastich Cisel T a Py, je ortogondlni projekce na Ker(A, I — T'), pak

M
I=Y P,
n=1

kde rada konverguje bodové bezpodminecné (tj. x = nyzl P, x bezpodminecné pro kazdé x € Hy) a

M
T =Y AnPu.
n=1

kde Fada konverguje bezpodminecné v prostoru £(H).

Véta 277 (reprezentace kompaktniho operatoru; E. Schmidt (1907)). Necht’ Hy, H, jsou komplexni Hilbertovy prostory a T €
K (Hy, Hy). Pak existuje N € Ng U {00}, posloupnost kladnych Cisel {)k,,}flvzl a ortonormdlni systémy {u,,}flvz1 C Hya
{vn },]l\’:1 C H; takové, Ze pro kaZdé x € H je
N
Tx = Z)Ln(x,un)vn.

n=1

Ddle {2 rIlV:l Jje posloupnost v§ech viastnich &isel operdtoru T* o T, pFicemZ |{n € N; A, = A}| = dimKer(Al — T) pro kaZdé
A € C. Tedy posloupnost {1, }N_, je uréena jednoznacné az na permutaci a je-li N = oo, pak A, — 0.
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