1. TAYLORUV POLYNOM

1. Naleznéte Taylorovy polynomy fadu k v bodé a pro nasledujici funkce:
a) arctg,k =3,a=1
b) tg,k=3,a=7%
c) exp,k=5a=2

2. Vypoctete:
a) cos(0,1) s chybou mensi nez 1074,
b) log(1,1) s chybou mensi nez 10™4.
¢) /e s chybou mensi nez 1072,

3. Naleznéte Taylorovy polynomy fadu k v bod€ 0 (pokud neni feceno jinak) pro nasledujici funkce:
a) sin-cos,k =4
b) tg, k=5
c) exz, k=6
d) cos(x3—1),k =3, vbodé 1
e) x7sin(x?),k =10
f) cos(sinx),k =5
g) sin(sinx), k =6
h) sin(l —cosx),k =4
i) log(cosx),k =6

4. Spoctéte limity:

x2 . . .
_e*sinx —x(1 4 x) . cosx—e 7 1 1 _ 2sin(sin x) — sin(2x) ¥/1 + x2
a) lim , b) lim , ¢ lim ————, d) lim ,
x—0 x3 x—0 x4 x—0x sinx x—0 x>
1 /1 VI—2x + 33— YT—3x 2%
e) lim (s/x6+x5—{’/x6—x5), f) lim—(——cotgx) g) lim . 6
X—>+00 x>0 Xx \ X x—0 siInx —Xx
sin(cos(sinx) — 1) + 1x2 sinx _ x
h) lim (x3 X2y f)e% — VxS ¥1), D lim (cos( ) _ )+ 3 . j) lim oS0 — (cos )T
x—>—+00 2 x—0 x2sin® x x—0 x2(x — sin X)

5. Najdéte n € N tak, aby piislusnd limita byla konecna a riznd od 0 a spoctéte tuto limitu:

14+x)*—1 . e—(l—i—x)% (1+x)x—(1—x) x+ex cos x — cos(tg x)

a) im ————, b) lim ————, ¢) lim d) lim ,
x—0 xn x—0 xn x—0 ex™ x—0 xn
. tg(sinx) — sin(tg x)
e) lim .
x—>0 xn

6. Najdéte a, b € R tak, aby

x —(a + bcosx)sinx X —asinx —btgx X —asinx —btgx

a) )}1_% pr =0, b) )}1_12) pr =0 aspoctéte )21_1;1}) S ,
tgebx — b
¢) lim cosax—i—xz:rcg a € R aspoctéte ji.
x—>0 X
7. Vysetiete konvergenci ndsledujicich fad:
ad 1 (1 ad 1 1 1
a log{nsin—], b — —sin — tg — —sin — — —— |,
e (). v (). 0 2 (egm g5
o0 o0 o0
1 1 1 1 1 1 1 1
d — + 1o 14+ —-——— , € sin— —log |1+ — en —1 — — arcsm———
)n=1(ﬁ g(V " f)) )2( 7o (1) f)?( 2 i)

Vysledky: 1. a)gr+1(x—1D)—36x-1D*+ 5 -13> b 1+2(x—Z)+2(x—Z)* + 3(x - Z)3
0)e? +eX(x —2) + 22 (x = 2)? + fe*(x —2)* + L (x —2)* + F5e?(x —2)°

2. a)0,995 b)0,0953 c¢)1,65

3. ayx—2x3 b)x+1x3+125x Al+x2+2x4+1x0 d1-2(x—1)2-9x—-1)> ex° HI-Ix2+ Zx*
gx—1x3+Lx% h)lx —ix i) —2x2— Lxt —%xG

4 af b—1; 90 d2 9f N 9-6 i D D3

5. 9ln=2) bsmr=1 c)—g(n_3) Dim=4 oL5n="7

6. da=%b=-1 ba=20b ©)a =++/2,b =1, limita je —}

7. K bK oD dK e)D

1
3, limita je — il

HK



2. MOCNINNE RADY

1. Naleznéte polomér konvergence nasledujicich mocninnych fad a vySetfete jejich konvergenci v krajnich bodech intervalu

konvergence:
)Y 5 b)Y = 9y A, DY ey X" DY o @) ——x" h) Yy ——x",
n=1 n n=1 ﬁ n=0 = n” n=1 n=0 3" n=0 @n)! n=1 n
o0 n o0 | o 3n _ n o0 o0 n
. n! + (-2) 2 x",
1) ,peER, ) —x", a>0, k ——(x+D" D n!37"x", m) — . a>0,
Lo P L P A L

34 (=1))" o 1 1 3
wx”, P) 2(14_54_...4-;))6”, 9 Z

oo n2 oo
1
n) (1+;) xX"0) Y .
n=1 n=1 n=1
3Vnxn (nH? , >, (nx)"
”ZW Z(2n)' P e

1K,1D ¢)R=0 d)R=+o0

Vysledky: 1.
g R=+4+00 hR=1,
a<1,R=+4ocoproa > 1

1 1 1
2D oR=4,+7D pR=1,
—1K, 1 D (Raabe+Taylor)

1)R=_+oo m)R=1,£1Dproa <1,AKproa > 1

—1K,1D
1 2D
s) R = 4, =4 D (Raabe)

W R=1-4K -2
ID @QR=3,+3AK nDR=1%1AK

a)R=1,£1AK b)R=1,-1K, e)R=1,£1D f)R=3,£3D
i)R—l—lerop<0,Kpr0p>0,ler0p§1,Kpr0p>1 j) R = 0 pro
n) R =

Q= =



3. PRIMITIVNI FUNKCE

1. Naleznéte primitivni funkce na co nejvétSich mnozindch k nasledujicim funkcim:

17 1
a) x> 4+2x 4+ —, b)18e* +16e¥ — — +3cosx, c¢)+/x +sin(2x), d) cos(3x) +e?*, e) (x + 5),
X x

. 1 3 ox+1 (1-x)3 1 x?2
sin(2x + 7), ——, h)—, 1) v1-—3x, , k , 1 , m) ——,
f) sin( ) ® cos2(3 — 2x) )2x—1 ) D Jx ) xIx 4 2 —5x ) 1+ x2
1 1 1 ¥t _sxml g3y
nl|l-— XX, 0) ——, ————— X0, ——, s , t tzx, u) cot 2x,
)( x2) NES ) 3 p)m q v ) —ox ) Ve ) cotg
1
v) |cosx|, w)+/1—sin2x, x)sin’x, vy)cos*x, z)———
14 cosx
2. Naleznéte primitivni funkce na co nejvéts§ich mnoZzinach k nésledujicim funkcim:
.2 arctg x X x? x X 1 L 2x 41
ayxe ™, b)———, o tgx, d)—, e , , , h , o1 ,
) )x2+1 )t )«/x2+5 )cosz(x3) lC)l—}—4xz g)1+x4 )xlogx )x2+x+l
sinlog x e* 1 x+1 x2 x3
j .k , D——m— m , 1 ) , sin® x, _
D X )ex—i—l )(x—i—l)ﬁ )x2+2x+9 )x+1 )x8+2 P) q)xlogxloglogx
e log x s 1 oS X
r)——, S)——————, t)cos’x+/sinx, u)t S X, V) — , W)
1+ e x+/T+Togx ) & sin® x + 2cos2 x V2 + cos(2x)
3. Naleznéte primitivni funkce na co nejvétSich mnoZinach k ndsledujicim funkcim:
a) xe®, b) ix ¢) logx, d)xlogx, e)x%e 2, f) coix’ @) e tlsinx, h) logZx, 1i)x%logx, j)e**sinbx,
e e

k) arctgx, 1) arcsinx, m)ev*, n) log(x + Vx2+1), o) x5e* 2

p) xsin®x, q) /xarctg/x, 1) sinlogux,
. YeXetgx
s)xe*sinx, t)v1—x2, u¥ —m7—-

(1+ x2)3
4. Naleznéte primitivni funkce na co nejvétsich mnoZinach k nasledujicim funkcim:
x+1 x2+1 x?2 1 X x> x+2
) F o © 00 D332 - 93 - D3 - 9 2 ’
x2 44 x2 -1 1—x) 3x2—-2x—1 x2—x42 x24+x-2 x—=1D2(x+1)
x?2 X x17 -5 x7 -5 x34+1 X
hy —————, i . ] N .1 , m )
)(x+2)2(x+4)2 )x4—2x2—1 D x—1 )x2—1 )x3—5x2+6x )x3—1
3x +2 1 x4+ x—1
W2 20 0 7 P 6
(x2+x+2) 1+ x x6+1
5. Naleznéte primitivni funkce na co nejvétS§ich mnozinach k nasledujicim funkcim:
1 arctg e* sin x cos x sin x 1 sin x
a)—, b) . 0= , — , e < T = . ,
sin x er sin® x + 2cos? x sin“x 4+ cosx — 1 14+e2 +e3 +e¢6 sin x + cos x
sin x cos x h 1 _3sin®x +cos?x 1 1 sin x
. a4 ) 1 ) B B B ) . )
1 + sin* x cos x sin® x sin? x + 3 cos2 x ! (2 + cosx) sinx sinx + tan x 1+ sinx
X ) 1 ) 1 1 b0
m - , n - , O s ,a,0 >0,
1+ sin(x2 4+ 1) 2sinx —cosx + 5 (sin® x + 2cos? x)2 a?sin” x + b2 cos? x
1 sin? x sin x cos x sin x 1
qQ ———,0<e<1, 1 —— 8= s = , —
1 + ecosx 1 + sin? x sin x + cos x sin” x + cos3 x sin® x + cos* x
6. Naleznéte primitivni funkce na co nejvét§ich mnoZinach k nésledujicim funkcim:
1 1 x—1 1

X
a) . b) . ©) . d) ;e ;
I+ +V/x+3 X+ V/x2+x+1 x (VX + V/x2) V—=x24+4x -3 Vx+ 1T+ x+1

1 1— 4 1 1 1 /1-— 1 1—
n Y2 Y S S R A OV s 1
14+ Vx24+2x 42 1 —x+1 Yx=1D2(x+1) xV1+x x¥Y14+x
1 2 2 1
DvVx2—-2x—1, m X X

) , n) , 0 ) ,
(4 + x2)v/4 — x2 V14 x + x2 24/1 — x2 P 14+ V1 —-2x—x2
Mx+1T—-Vx—1 1 X —A/x24+3x+2

X
q . 1) . S) , ) Y
Vx+T4+/x—1 14+ Vx+V/x+1 X+ /x2+3x+2 Vx3(5—x)



Ndvody: 5. a)fﬁdt b) per partes c)fH_izdt d)fﬁdt e)6fmdt Dfmdt
g)foﬂdt h) [ oy d i)f(tzf‘;%dt D= Gz 4 K [ 52 4

f(tﬂ)zdtnebofmdt m)%fmdu,fmdt n)fmdz o)f(;j;z)zdz p)[wdz
qu‘” 0/ ermmem & O Erdtearn & 0 e d W [

2(t2—t+1 - - 613(2°—1 2_
6. a) [ d b)f%d’ C)f6t‘f(t+11)dt d) [ 135 de e)fL)d’ f) tﬂ(fﬂzr)zdt

63 (L2 +t+1) 412 t2(t+2)2
f dr h) lt3dt l)f(t2++dt J)fmdt k)fmdtnebof—dt

+1 D@E2=1) 4(z+1)3
1612 —(242:-1)2 241 2(t2-1)2 —(1-t?)2 —4./2t
D[ T dt nebo f—4(t+1)3 dt m) [ 3D dr n) [ EnE dt o) [ T dt p) f—(1+12)(t2+2ft+1) dt nebo

2 26(:2=3t42
f (lt :;(21’+t12) d q [ m dt 1) lze vyuZit vzorec proa® —b%, kdea = 1 + J/xab=J/x+1 s) [ (31([21?)(3tt+4)) dr

4
t)zofmdt

Vysledky: 1. a) ix“ + x2 + 17log|x| na (—oo 0) ana (0, +00) b) 18e* + 23 —log|x| + 3sinx na (—o0o,0) a na
(0, 4+00) ©¢) %\/x3 — %cos(2x) na (0, +00) d) sin(3x) + 3 Le2X npa R e) %(x +5%naR f) —% cos(2x +7)na R
g —3tgB-2x)na(3-Z%2.3+Z)+kZ, keZ h ;log|2x — 1| na(—o0, 3) ana(3,+00) i)—5v/(1—-3x)*naR
) 2«/x3’ + 24/xna (0,+00) k) —3L -2 Ix2 + 2v3 X2 — 3«/3 x8 na (—oo0,0) ana (0, +o00) 1) —%«/2— 5x na (—oo, %)

m) x — arctg x na R n) 4xF 4 4x ¥ na (0,+00) o) [arctg([ )naR P = arcsm(\/gx) na (—\/z,\/g)

q) fx*sgnxnaR 1) — logS x—|—510 527" naR s)le** —e*+xnaR o) x—i—tgxna(—” L)+ km kel
u) —x —cotgx na (0,7) + km,k € Z v)naR: (—1)*sinx + 2k pro x € (— ’2T ) +km keZ wynaR: (- DF(sinx +
cos x) + 2+/2k pro x € (—%,%n) +kn,k € Z x) 35— —sm2x na R y) 2x + —sm2x + —sm4x naR z)tg3 na
(—m,m)+2kn, k €eZ

2. a) —le_x naR b) %arctg2x naR c¢)—loglcosx|na (=5.%) +kn,k € Z d)~/x*+5naR e) %tg(x3) na
(i/—i +km, i/% + kn),k €Z f) glog(1+4x?)naR g) Jarctg(x*)naR h)log|log x| na (0, 1) ana (1, +00)
i)log(x>4+x+1)naR j)—coslogx na (0, +00) k)log(e +DnaR 1)2arctg o/x na (0, +00) m)llog(x +2x+9) naR
n)% —x +log|x 4+ 1| na (—oco, —1) ana (—1, +00) 0) arctg[naR p)—cosx+—cos xnaR q)log|log10gx|na
(1,e)ana(e,+00) 1)e*—log(l+e*)nalR s)§(1+logx)2—2«/1 + log x na(;,—i—oo) t) 3sm2 x—i s1n2 x+11 sin'? x
na (0,7) 4+ 2km,k € Z u)tcos™x—cos™x—log|cosx|na(—%,Z)+kn,k €Z v)naR:F(x) = arctg :g/; +k%

prox € (=%,%) +kn, F(F +kn) = 2[ [,kEZ w)farcsm\/gsinxna]R
3. a)e*(x—)naR b)—e*(I1+x)naR c)x(logx—1)na(0,4+00) d)1x*(logx—1)na(0,400) e)—2e2*(x2+
X + 1)na]R f) 1e_"(sinx—cosx) naR g) %e3x+1(3sinx—cosx) naR h)x(log? x —2logx + 2) na (0, +00)

i) % 1+a (1 ogx — m) na (0, +00) proa # —1, L1og? x na (0, +00) proa = —1 j) e‘”% naR k) xarctgx —

llog(x>+ 1)naR Dxarcsinx ++1—x2na(=1,1) m)2ev*(/x—1)na(0,+00) n)xlog(x+vx2+1)—vx2+1
na R 0)%(}(3—1)6353 naR p) %(xz—xsin2x+sin2x)na]R o)) %x%arctgﬁ+%10g(x+1)—%xna(0,+oo)

r) 1x(sinlogx —coslog x) na (0, 400) s) %ex(x sinx + (1 —x) cosx) naR t) %(xvl —x2 + arcsinx) na (—1,1)

(x l)edTC[ X
W S ™R
4. a)5 og(x? +4)+ arctg 3 na R b)x+log|x+l|na( 00,—1),na(—1,1)ana(l,+00) c) 99(11x)99 _49(11x)98 +
w na (—oo,1) a na (1,+00) d) 110g|3x_|r1| na (—oo, 5), na (—5, 1) a na (1,400) e) %log(x2 -—x+4+2) +
_ 4 3 2
% z’fﬁl -5+ 3i —5x + 37210g|x +2| + %log|x — 1| na (—o0,—2), na (—2, 1) ana (1, +00)
g)—— — 110g|"+1|na( 00, —1),na (—1,1) ana (1, +00) h)210g|§ig —ﬁ—x—ﬂna( 00, —4),na (—4,-2) a

na(—2+oo) )“[logxz_i_:; 1|na(— =V 1+ ) (—\/1+«/_\/1+«/—)ana( 1+«/§+oo)

i) 4]og|x—1|+2k 5 na( 0o, 1) ana (1, 400) k)310g|x+1|—210g|x—1|+zk 1 2k na( 0o, —1),na(—1,1)a
na(l,4o00) Dx+ 1log|x| 10g|x—2| + 28 3 log|x — 3| na (00, 0), na (0,2), na (2,3) ana (3, +00)

—1)2
x(2x+;:-1 + f arctg 21‘;1 na (—oo, 1) ana (1,400) n) —% . rlxﬁ + % . % + Zf arctg 2?1 na R

0) %5 V2 log PtV2tl V2 arctg(v/2x + 1) + ‘/TE arctg(+v/2x — 1) na R (népovéda k rozkladu: pracujte s vyrazem (x2 + 1)?)

x2—/2x+1 4
p) X +110g(1+x2)+ —L Jog(x? \/§x+l)—‘/§jllog(x +/3x+1)— arctg(Zx V3)— 3+farctg(2x+\/_)
na]R

5. a)1log 17X na (0, 7)+km,k € Z b)x—1log(l+e>)— amge naR c¢)—1log(l+cos?x)naR d)logl=cosx

1+4cosx [cos x|

na (—%,0) + 2km,na (0, %) + 2kn ana(z,zn)+2kn kel e)x—3arctge6 —3log(e6 + 1)—§log(e3 + 1)naR

m)  log




f)na (—%, 3m) + km: F(x) = x + 3log te? x 41 prox # Z 4+ kn, F(Z +kn) =% +kZ,k € Z g %arctgsin®x

(tgx+1)2

na R h) log|tg x| — Tx na (0,Z)+kZ,k € Z i)naR: F(x) = %arctgi’g/’f —x—i—kfprox € (-=5.%) + km,
F(5 +km) = (2/{—}—1)(4 f)” s keZ j)3 log(2+cosx)—|—llog(l—cosx)— 10g(1+cosx)na(0 m)+ ko,
k eZ k)%log|tg |——tg >na(0,%)+ k5, keZ Dna(— 2,271)+2k71 F(x) = x+ H[ TFgy Pro X # 7w+ 2km,
F(m +2kn)=n+2kn,ke€Z m)na(—\/2kn+En—l—Zn,—\/an-i-%n—l),na(—\/En—l,\/En—l)ana
(\/an+%n—l,\/2kn+%7r—1+2n),keN:F(x)z—ﬁprox7é:|:«/n+2kn—1,

g N : _ 1 1+31g % n + Ly
F(xv/m +2kn—1) 0,k3€Z ri))r:aR Ft(yi) farctg 75 +kfproxe( 7w, ) +2kw, F(m+2kn) = (k 2)¢§’
keZ o)naR:F(x)—FarctggT—m+kfproxe( 2.2 +kn, F(5 +kn) = (k+2)4f,keZ
p)naR: F(x) = tarctg($tgx) + k= prox € (-%.Z)+kn, F(Z +kn) = (k+HZ. k e€Z gnaR: F(x) =

ﬁarctg( }—Htgi) —i—k\/i pro x € (—n,n)—i—an, F(rw 4 2kn) = (k + %)%,k €Z nnaR: F(x) =
x—%arctg(\/_tgx) k} prox € (=%.%) + kn, F(% +kn) = (k+%)n(1—%),k €Z s)yna(—%, 3m)+km:
F(x) = 1‘i5,2i + 54510 ::2 2 = 0.kl €Z tna(-Z, 3x)+km: F(x) = G(x) pro
xe (=% %) +km, F(x)—G(x)—i—Tprox6(2,4n)+k7r F(5 +km) = 3% k € Z,kde G(x) = & log #2082t 4
2 —1 14 15
%arctg% wnaR: F(x) = arctg(\/_tgx—i—l)—f—[arctg(\/_tgx 1)+k\/_nproxe(—— Z)tkr, F(5+km) =
k+ V2 kel
6. a)2/x+3— 210g(l + /x + 3) na (—3, +00)
b)«/x2+x+1—x+210g]\/x2+x+1—x—2]—llog|2«/x2+x+ —2x—1|na(—oo —1)ana (-1, +00)
c)33Yx — 6f+logx+6f 37+2fna(0 +00) d) —2arctg /3=% na (1,3) e)3(x+1)2— 3x +1)3 +
g(x+1)8—7(x+1)+§§x+1)6— (x+1)3na( 1, 400) f)m —log(vxZ+2x+2—x—1)naR
g)g(x—i—l)g+6(x+1)6—3(x+1)3 +2Vx +1-3/x+14+6Yx +1—06log(¥/x +1+ 1) na(—1,0)ana (0, +o0)

h) —log |1 — /&5 x+1 1log(\/ §+11 S ’;—fll+ 1)—\/§arctg(% J ’;—f%+%) na (—oo, —1),na (—1, 1) ana (1, +00)
i) log‘ﬁvll:;‘;ﬁvif‘ + 2arctg 1+x * na(—1,0)ana (0,1) j)log \/% V3 arctg 21;1 + /3arctg 2&1,kdet =7/ %+’;,
na (—oo, —1),na (—1,0) ana (0, +00) k)%(x(x—l) xx;2+log 1/"T_z—l‘—log( XT_Z—H)) nebo E(x—l)«/xz—Zx—i-

%log|\/x2—2x—x + 1|,na (—o0,0) ana (2, +00)

l)sgn(x—1+«/§)-( (x—1)(x—1++/2) /%= 1 f+ g‘,/;‘ ;+ '—log(,/x 1+:§+1)) nebo 3 (x—1)vx2 —2x — 1+

10g|Vx2—2x— — ,na (—o0o, 1 —+/2) ana (1 + /2, +00) m) %= arctg(\/_ x+2 )—l—farctg(«/— er2~|—1)
na(—2,2) n) ;Q2x—3)Vx2+x+ 1+ glog2vVx2+x+1-2x—1)naR o) —jx+v1—x2— Jarctg /1% na (—1,1)

P) log(t + 42— 1) —log(t + 2+ 1) —2arctgt, kdet = ‘,%’ na (—1 — +/2, —1 4 +/2); nebo —log(1 —t) — 2 arctg t,
kde r = —1_2’;_’62_1 na (—1 — +/2,0) ana (0,—1 4+ v/2), lze slepit v 0 q) %xz — %x«/xz -1+ %log(x + vx2—1) na
(1, +00)

N ix+ Vx—1/x(x+1) = Jlog(v/x + v/x+1) na (0,+00) s) 1’—82— % + 2log|2t — 3| — 48 1og|3t — 4|, kde 1 =
/x2 4+ 3x +2—x,na(—o0, —2),na (-1, —%) ana(—2,+00) 1) ﬁi log M—i— sz arctg(\/_t—i— 1)+ arctg(«/_t—

12—/2t+1
1)— 1th4,kdet = {/z%,na(0,5)




4. URCITE INTEGRALY
1. Spoctéte tyto urCité integraly:

too 3 3 dx
a)/ x"e ¥ dx, n € Ny, b)/ sin” x dx, n € Ny, c)/ sin” x cos x dx, n € N, d)/ oo s’
o cos? x

+o00 +oo _x2 . too x2
e)/(; m, f)/ x arctg x dx, g)/ |1 —x|dx, h)/ x2+x— 2’ l)/ - /—oo e

8w
k)/ —, 0<e<1, 1)/ (x sinx)?dx
1—|—£cosx

Vysledky: 1. a)n! b)n(" 1) pro n sudé, 2(" 1) pro n liché c)

713 /4

6 4

D% 9% DE-3 o1 hilog2

o 1
1)5



5. KONVERGENCE INTEGRALU

1. VySetfete konvergenci nasledujicich integralt («, B, y € R):

1 1 1] g +00 aret
a)/ Smxd)c, b)/ log x dx, c)/ ﬂdx, d)/ angxdx, e)/ sin® x dux,
0o X 1
T 1 +oo 10g(1+x) ! logx
D/ —dx, )/ x% arctg” x dx, h)/ i / ———dx, )/
/1 —cosx g g Xlng 1
+o00 1 +001 1 +o0o 1
k)/ ngz 1)/ de, m)[ —dx, n)/ x“(l—x)ﬂdx,
I +x 7 xy/x o «/xlog(l+e¥) 0

+o0 +oo 1 +o0 x@ 1 |10gx|a +° v _sinx
0 x%e~ VX dx, / —dx, ——dx, 1) / dx, s / —dx,
)/0 p) 2 x%logh x v o ~l+x 0 V1—x ) 0 x

+oo 1 3 3
t) / dx, u / sin® x cos? x dx., v) / sin® x cos? x(1 —cos x)Y dx,
1 =1

) arccotg x 0

+o00 too L
w)/ mdx )/ T dx, y)/ te® x - log cos x dx, Z)/ arccosx

2. Vysetiete konvergenci nasledujlclch integralt (o« € R):

00 gin? x T e=X cos x o0 arctg x Sln = +oo smx oo x smx
a) dx, b) T «/_ dx, o) —— X dx, d) X, e) = —d
X X
2

+oo Sln - oo smx 00 x25in3 x . T cosx — e_xT ) +oo 4
) / dx g) / X, h) / ——dx, 1) / ——dx, J) f x cos(x”)dx,
0 0 0

I+ x3 x¢

+00 2 +00 +o0 2 +oo too
k) 3Sln(x ) dx, 1) / sin(x“) dx, m) / M dx, n) / sin(ex) dx, o) / sin(log .X) dx,
o _/—1 T . 0 14+ x

0 /‘+°° sin x - sin 2x . o /+°° exp(sin x) - sin 2x i, )/+°° sin x & s) /‘+°° sin x ax.,
0 0

x® x® X + 2sinx /X + 2sinx
+o0 sin(x + + sin lo
t) / —( ©) dx, u)* [ sin(x + log x) dx
0 x 1 x
Navody: 1. b) vypoCet c)rozdil integrald k) ristova §kdla p) pro @ = 1 substituce r) log % = —logy s) Taylor

z) limy 1 — ?{C_C‘)’Cs)’g spoCteme substituci x = cos y

2. d)BC, |sinx| > sin?x g) rozdil integral& nebo Abel h) |sin x|? > sin
r), s) soucet integrald t) sin(a + b) u) substituce

4 X j)-o) substituce q) substituce

Vysledky: 1. a)K b)K ¢)D d)D e Ksca>-1 HD ggKsa<-1<a+p hHD i)K j)K kKK 1)
K mK nKsa>-1,>-1 00K a>-1 pKsa>1lneboa=1ag>1 q)K<:>—1<oc<—% N K
©a>—% K& 2<a<4 K wKesa>-1,8>-1 vWK&B>—-1l,a+2y>-1 w)K & max{e, B} > 1,
min{e, B} <1 x) K& O0<a+1<pf yK& -3<a<l Ko a<3

2. aaD b)AK c¢)AK d)AKproa > 1,NAKproO<a <1 e)NAK f)AK gD h)NAK i) AKprol <o <5,
NAKproO <o <1 j)NAK k)AK D AKproo <—1,NAKproa >1 m)NAK n)NAK o)D p)AKprol <& < 3,
NAKproO<a <1 qAKprol <a <2,NAKproO<a <1 1r)NAK s)D t)NAKpro0O <o <2 u)AKproa > 1,
NAKproO<a <1



6. APLIKACE URCITEHO INTEGRALU
1. Vypoctéte obsah obrazce ohranic¢eného kfivkami:

2

a)y = ,y=x% b y=x>—6x+8y=7—4x,y=2x-38,

1+ x2

x2 %2

Oy=—,y=—,y=+ax,y=+~bx,0<a<b,0<p<gq
p q

2. Vypoctéte plochu elipsy.
3. Vypoctéte délku kiivky, kterd je grafem funkce:

a) logcosx, x € (0, %), b)x%,x €(0,4), c)e*,xe(0,a),a>0

4. Vypoctéte obvod kruhu.
5. Vypoctéte délku kfivky dané parametrickym vyjadienim (a > 0):
a)x(t) = a(t —sint), y(t) = a(l —cost),t € (0,27), b)x(t) = a(cost + tsint), y(t) = a(sint —tcost),t € (0,27)

6. Vyjadrete parametricky asteroidu, tj. rovinny dtvar Ix? + 3/y_ =3a%,a>0a vypoctéte jeho délku.

7. Vypoctéte délku Cdsti Archimédovy spirdly zadané v poldrnich soufadnicich rovnici ¥ = ag, ¢ € (0,27),a > 0.

8. Vypoctéte objem a) koule, b) kuZele, c) rota¢niho elipsoidu, d) anuloidu.

9. Vypoctéte objem rotacniho télesa, které vznikne rotaci obrazce leZiciho v roviné xy kolem osy x. Obrazec je ohranicen
kfivkami jejichZ rovnice jsou x? — %yz =lay?—x2=1.

10. Vypoctéte povrch a) koule, b) kuzele, ¢) anuloidu.

11. Vypoltéte obsah rotacni plochy, kterd vznikne rotaci kiivky y = %, x € {0, %) kolem osy x.

Vysledky: 1. ayr—2 b2 o) ib—a)g—p)

wab

a) 11og3 b) £(10V/10—1) c)a— v2+ 1+ €24 +log(l + +/2) —log(l + /1 + ¢29)
2nr

a)8a b)2x?

6a

rav/1+ 472 + Llog(2m + /1 + 4n2)

a) $7r3 b)inr?v ¢ $mab® d)2n?Rr?
. 3r(3v3-2)

10. a)4xr? b) 71(1’\/r2—|-7v2 + r2) ¢) 472%rR

1. Z(22 -2log2)

© 0 N O LR W



7. FUNKCE VICE PROMENNYCH — REZY, LIMITA A SPOJITOST

1. Urcete a nakreslete defini¢ni obor, vrstevnice a (pokud to 1ze) fezy rovnob&Zné s rovinami yz a xz:

a) X + /7, b)ﬁ, Ox2+y% dx2—y2 e |x|+y, 0 min{x,y}, g max{x,y}. h)/x).

1
i)y1—x%2—y2 j)————, k) arcsin f, DV1—(x24y)2, m)/(x2+ y2 —1)(4 —x2 —y2),
Vx24+y2—1 y

n) v/sin(x2 + y2), o) sgn(sinx - sin y)
2. Vysetrete lim ( li ,¥)), lim (li , li ,¥), kd
yse reexlg;)(ylgg) f(x,y)) ylg%)(xlg}) f(x,y)) a  lim = J(x.y)kde

X2y2

1
ey D =G sinprox #0,/(0.) =0

a) f(x,y) =

3. Vysetiete nasledujici limity:

. sin(x2 + y?) i log(1 + x2 + y?) ) 1 : Xy
a) lim —Q= T lim , ©) lim =T d) lim ———,
[x.y]—>[0,0] Xx=+y xy1=>[0.0]  J/x2 + y2 [x,y]—>[0,0] X~ +y [x,y1-10,0] /x2 + y2
X sin(x 2 xy?
e) lim % s f) lim & s 1m 2 2 h) lim % s
[x,y]1—[0,0] X* + y [x.y]=>[0,0] \/x2 + y2 [x,y]—=[0,0] X~ + y [x,y]—[0,0] X< + y

) x2y? ' x4y . X34 a2 4342
i

lim , 1) lim ——, k) lim ,
x.31-10,0] \/x2y2 + (x — y)2 Y >0 Vx2 +y2 [x,y]-[0,0] x2 +y?
Do x2 + y? ol Vx2y2+1-1

1
lim ’ ) m —————— n) lm (1+ x2y2)x2H?
Ler1=>10.01 /x? 4 y2 + 11 [eyl>[0,01 x4y [x.»]—[0.0]

1

O dim (24 p) lm (P25 g dim (PP, o tm S
e21=10.01 7 bx,v,21~[0,0,0] ' ’ [x,y]-[0,0] ' [x.y]=[0.0] x4 + y4’

sin(xy) . sin x sin® y ' 2~ cosX — cos y . Xy
2 ’ m. o, lim —— "7y lim e
Ley=>10,00 X% 4 y4 77 [eal>10.0] 1 —cos(x? + y2) [eyl>000] X%+ y2 [x3]>10.0] \/x% + 6
Wt Lim  SmX T log(1 + )
[x,y]—[0,0] X +y
x+y#0

4. Lze funkci @ roz§ifit spojité na celou rovinu?

5. Lze funkci W roz&ifit spojité na celou rovinu?

Vysledky: 1. a) Dy = R x [0, +00), vrstevnice jsou ,levé poloviny* parabol b) Dy = (R \ {0}) x R, vrstevnice jsou
piimky prochdzejici po¢dtkem c¢) Dy = R?, vrstevnice na hlading ¢ > 0 je kruZnice se stfedem v podtku a polomérem /¢
d) Dy = R2, vrstevnice jsou hyperboly a jedna dvojice piimek e) D ;= R2, vrstevnice na hlading ¢ € R je graf funkce
c—1x| f)Dy =R?* g Df =R? h) Dy = [0,+00)? U (—00,0]?, vrstevnice na hladin& ¢ > 0 jsou hyperboly tvaru é,
na hlading 0 je to dvojice os 1) Dy = {[x,y] € R? x? + y? < 1}, vrstevnice na hladin 0 < ¢ < 1 je kruZnice se stfedem
v poddtku a polomérem v'1 —c2  j) Dy = {[x,y] € R?; x? 4+ y? > 1}, vrstevnice na hladin& ¢ > 0 je kruZnice se stfedem
v pocatku a polomérem /1 + cll k) Dy = {[x,y] € R%; y > |x| > 0} U{[x, y] € R?; y < —|x| < 0}, vrstevnice jsou piimky
prochézejici po¢dtkem 1) Dy = {[x,y] € R?; —1 —x? < y < 1 — x?}, vrstevnice jsou dvojice parabol, na hlading 1 jedna
parabola m) Dy = {[x,y] € R% 1 < x? 4 y? < 4}, vrstevnice na hladiné 0 < ¢ < 3 jsou dvojice kruznic se stfedy v pocdtku
a poloméry % V5 £+ /9 — 4¢2, na hlading % jedna kruZnice se stfedem v pocatku a polomérem ‘/TTO
n) Dy = {[x,y] € R% 2km < x? + y? < (2k + 1)z, k € Ny}, vrstevnice jsou posloupnosti kruZnic se stiedy v po&étku
o) Dy = R2, vrstevnice na hlading —1 a 1 jsou ,.Sachovnice®, na hladiné 0 mfizka

2. a) dvojnasobné limity jsou 0, dvojné neexistuje b) prostfedn{ limita neexistuje, ostatni jsou 0

3. a1l b)0 c)+oo d)0 e)neexistuje f)0 g)neexistuje h) neexistuje i) 0 j)neexistuje k)1 1)2 m)O0
n)l o)l p1 g1 r)0 s)neexistuje t)neexistuje u) % v) 0 w) neexistuje

4. ANO

5. ANO (f(a,—a) = cosa)



8. FUNKCE VICE PROMENNYCH — PARCIALNI DERIVACE, TOTALNI DIFERENCIAL

1. Vysetfete parcidlni derivace a totdlni diferencil nasledujicich funkci (pfipadné€ dodefinovanych nulou v pocatku):

X"y, by e, oxy+yzt+xz, dVI-x2-y2 e)Vx2+y2, HYx3+y3 olxy|, h) Ixy,

. N E . X x3 xy?
i)x + yarcsin ,/=, j)|y—sinx|, k) V/x+y2, 1D+|xy|, m) 4 . N — Y > 0)x+y+;,
y x2 4+ y? X=+y VX2 4 y?
+y —Ll 5 o . 1 2 _y2 X\% ¥ z
p) mlog(l +xy), @e oty o) (xT + y7)sin 22 $) Xy ey t) (;) Lowxs, vxr,

W)t [siny —sinx|, %)% ¥x2+ ylog(x® + »2), y)*%';'y')

Vysledky: 1. a) 3f = mx’”_ly” af = nx™y"~ 1, totdlni diferencidl existuje v§ude b) % = ye*?, % = xe™, TD
ex1stu]e viude ¢) ¥ ax =y+2z 3 af =x+2z 5 af = x + y, TD existuje viude d) Dy = {[x,y] € R%; x2 + y2 < 1},

B p a y 2 2 L 2 2 3f _ X
ax (x,y) — _T_yz ag = _ﬁ pro x* + y“ < 1, TD existuje pokud x“+y° <1 e) 9 = m a
LV Y i dtek, TD existuje v§ude kromé& pocdtku S (x,y) = S(x,y) = okud
L = m mimo polé j p Hley %_,_ 3 By Y 4/ P
y # —x, ax (O 0)=% £(0,0) = 1, TD existuje viude kromé y = —x 9 Lx.y) = |)’| sgn x prox #0, 5 By L(x, y) = |x| sgny

pro y # 0, 2 Fr (0 0) = af (0 O) = 0, jinde PD neexistuji, TD existuje mimo osy a v pocatku h) Fr (x y) = *FJL pro x # 0,

W(x’y) i/_
OAyzx)v(x50/\y§x)},$(x,y):l+ﬁpro[x,y]eDf,x¢Oax;éy, (xy)—arcsm\/;—\/%
y y

proy # 0,2 Fr (O 0) = ar (0 0) = 0, jinde PD neexistujf, TD existuje mimoosy i) Dy = {[x, y] € R?; (x >

pro [x,y] € Dr,x # y, %(0, 0) = 0, jinde PD neexistuji, TD existuje tam, kde af ]) Fr (x y) = —sgn(y —sinx)cosx a
%(x, y) = sgn(y — sinx) pokud y # sinx, Er (” + km, (—1)%) = 0, jinde PD neex1stujl TD existuje mimo y = sin x

a
k)%(X,y)= {/%aay(x y) = \/_
=22 okud x # 0, & (x, 2 okud 0, 20,0 3f 0,0) = 0, jinde PD neexistuji, TD existuje mimo
x| P ay WY P y x 3y J i i}
3 3 3 o
osy m) E(x,y) = m a W(x,y) = «/ﬁ pro [x, y] # [0,0], %(0,0) = %(0,0) = 0, TD existuje mimo

4 3 2y(x? - 9 d A
podatek n) %(x, y) = % a g S (x,y) = % pro [x, y] # [0,0], %(0,0) = %(0, 0) = 0, TD existuje viude

4 C
0) %(x,y) =1+ \/ﬁ a %(x,y) =1+ %%;’)3 pro [x, y] # [0, 0], %(O 0) = E(O 0) = 1, TD existuje viude

p) Dy = {[x. 3] € R% (v > —LAx > Ov(y < —Lax <Ov(x = 0} F(x,y) = L2 og(1+xy) + 52—

0 d . .
@(x,y) = %log(l—l—xy)—l—% pro [x, y] € D \{[0, 0]} 3—1;(0,0) = %(O, 0) = 0, TD existuje vSude mimo
ISR a
% a 3x L(x,y) =e T % pro [x, y] # [0,0], %(070) =
@(O, 0) = 0, TD existuje vSude r) E (x y) = 2x sin 2+y2 x2+y2 cos x2+y2 a By (x y) = 2ysin x2+y

pokud x # —y?2, jinde PD neexistujf, TD existuje tam, kde PD 1) %(x, y) =

poditek q) ax S (x,y) =e ~ A

2y 1
x2+y2 cos x2+y2

3 ] - 4
pro [x, y] # [0, 0], %(O, 0) = —f(O 0) = 0, TD existuje viude s) 2 = S (x,y) = % a gy S (x,y) = %

pro [x, y] # [0, 0], %(0,0) = 8y(O 0) = 0, TD existuje viude ) Dy = {[x,y,z] € R* (x >0Ay >0)V(x <0Ay <0)},

% = %(%)Z_l, % = _;_2()))2 ' % = (;) log;,TD existuje viude u) Dy = {[x,y,z] € R* x > 0 Az # 0},

% = ;’x‘*_l % = x¥11 og X, aé = —x¥zllogx, TD existuje vSude V) Dy

g—f; = yix¥ Tl gf XY zyET 1log)c af = x¥" y%logxlog y, TD existuje viude w) ax (x y) = sgn(sinx — sin y) cos x

{[xyz]€R3'x>0/\y>O},

a ay (x y) = sgn(siny — sinx)cos y pokud siny # sinx, 3x(” + kw5 +1n) = (E + km, % + Ir) = 0, jinde PD

2x log(x%+y?) + x«/x +y a (x ) log(x2+2) n 2y 3/x2+y
i/(x2+y)2 x2+y? ax )= 33/(x2+4y)2 x2+y2

y# —x?2 ﬂ(X, x2) = af (x —x2) = Opokudx +xt=1 , jinde PD neexistuji, TD existuje tam, kde PD y) (x y) =

> 0x
xy (By2—xH) x| +2(y2 —x4)|y|) 23 ((e*=y?) sgnx+2x3]y))
Lx.y) =
T +12)2 ay Y T+y2)2

mimo pocatek

neexistuji, TD existuje tam, kde PD  x) ax (x y) = pro

pokud [x, y] # [0,0], £(0.0) = 4£(0.0) = 0, TD existuje
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9. FUNKCE VICE PROMENNYCH — DERIVACE SLOZENE FUNKCE

1. Necht’ f(u v) = uv anecht g: R?\ {[0,0]} — R2? je definovino predpisem g(x,y) = [(x + y2)(e* — 1),
Vypodtite 2 W Fq1,1)a%E (l, 1),kde F = fog.

2. Necht Vf(2,2,2) =[1,2,3] anecht g: R3 — R3 je definovino piedpisem g(x, y,z) =[x +y + z,x2 + y2 +1,x3 +
y3 4+ 1]. Vypoctéte VF(0,1,1), kde F = f og.

3. Necht' f: R” — R ma vSude totélni diferencial. Vy]adrete a a ,kde F = f ogag: R?> - R” je ddno predpisem

—1
X x+y xz—yz}.

x2+y2]'

3

2y Tx—y’

4. Necht f: R% — (0, +00) ma viude totdlni diferencial. Vyjédiete 5 OF o OF 8F ,kde F: R? — R je ddno pfedpisem
@) F(x.y) = f(x.)7*. ) Flx.y) = f(x,y)f(y’x)-

5.Necht' f: R% — R mi totdlnf diferencidl v bodé [1, 1] a spliiuje f(1,1) = 1. Vyjadiete 2 o E(1,1), je-li

d d
D FOon) = £ (f0 0, f ), 1y =1, %(1, D=2, b F(ry) = £(f(x. )70 () D).

a) g(x.y) =sinxcosy, b)g(x,y)=[x>+y>x*>—y*2xy]. ©gx.y) = [

6. Necht' f: R? — R md totdln{ diferenciél v bodé& [a, b]. Naleznéte jej, plati-li
oF dF
a) F(r,a) = f(rcosa,rsina), [a,b] = [1,1], —(\/5 5) =0, B_(ﬁ %) =4,
o
oF

b) F(u,v) = f(e* cosv, e*sinv), [a,b] =[1,0], (0 0) =717, 5

(0,0) = —1.

Vysledky: 1. 2E(1,1) =, a—‘;(1, 1)=2e—2

2. VF(0,1,1) = [1,14,1]

3. a) %’;(x y) = f'(sinx cos y)- cosxcosy, %ﬁ:(x y) = —f'(sinxcosy) s1nxs1ny b) 2 o £ (x,y) =2x% i (x +y x2—
2,2x)) +2x 8L (k24 2, x2 = 2 2xy) 42y B (224 2, 22— 2, 2xy), BB (x, y) = 29 F (24 y2 w2 y2 2xy) 2y (2 +

2_ —
y2, x% —y? 2xy)+2x S (x2 + 2, x2 — y2,2xy) c) (x y) = Bz(XZyI’% x2 — yz)-’y—c—ﬁ( 2y1’% x2—y?)-

af 1 x+ 2 of (x2—=1 x+ 2 - Af (x2=1 x+y .2 2
G- y)2+23v(2y DXt =Yy ’3y(x3’) 8t(x = y)- z + 5 (% e X R (x_);)z_

> x—y’ 2y’ x—y’ 2y2 2y
Af (x2-1 x+y 2 2
28v( 2y ’x—y’x _y)'y

4. ) 0 y) = S )N G @ ) og £ y) + 1. G y) = 6, 9) N Gl ) (log f(x.y) + 1)
Exy) = )00 (v xlog flx,y) + F83 %{ (x,y>), Ewy) = /0 (§x)log fx.y) +

FO0) Of
f(i,i)ﬁ(x y))

5. 0% n=4 bEan=(Lan)+Ean)?
6. ayVf(l,1)=[-2,2] b)Vf(1,0)=][7,—1]
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