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Náhodná veličina a jej́ı rozděleńı

24.10.2017

1. Do volebńı urny bylo vhozeno a volebńıch ĺıstk̊u strany A a N − a ĺıstk̊u jiných stran. Před
volebńı mı́stnost́ı zcela náhodně zastav́ıme n osob a zeptáme se jich, koho volili (a všichni nám
to popravdě sděĺı). Označme jako X počet osob, které jsme oslovili a které volily stranu A.

(a) Určete rozděleńı náhodné veličiny X.

(b) Na základě výsledku našeho pr̊uzkumu (tj. náhodné veličiny X) chceme odhadnout volebńı
výsledek strany A. Předpokládejme, že ĺıstky jsou v urně zastoupeny v poměru 3:7 a že
jsme oslovili n = 20 osob. S jakou pravděpodobnost́ı bude náš odhad X/n ležet v intervalu
[0.25, 0.35]? Napǐste výsledek nejprve obecně a poté vyč́ıslete pro N = 100 a N = 1000.

(c) Zakreslete graf pravděpodobnost́ı X a jeho distribučńı funkci. Vyznačte na obou grafech
pravděpodobnost z (b).

2. Předpokládejme, že můžeme oslovit všechny občany (tj. ne jen ty z dané volebńı mı́stnosti)
a že opět náhodně vybereme n lid́ı. Nyńı lze tedy předpokládat, že každý z oslovených je
s pravděpodobnost́ı p = 0.3 voličem strany A. Označme jako Y náhodnou veličinu udávaj́ıćı
počet osob, které jsme oslovili a které voĺı stranu A.

(a) Odvod’te rozděleńı náhodné veličiny Y .

(b) Spočtěte pro n = 20, s jakou pravděpodobnost́ı bude Váš odhad Y/n v intervalu [0.25, 0.35].

(c) Porovnejte výsledky (b) v 1 a 2. Jaký je jejich vzájemný vztah?

(d) Formulujte oba př́ıklady 1 a 2 pomoćı urny s kuličkami r̊uzných barev.

3. Předpokládejte, že máme k dispozici perfektńı generátor náhodných č́ısel z intervalu [0, 1].
Označme jako X náhodnou veličinu, která nám udává vygenerované č́ıslo.

(a) Jak se lǐśı rozděleńı této veličiny od veličin z př́ıklad̊u 1 a 2? Jakým zp̊usobem poṕı̌seme
rozděleńı X? Zapǐste a nakreslete graf.

(b) Nakreslete také graf distribučńı funkce. V obou obrázćıch zakreslete pravděpodobnost,
s jakou dostaneme č́ıslo menš́ı než 0.5. S jakou pravděpodobnost́ı dostaneme přesně 0.5?

(c) Zkuste navrhnout, jak pomoćı realizaćı X simulovat situace z př́ıklad̊u 1 a 2.

(d) Źıskané náhodné č́ıslo X umocńıme na druhou a dostaneme tak jiné náhodné č́ıslo Y . Jaké
je rozděleńı Y ?

4. Doba strávená čekáńım na př́ıjezd vlaku (v minutách) je náhodná veličina s hustotou

f(x) =

{
ce−x/5, x ≥ 0,

0, x < 0.

(a) Určete konstantu c > 0, tak aby f byla hustota.

(b) Určete distribučńı funkci F a načrtněte ji.

(c) Jaká je pravděpodobnost, že budete na vlak čekat déle než 5 minut? Vyznačte v grafu
hustoty a v grafu distribučńı funkce.

(d) S jakou pravděpodobnost́ı bude doba strávená čekáńım mezi 2 a 5 min?

(e) Aktuálně čekáte 5 min. Jaká je pravděpodobnost, že budete celkově čekat déle než 10 min?

(f) Na vlak čekáte n = 5 dńı po sobě. S jakou pravděpodobnost́ı jste nikdy nečekali méně než
5 min?
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Opakováńı

Náhodná veličina: Náhodná veličina X je měřitelné zobrazeńı (funkce) z prostoru (Ω,A)
do (R,B). Jednotlivým prvk̊um ω ∈ Ω tedy přǐrazuje reálná č́ısla X(ω).

• Rozděleńı náhodné veličiny X

− popisuje pravděpodobnosti P(X ∈ B) = P({ω : X(ω) ∈ B}) pro všechny množiny B ∈ B,

− je jednoznačně určeno distribučńı funkćı, která je funkćı reálné proměnné x ∈ R a je
definovaná jako

F (x) = P(X ≤ x).

Distribučńı funkce je vždy neklesaj́ıćı, zprava spojitá s limitou 0 v −∞ a limitou 1 v ∞.

− Plat́ı P(X ∈ (a, b]) = F (b)− F (a) pro libovolné a < b.

• Nabývá-li náhodná veličina X s kladnou pravděpodobnost́ı nejvýše spočetně mnoha (tj.
konečně nebo spočetně) hodnot x1, x2, . . . , ř́ıkáme, že má diskrétńı rozděleńı.

− Rozděleńı X je charakterizováno pravděpodobnostmi pk = P(X = xk), k = 1, 2, . . . a plat́ı∑
k pk = 1.

− Distribučńı funkce je po částech konstantńı, skokovitá se skoky o velikosti pk v bodech
xk.

• Jestliže existuje funkce f ≥ 0 taková, že F (x) =
∫ x

−∞ f(t)dt, pak ř́ıkáme, že X má spojité
rozděleńı. Funkce f se nazývá hustota.

− Spojitá náhodná veličina nabývá nespočetně mnoha hodnot z nějakého podintervalu R.

− Rozděleńı veličiny X je charakterizováno hustotou f ≥ 0. Pro každou B ∈ B je pak

P(X ∈ B) =

∫
B

f(x)dx.

Speciálně:

− 1 = P(X ∈ R) =
∫∞
−∞ f(x)dx,

− distribučńı funkce F je spojitá na R a lze ji spoč́ıtat jako F (x) =
∫ x

−∞ f(t)dt,

− pro libovolné a ∈ R je P(X = a) =
∫
{a} f(t)dt = 0,

− je-li a < b, pak

P(a < X < b) = F (b)− F (a) =

∫ b

a

f(t)dt.
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