PRIKLADY Z PRAVDEPODOBNOSTI A STATISTIKY ZIMNI SEMESTR 2017

PRIKLADY NA PROCVICENI Z PREDMETU PRAVDEPODOBNOST A
MATEMATICKA STATISTIKA

Posledni uprava 5. prosince 2017.

Veétsina prikladu je jiz upravena na zakladé toho, co jsme propocitali na cviceni a co bylo probréano
na prednédsce. Muze ale jesté dochéazet ke zméndm v ¢ésti 6 (doplnéni, odebrani piikladu).

1 KLASICKA PRAVDEPODOBNOST

1. Hazime ¢tyrmi Sestisténnymi hracimi kostkami. Urcete, jaka je pravdépodobnost, ze
(a) soucet ¢isel na kostkéch bude sudé ¢islo a zaroven soucin ¢éisel bude liché ¢islo,

(b) soucet bude sudé éislo nebo soucin bude liché ¢islo?

2. Ze zaméstnancu firmy, ve které je 7 muzu a 4 zeny, je ndhodné vybrand 6-clennd delegace.
Jaka je pravdépodobnost, ze v ni budou alespon dvé zeny?

3. S jakou pravdépodobnosti padne alespon jedna Sestka, hdzime-li

(a) dvéma kostkami,
(b) n kostkami.

4. Do vlaku s 10 vagény nastoupilo 16 cestujicich, ktefi si vagén zvolili ndhodné. Urcete pravdé-
podobnost, ze do kazdého vagénu nastoupil alespon jeden cestujici.

5. Mame n ruznych klicu a pokousime se odemknout zamek. Jaka je pravdépodobnost, ze ode-
mkneme pravé na k-ty pokus, jestlize vzdy
(a) vyzkouseny kli¢ dame stranou a ndhodné vybereme dalsi kli¢ ze zbyvajicich,

(b) vyzkouseny kli¢ nechdme na svazku, kli¢i zatFeseme a nahodné vybereme jeden ze svazku.

6. V regélu je 6 lahvi normélniho rumu a 4 lahvi panc¢ovaného rumu (vizudlné k nerozeznani).
Néhodné vybereme z regalu 3 lahve a z kazdé ochutname. Urcete, s jakou pravdépodobnosti

(a) byl pravé ve dvou ndmi ochutnanych lahvich metanol,
(b) byl alespon v jedné ndmi ochutnané lahvi metanol.

2  NEZAVISLOST, PODMINENA PRAVDEPODOBNOST, UPLNA
PRAVDEPODOBNOST, BAYESUV VZOREC
7. Trikrat po sobé hodime minci a zaznamename vysledek. Ozna¢me rub jako R a lic jako L.

Rozhodnéte, zda jsou jevy A = {RRR,LRR,RLL,LLL}, B = {RRL,RLR,LLR,LLL} a
C ={RRL,RLR,LRL,LLL} nezévislé.

8. Rozhodnéte o platnosti nésledujicich tvrzeni. Své rozhodnuti vzdy fddné zdiuvodnéte (uvedte
dukaz nebo protipiiklad).
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(a) Jestlize jsou jevy A, B nezavislé, pak o nezévislosti jevi AY, B¢ obecné neumime rozhod-
nout.

(b) Jestlize P(A|B) > P(A) > 0, pak P(B|A) > P(B).

(¢) Existuji A, B neslucitelné jevy, tj. AN B = (), takové, ze P(A) # 0, P(B) # 0 a A, B jsou
nezavislé.

(d) Jestlize plati P(A|B) = P(A|BY), pak jsou jevy A, B nezdvislé.

(e) Jestlize P(B) > 0, pak P(A|B) > P(A).

Néhodné jevy A, B, C jsou nezavislé. Urcete P(AUBUC), jestlize P(A) = P(B) = P(C) = 0.1.

Na startu dostihu jsou (mimo jiné) koné Albin a Bertik. Albin zvitézi s pravdépodobnosti 0.5,
Bertik s pravdépodobnosti 0.3. Jaka je pravdépodobnost, ze vyhraje Bertik, jestlize se Albin
zranil na startu a zavod nepobézi?

Tenistka md v prvnim podani dspésnost 60% a v druhém poddni m4 tspésnost 80%.

(a) Jaka je pravdépodobnost dvojchyby?
(b) S jakou pravdépodobnosti udélala tenistka v prvnim podani chybu, kdyz vime, ze nedoslo
k dvojchybe?

Roztrzity profesor zapomene v obchodé destnik s pravdépodobnosti 1/4. Cestou ze skoly
navstivil ¢tyfi obchody a domu pfisel bez destniku. Jakd je pravdépodobnost, ze destnik
zapomnél ve ¢tvrtém obchodé?

Tti skupiny studentu tesi obtizny priklad. Ve skupiné A jsou 3 velmi chytii studenti a kazdy
z nich vyfesi piiklad s pravdépodobnosti 0.8. Ve skupiné B jsou 4 prumérni studenti a kazdy
z nich vyftesi ptiklad s pravdépodobnosti 0.6. Ve skupiné C jsou 2 slabi studenti a kazdy z nich
vytesi ptiklad s pravdépodobnosti pouze 0.4.

(a) S jakou pravdépodobnosti ndhodny student vytesi priklad?
(b) Néhodné vybrany student piiklad nevyfesil. Ze které skupiny nejpravdépodobnéji byl?
(c) Studenti pracuji nezavisle. S jakou pravdépodobnosti bude priklad vyfesen?

Mezi 100 krabicemi mandarinek ze Spanélska je 5 krabic se shnilymi, stejné jako mezi 200
krabicemi z Recka. Nejdiive vybereme nahodné jednu ze zasilek a potom ze zasilky ndhodné
vybereme krabici. Urcete s jakou pravdépodobnosti obsahuje vybrana krabice shnilé manda-
rinky:.

V krabici mame n bilych a m ¢ernych kouli. Postupné je tahdme vSechny ven (bez vraceni).
Jaka je pravdépodobnost, ze k-td tazenda koule je bila?

V krabici je 15 tenisovych micki, z toho 9 tiplné novych. Pro prvni hru si ndhodné vybereme
3 micky a po skonceni hry je vratime zpatky. Pro druhou hru vybereme opét 3 micky. Urcete
pravdépodobnost toho, jsou ze vSechny 3 micky pouzité v druhé hie nové.

Slovo ,humor® se v americké angli¢tiné pise jako HUMOR a v britské angli¢tiné jako HU-
MOUR. Na zahradni slavnosti byly 2/3 Americanu a 1/3 Britu. Nahodné vybrany clovek
napsal slovo humor (svym zpusobem) a z tohoto slova bylo ndhodné vybrano jedno pismeno.
S jakou pravdépodobnosti byl dany ¢lovék Brit, jestlize bylo vybrano pismeno ”U”?

Z posty dorucené na server je 80 % spamu. Spamovy filtr ispésné rozpozna 90% vsech spamt,
ale zdroven 15 % korektni poSty je oznaceno jako spam.
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a) Jaké je pravde odobnost, ze email smazany’ filtrem jste si chtéli pfeéist7
b) Jaké je pI'OCGHtO spamﬁ ve vasi schrance?
J

Mame tii truhly se dvéma mincemi. V truhle A jsou dvé zlaté mince, v truhle B dvé stribrné
mince a v truhle C zlaté a sttibrnd mince. Nahodné vybereme truhlu a z ni vytahneme nahodné
minci. Ta je zlatd. Jaka je pravdépodobnost, ze i druha mince v této truhle je zlata?

Tti lovei vystrelili souc¢asné na divokého kance, ktery byl jednou stielou trefen. Urcete prav-
dépodobnost toho, ze kance zasttelil prvni, druhy nebo tteti stielec, jsou-li pravdépodobnosti
zasahu po fadé rovny 0.2, 0.4 nebo 0.6.

V truhle je neznamy pocet minci: jedna zlata mince a nadhodny pocet stiibrnych minci, pficemz
. /7 . ’ ~ ~ Ve -1 ’ ~ »

stiibrnych minci je pravé k s pravdépodobnosti <5 pro £ = 0,1,.... Ndhodné vylosujeme

jednu minci a ta je zlata. Jaké je pravdépodobnost, ze v truhle bylo praveé k stiibrnych minci

za této dodatecéné informace?

Na stole lezi dvé urny A a B: V urné A jsou dvé bilé a dvé ¢erné kulicky a v urné B jsou
dvé cerné a jedna bild kulicka. Nahodné vybereme z kazdé urny jednu kulicku a z téchto dvou
kulicek pak nahodné zvolime jednu. Jakd je pravdépodobnost, ze jsme vybrali bilou kulicku?

U dvojcat je pravdépodobnost narozeni dvou chlapct rovna p a narozeni dvou dévéat rovna g,
kde 0 < p+¢q < 1. U dvojcéat ruzného pohlavi je stejné pravdépodobné, Ze se jako prvni narodi
divka a ze se jako prvni narodi chlapec. S jakou pravdépodobnosti se narodi dva chlapci,
jestlize je prvorozené dité z dvojcat chlapec?

V kuchyni je N talifu s buchtami. Na i-tém talifi je a; buchet s tvarohovou naplni a b; buchet
s povidlovou néaplni, coz navenek bohuzel nepozname. Proto ndhodné vybereme jeden talii a
z néj jednu buchtu. Zjistime, ze je povidlova. S jakou pravdépodobnosti jsme zvolili k-ty talit?

Ve sbirce 50 obrazu je 5 padélku. Jestlize je obraz falesny, znalec to pozna s pravdépodobnosti
80%. Je-li obraz original, znalec ho mylné posoudi s pravdépodobnosti 5%. Urcete

(a) pravdépodobnost, ze obraz je origindl, jestlize byl znalcem oznacen za original,
(b) pravdépodobnost, ze obraz je padélany, jestlize byl znalcem oznacen za padélek.

Hézime dvéma hracimi kostkami najednou dokud nepadne soucet 5 nebo soucet 7 (na obou
kostkach dohromady). S jakou pravdépodobnosti padne diive soucet 5 nez soucet 77

Kazdy 1ékarsky test je charakterizovan svoji senzitivitou a specificitou, kde
e senzitivita = pravdépodobnost pozitivniho vysledku, je-li testovand osoba nemocn4,
e specificita = pravdépodobnost negativniho vysledku, je-li testovana osoba zdrava.

Pro test zjistujici piftomnost HIV viru v téle se uvadi senzitivita 99.9% a specificita 99.7%.
Uvazujme hypotetickou populaci, ve které se vyskytuje 1% lidi s virem HIV.

(a) Jaka je pravdépodobnost, Ze je osoba s pozitivnim vysledkem testu skuteéné HIV pozitivni?

(b) Jaka je pravdépodobnost, Ze je osoba ve skutecnosti HIV pozitivni, ddva-li test negativni
vysledek?

//////

je clovek skutecné HIV pozitivni, byl-li i druhym testem oznacen za HIV pozitivniho?

Na stole jsou dvé kostky — ruzova a bledé zelend. Ruzova kostka je pravidelna devitisténna
kostka, bledé zelena je pravidelna dvanéctisténna kostka.
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(a) Nahodné vybereme kostku a hodime. Jaka je pravdépodobnost, ze padne Sestka? Jaka je
pravdépodobnost, ze padne jedendctka?

(b) Padla jednicka, jakd je pravdépodobnost, ze jsme hézeli ruzovou kostkou?

(c) Nyni predpokladejme, ze dévcéatum se vice libi ruzové kostka, a tak si ji vyberou s prav-
dépodobnosti 4/5. Naopak, chlapci si vyberou bledé zelenou kostku s pravdépodobnosti
2/3.

e Jaka je pravdépodobnost, ze padne Sestka, hézel-li chlapec?

e Jaky je pravdépodobnost, ze padne Sestka, hézela-li divka?

e Jaka je pravdépodobnost, ze padne Sestka, hazel-li nahodny student ze tiidy, ve které
je 10 chlapcu a 5 divek?

3 NAHODNA VELICINA— DISKRETNI ROZDELENI

Diskrétni ndhodnd veli¢ina X nabyvé pouze hodnot 1,2, 3 s pravdépodobnostmi P(X = k) =
c-k* k =1,2,3. Spocitejte konstantu ¢, stiedni hodnotu EX a rozptyl Var X, distribuéni
funkci F' a pravdépodobnost P(X > 2). Urcete ddle rozdéleni veliciny Y = (X — 2)? a EY.

Néhodn4 veli¢ina X nabyva pouze hodnot —1,0, 1,2, a to s pravdépodobnosti P(X = —1) = %,
P(X =0)=3,P(X =1) =% aP(X =2) = a. Urcete konstantu a, tak aby se jednalo o prav-
dépodobnostni rozdéleni. Spocitejte stiedni hodnotu EX a rozptyl Var X. Urcete rozdéleni

veliciny Y = X? a spocitejte EY .

Basketbalista haze na kos, jeho pokusy jsou nezavislé a v kazdém z nich se trefi s pravdépodob-
nosti p € (0, 1). Rozhodl se, ze skonéi teprve az vhodi k kostu. Oznaéme X pocet neuspésnych
hodu predchézejicich k-tému uspéchu (k-tému vhozenému kosi). Urcete rozdéleni ndhodné
veliciny X.

V krabici je N cokoladovych bonbént, z nichz je K plnéno karamelovou naplni. Vyberete
si z krabice ndhodné n bonbént. Necht X znaéf pocet vytaZenych bonbént s karamelovou
naplni.

(a) Urcete rozdéleni X.

(b) Spocitejte sttedni hodnotu X.
(c) Spocitejte rozptyl X.

(V bodech (b) a (c) vyuzijte, ze X muzeme napsat jako soucet (zavislych) 0-1 velicin.)

4 NAHODNA VELICINA — SPOJITE ROZDELENI
Nahodnd velicina X ma rozdéleni s hustotou

[ ce® proze|0,1],
flx) = { 0 jinak,

Urcete konstantu ¢, distribuéni funkci F'(z), stfedni hodnotu EX a rozptyl Var X.

34. Hrana krychle ma ndhodnou délku X s rovnomérnym rozdélenim na [0,a], a > 0. Urcete

sttedni hodnotu a rozptyl objemu krychle.
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35. Ndhodn4 velicina X m4 rozdéleni s hustotou f(x) = 322 pro 0 < z < 1 a f(x) = 0 jinak.
Urcete

(a) Rozdéleni veliciny Y = X3.
(b) Stiedni hodnotu a rozptyl veliciny Z = +.

36. Necht md ndhodnd velicina X rovnomérné rozdélen{ na intervalu [0, 7]. Definujme veli¢iny
Y = X? a Z = sin X. Urcete

(a) rozdéleni (hustotu) veliciny Y a jeji sttedni hodnotu,
(b) sttedni hodnotu veli¢iny Z,

37. Veliéina X ma rozdéleni s hustotou

fx) =

c-sinz prol0 <z <,
0 jinak.

(a) Urcete konstantu ¢ > 0 a distribuéni funkci F' (nacrtnéte).
(b) Spocitejte sttedni hodnotu EX.
(c) Vyjadiete kvantilovou funkci F~! a urcete medidn.

38. Méjme dan pravouhly trojihelnik s odvésnami a, b a preponou ¢ = 1. Uhel mezi odvésnou b a
preponou ¢ je ndhodnd veli¢ina s rovnomérnym rozdélenim na intervalu (0, 7/2).

(a) S jakou pravdépodobnosti je dany trojuhelnik rovnoramenny?

(b) Jaké je rozdéleni ihlu, ktery svird odvésna a s preponou ¢? S jakou pravdépodobnosti lezi
tento thel v intervalu (7/6,7/3)7

(c) Urcete rozdéleni délky odveésny a. Nacrtnéte graf hustoty a distribuéni funkce tohoto
rozdéleni. S jakou pravdépodobnosti je odvésna a delsi nez 1/27

(d) Spoctéte stiedni délku odvésny a a jeji rozptyl.

(e) Urcete ocekdvany obsah trojihelniku.

39. Polomeér bubliny vyfouknuté z bublifuku (v cm) je ndhodné veli¢ina R s rovnomérnym rozdélenim
na intervalu [0, 3] Urcete sttedni hodnotu a rozptyl objemu bubliny V.

5 NAHODNE VEKTORY

40. Héazime trikrat minci. Oznac¢me X pocet lici v prvnich dvou hodech a Y pocet rubu v po-
slednich dvou hodech.

(a) Urcete sdruzené rozdéleni vektoru (X,Y).
(b) Urcete marginalni rozdéleni X a Y. Jsou ndhodné veliciny X a Y nezavislé?
(c) Urcete jejich kovarianci a korelaéni koeficient.

41. Zmatend satnaika ndhodné priradi n panum jejich klobouky. Nahodna veli¢ina X; je indikator
jevu, zda ma i-ty pan spravny klobouk, i = 1,...,n (tj. X; = 1, pokud i-ty pan mé& svuj
klobouk a X; = 0 jinak).

~ 7 ~ ’ ~ ~ 7
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(c) Spocitejte kovarianci X; a X;.

(d) Nazaklade vyse uvedenych vysledku spoéitejte ocekdvanou hodnotu a rozptyl poc¢tu spravné
prifazenych klobouku. (VyuZijte, Ze pocet spravné piitazenych klobouku X lze vyjadrit jako
X = Z?:l Xi.)

—(=%+y?) > >
42. Néhodny vektor (X, Y’) ma rozdéleni s hustotou f(z,y) = { crye Pro-t = 0,420,
0 jinak .
(a) Urcete konstantu ¢ tak, aby f byla hustota.
(b) Spoctéte margindlni hustoty fx a fy velicin X a Y . Jsou veliciny X a Y nezavislé?
(c) Spoctéte E(X? +Y?).

43. Necht Xi,...,X, jsou nezdvislé stejné rozdélené ndhodné veliciny s distribuéni funkci F a
hustotou f Ozna¢me U = max;<;j<, X; a V = min;<;<, X;.

(a) Spoctéte distribucni funkei a hustotu veli¢iny U.
(b) Spoctéte distribuéni funkei a hustotu velic¢iny V.
(c) Necht F' a f odpovidaji rovnomérnému rozdéleni na intervalu [0,1]. Spoctéte v tomto

piipadé EU, VarU,EV a Var V.

44. Necht X a Y jsou nezdvislé stejné rozdélené ndhodné veliciny s rovnomérnym rozdélenim
R[0,1]. Necht D = min{X, Y} a H = max{X, Y'}. Urcete kovarianci Cov (D, H). Jsou D a H

nezavislé?

Ndvod: Uvédomte si, Ze D je bud’ X neboY a podobné pro H, tedy soucin DH md jednoznacni

tvar.

6 ODHADY PARAMETRU

45. Necht X7,..., X, je ndhodny vybér z rovnomérného rozdéleni na intervalu [0, 0], pro n&jaké

6 > 0, tj. s hustotou

1
_Jg 7 € [079]7
1) =
/(@) {O jinak .

(a) Naleznéte odhad § momentovou metodou.
(b) Zjistéte, zda je tento odhad nestranny a konzistentni.

46. Nahodny vybér X,..., X, pochéazi z Poissonova rozdéleni s parametrem A > 0.

(a) Odhadnéte parametr A momentovou metodou.
(b) Rozhodnéte, jaky mé odhad z (a) vlastnosti.
(¢) Navrhnéte dva ruzné odhady pravdépodobnosti P(X = 0).

47. V osudi jsou kulicky ocislované od 1 do N, kde N je neznamé. Postupné tahame s vracenim
a zaznamenavame si tazena cisla, coz odpovida ndhodnym velicinam Xy, ..., X,,.

(a) Urcete rozdéleni X; a jejich sttedni hodnotu.
(b) Odhadnéte nezndmy parametr N momentovou metodou.
(¢) Rozhodnéte, zda je odhad z (b) nestranny a konzistentni.
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48.

49.

20.

ol.

02.
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Néahodny vybér Xy, ..., X, pochazi z rozdéleni s hustotou

(o) = { € 2l

0 jinak.

(a) Ovérte, ze se jedna o hustotu pravdépodobnosti.
(b) Odhadnéte parametr a momentovou metodou.
(¢) Je odhad z (b) konzistentni?

7 CENTRALNI LIMITNI VETA

V Dolni Lhoté se kona vystava dojnic na kterou se sjede 10000 lidi z Sirokého okoli. Kazdy
navstévnik vystavy si potiebuje v jediném bankomatu, ktery je v Dolni Lhoté k dispozici,
vybrat hotovost. V bankomatu se nachazeji pouze tisicikorunové bankovky. Konkrétni osoba
vybere nezavisle na ostatnich K tisicikorun. Predpokladejme, ze K je nahodnou veli¢inou, jenz
se Tidi Poissonovym rozdélenim s parametrem A = 1. Kolik musi byt pfed zacdtkem vystavy
v bankomatu tisicikorun, aby s pravdépodobnosti alespon 0,99 nedoslo k celkovému vybrani
bankomatu béhem vystavy?

Hodime stokrat Sestisténnou hraci kostkou. Uréete pribliznou hodnotu pravdépodobnosti, s ja-
kou vysledny soucet lezi v rozmezi od 320 do 380 (vcetne)?

Poradate svatebni hostinu a objednali jste 200 zakusku. Ze zkusSenosti vite, ze pocet zdkusku,
ktery sni ndhodny host, se #idi Poissonovym rozdélenim se stfedni hodnotou 4. Kolik muze
nejvyse dorazit hostu na hostinu, aby se s pravdépodobnosti alespon 0.9 nemusel zadny z hostu
v jidle omezovat (tj. aby mohl snist tolik zakusku, kolik jen chce)?

Pocet studentu, ktefi béhem konzulta¢nich hodin v jednom tydnu navstivi profesora A, je
roven k s pravdépodobnosti 1/5 pro k = 1,...,5. Zjistéte, s jakou pravdépodobnosti bude
profesor A béhem akademického roku (40 tydnu) konzultovat s nejvyse 100 studenty. Pri
reSeni prikladu predpokladejte, ze pocty konzultacechtivych studentu v jednotlivych tydnech
jsou vzajemné nezavislé.

Pravdépodobnost zdsahu terce je pii kazdém ze 700 vystrelu 0.4. Jaka je pravdépodobnost
toho, ze odchylka relativni ¢etnosti zdsahu od uvedené pravdépodobnosti nepiesahne 0.057



