Zaklady teorie pravdépodobnosti Zaklady teorie pravdépodobnosti
®

Nahodné jevy

Teorie pravdepodobnosti Nahodné jevy

Nahodny pokus

Nahodny pokus @ mnozina véech moznych vysledki

@ skondi jednim z fady moznych vysledki o prvky Q se nazyvaji elementarni nahodné jevy, znaci se w

© predem nevime, jak skonci (nahoda) @ nahodny jev je tvrzeni o vysledku pokusu, tj. A C Q

o priklad: hod kostkou, zitfejsi pocasi, . .. o jev nemozny ) nenastava nikdy

Pravdépodobnost @ jev jisty je cela mnozina Q a nastava vzdy

@ zkouma nahodné jevy (mohou, ale nemusi nastat)

Priklad (Hod kostkou)

@ S jakou pravdépodobnosti dany jev nastane?

o Jsou dané jevy na sob& nezavisle? Hodime pravidelnou 3estisténnou kostkou:

° ... Q=1{1,2,3,4,5,6}
A = [padne sudé ¢Cislo] = {2,4,6}

Matematicka statistika Sarka Hudecova 1/ 25 Matematicka statistika Sarka Hudecova 2/ 25

Zaklady teorie pravdepodobnosti
®

Nahodné jevy

Zaklady teorie pravdepodobnosti
®

Nahodné jevy

Nahodné jevy Operace s nahodnymi jevy

Mnozina © nemusi byt dana jednoznacné (elementarni jevy pro

dany problém volime my) Uvazujme nahodné jevy A, B C Q.

@ podjev A C B znamena A= B

Priklad (Pohlavi 2 sourozencii) @ jev opacny AS nastane < A nenastane
Uvazujme ndhodné vybranou rodinu se dvéma détmi a nahodny jev ® priinik jevi AN B nastane < nastanou zaroveh A i B
[alespon jedno dité je chlapec] @ sjednoceni jevii AU B nastane < nastane alespon jeden z jevi
@ usporadané dvojice: Q = {KK, DK, KD, DD} AaB
[alespon jeden kluk] = {KK, KD, DK} o neslucitelné (disjunktni) jevy: ANB =10
@ neusporadané dvojice: Q = {KK, DK, DD} . ’ _
[alespon jeden kluk] = {KK, KD} Pripomenuti ze SS: Vennovy diagramy
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Nahodné jevy Nahodné jevy

Operace s nahodnymi jevy Operace s nahodnymi jevy - priklady

Priklad (Hod kostkou)

Podobné priinik a sjednoceni vice jevi Ay, ..., Ag: Mnozina vsech vysledka: Q = {1,2,3,4,5,6}
k A = [padne sudé ¢islo] = {2,4,6},

° ﬂ Ai = A1 NAyN - N Ag (vSechny musi nastat); B = [padne ¢islo vétsi nez 3] = {4,5,6}

Iil @ jev opaény A€ = [padne liché ¢islo] = {1, 3,5},

€= & & v —

° U Ai=A1UAyU---UA (alespon jeden musi nastat). B¢ = [padne cislo mensi rovno trem] = {1,2, 3}

i=1 o prinik AN B = [padne sudé Cislo vétsi nez 3] = {4,6}

@ sjednoceni
AU B = [padne ¢islo sudé nebo vétsi nez 3] = {2,3,4,6}
Matematicka statistika Sarka Hudecova 5/ 25 Matematicka statistika Sarka Hudecova 6/ 25

Zaklady teorie pravdepodobnosti Zaklady teorie pravdepodobnosti
® ®

Klasicka pravdepodobnost Klasicka pravdepodobnost

Pravdepodobnost Priklad

Priklad (Hod kostkou)

Hod symetrickou Sestisténnou kostkou: Jev A = [padne sudé &islo],
jev B = [padne cislo vétsi nez 3].

o Ciselné vyjadreni ,nadéje”, Ze nastane jev A

@ prifazuje nahodnému jevu A realné Cislo z intervalu [0, 1]

Klasicka pravdépodobnost:
Pak

o Q=1{1,2,3,4,56}, Q] =6

@ A = [padne sudé ¢&islo] = {2,4,6},

@ B = [padne cislo vétsi nez 3] = {4,5,6}
_ AL A .

o Q je konecna, tj. Q = {w1,...,wn}
@ vsechny elementarni jevy w; € Q jsou stejné pravdépodobné

Pravdépodobnost jevu A C Q je definovana jako

kde |A| znaci pocet prvkd mnoziny A.

(omezené vyuziti)
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Priklad I
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Klasicka pravdepodobnost

Vlastnosti klasické pravdepodobnosti

Priklad (Hod dvema kostkami)

Hazimeme dvéma kostkami (modra a zelend). Zajima nas V1 0<PA)<1

Klasicka pravdépodobnost spliuje:

pravdépodobnost jevu A = [soucet je alespon 10].

V2 P(Q) =1, P(0) = 0,

V3 je-lli ANB = k P(AUB) =P(A)+ P(B
Q je mnozina viech usporadanych dvojic z Cisel 1,2,3,4,5,6. Vsech 3JeliAn 0. pak P(AUB) (4) +P(B)

moznosti je: |Q| = 6 - 6 = 36. Z téchto vlastnosti pak dale vyplyva
Pfiznivé moznosti: (4,6), (5,5), (5,6), (6,4), (6,5), (6,6). Proto V4 P(A°) =1 - P(A),
Al =6 atedy 6 1 V5 pro B C Aje P(B) < P(A) a P(A— B) = P(A) — P(B)
PA)=%=% V6 P(AUB) = P(A)+P(B) - P(ANB)
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Axiomaticka definice

Nevyhody klasické pravdepodobnosti Axiomaticka definice pravdepodobnosti

Klasicka pravdépodobnost ma dva velmi omezujici predpoklady:

Necht € je libovolnd mnozina. Pravdépodobnosti nazveme
libovolnou funkci P definovanou na podmnozinach €, ktera ma
nasledujici vlastnosti:

Al 0 <P(A) <1 pro libovolné A C Q,

A2 P(Q) =1,

A3 pro viechny Ay, Az, ... C Q takové, ze AiNA; =0 Vi #j,

© konecny pocet elementarnich jevil

@ elementarni jevy w musi byt stejné pravdépodobné

Kdy nam klasicka pravdépodobnost nestaéi?

@ nestejné pravdépodobné elem. jevy w (nesymetricka mince)

@ Q neni kone¢na (hazime na kos, dokud se netrefime) plati
@ Q je abstraktni, nelze jednoduse popsat w (chceme mluvit o p > A — - P(A.
pravdépodobnosti bankrotu banky apod.) LJI v Zl (A7)
= i=

Obou predpokladii se potfebujeme zbavit - obecnéjsi a
abstraktnéjsi axiomaticka definice pravdépodobnosti.
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Zaklady teorie pravdépodobnosti

Axiomaticka definice

Poznamky

Matematicka statistika

@ z pozadovanych vlastnosti A1-A3 pak dale vyplyvaji vlastnosti
V4-V6, které méla klasicka pravdépodobnost

Axiomaticka definice pravdépodobnosti:
@ pripousti kone€né, spocetné i nespocetné mnoziny Q
@ elementarni jevy nemusi byt stejné pravdépodobné

@ pro danou € Ize zavést mnoho riiznych pravdépodobnosti —
mezi nimi si musime sami zvolit (vétSinou to pfirozené vyplyne)

Dale budeme (teoreticky) pracovat s obecnou axiomatickou definici
pravdépodobnosti. V pfikladech ale budeme vétsinou pouzivat
klasickou pravdépodobnost.
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Axiomaticka definice

Priklad

Matematicka statistika

Priklad

Predpokladejme, ze nahodné vybrany ¢lovék ma vlastni stolni
pocitaé s pravdépodobnosti 0.6, vlastni notebook

s pravdépodobnosti 0.4 a oba typy pocitacd s pravdépodobnosti
0.2. (Osoby s vice nez dvéma pocitaci neuvazujeme). Zajima nas,
s jakou pravdépodobnosti ma nahodné vybrana osoba

a) alespon jeden pocitac,

b) pouze notebook,

c) nemé zadny pocitac?
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Axiomaticka definice

* Poznamky

Poznamka pro narocné:

Ve skutecnosti se pravdépodobnost zavadi jen pro tzv. méfitelné
mnoziny, ne nutné pro viechny podmnoziny Q (neméfitelnou
mnozinu nepovazujeme za nahodny jev). Pfi nespocetné Q (tfeba
Q = R) nelze totiz rozumné zavést pravdépodobnost, ktera funguje
pro viechny podmnoziny Q.
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Podminena pravdepodobnost

Podminena pravdepodobnost

Definice

14/ 25

Necht jev B C Q ma kladnou pravdépodobnost, P(B) > 0.
Podminénou pravdépodobnost jevu A za podminky, ze nastal jev B,
definujeme vztahem

P(AN B)

P(A| B) =~ 5
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Zaklady teorie pravdépodobnosti
L1

Podminena pravdepodobnost

Priklad

Podminena pravdepodobnost

Podminena pravdepodobnost — poznamky

Nepodminéna pravdépodobnost P(A)

— vypovida o pravdépodobnosti vyskytu jevu A v situaci, kdy Priklad (Dostihy)

nemame zadné dodatecné informace o priibéhu nebo vysledku Favority dostihu jsou koné Livanec a Skobrtak. Kursy bookmakerii
experimentu. naznacuji, ze pravdépodobnost vitézstvi Livance je 0.2 a Skobrtaka
0.25. Skobrtak vsak pred startem spolkl hfebik a nepobézi. Jaka je

Podminéna pravdépodobnost P(A | B) pravdépodobnost, ze vyhraje Livanec?

— vypovida o pravdépodobnosti vyskytu jevu A v situaci, kdy

vime, ze néjaky jiny jev B uréité nastal (tj. mame dodatecnou Resent: Jevy: L = [whraje Livanec], 5 = [vyhraje Skobrtak].

Mame P(L) = 0.2, P(S) =0.25, LN S = 0.

informaci)
Odtud
@ ma stejné vlastnosti jako nepodminéna pravdépodobnost 5
P(L | & _P(LnsSe)  P(L) 1/5 4
Pozor, jevy A a B nelze prohazovat, protoze obecné (L]59) = P(3¢) - P(3¢) - ﬁ T 15
P(A|B) # P(B|A). Pravdépodobnost, ze vyhraje Livanec, je 4/15 = 0.2667.
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Nezavislé jevy

Nezavislost dvou jevi

Podminena pravdepodobnost

Priklad

Mame prostor elementarnich jevi Q a pravdépodobnost P.

Nahodné jevy A, B C Q nazyvame nezavislé, jestlize plati

P(AN B) = P(A)P(B).

Hazime dvéma pravidelnymi kostkami (modrou a zelenou). Jaka je
pravdépodobnost, Ze na modré kostce padla 6, je-li celkovy

soucet 87 Necht jsou jevy A, B nezavislé a P(A) > 0, P(B) > 0. Pak
_ P(AnB) _ P(A)P(B) _

V opacném pripadé je nazyvame zavislé.

a podobné P(B | A) = P(B).
Jevy jsou tedy nezavislé, pokud pravdépodobnost jednoho jevu neni
nijak ovlivnéna tim, zda druhy jev nastal nebo ne.
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Nezavislé jevy Nezavislé jevy
Priklad Priklad
Priklad (Dve kostky) Priklad (Dve kostky II)
Hazime dvéma kostkami (zelenou a modrou). Oznaéme jevy Hazime dvéma kostkami (zelenou a modrou). Oznacme jevy
A = [na modré kostce padlo sudé &islo], A = [na modré kostce padlo sudé &islo],
B = [soucet &isel na obou kostkach je lichy]. C = [soucet Cisel je vétsi nez 10].
Jsou jevy A a B nezavislé? Jsou jevy A a C nezavislé?
Mame Q = {(SS), (LL), (SL), (LS)}, kde S znaci sudé ¢islo a L Q je mnozina viech usporadanych dvojic z ¢isel 1,2, 3,4,5, 6,
liché. Pak Q| = 36
P(A)= 2, P(B)=1, P(ANB)=. pa)=>C2_L poy=2_L pancg-2-21
2 2 4 36 2 36 12 36 18
Tj. plati podminka P(AN B) = P(A) - P(B) a jevy jsou nezavisle. Tj. neplati podminka P(AN C) = P(A) - P(C) a jevy jsou zavislé.
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Nezavislé jevy Nezavislé jevy
Priklad Nezavislost— poznamky
Priklad Jsou-li A, B nezavislé, pak (A, B€), (A<, B), (A, B€) jsou téz

Nahodné vybrany student ma jednicku ze statistiky s dvojice nezavislych jeva.

pravdépodobnosti 0.3, jednicku z matematiky s pravdépodobnosti
0.2 a jednic¢ku z obou predmétii s pravdépodobnosti 0.1. Definice

Nahodné jevy A1, Az, ..., A, C Q nazyvame nezavislé, pokud pro
kazdé 1 < k < n a pro kazdou podmnozinu

{iy...,ix} < {1,...,n} plati

| A

@ Jsou jednicku z uvedenych dvou predmétil nezavislé?
@ Jaka je pravdépodobnost jednicky ze statistiky, kdyz uz
student ma jednicku z matematiky?

o Jaka je pravdépodobnost jednicky z matematiky, kdyz uz ma P(A, NA, N---NA;) =P(A,)P(A,) - P(A;).
student jednicku ze statistiky?

Tj. soucinovou podminku musime ovéfit pro vsechny dvojice,
trojice, atd. az pro celou n-tici.
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Nezavislé jevy

Priklad- na rozmysleni

Na stole jsou 3 skofapky, pod jednou z nich je zeton. Uhodnete-li,
kde je zeton, vyhravate, jinak prohravate.

Postup: Na zagatku ukazete na jednu ze skorapek. Ja pak odkryji
jednu ze dvou zbyvajicich skorapek (ktera je prazdna). Vy miizete
bud' trvat na odkryti ptivodné vybrané skorapky, nebo své
rozhodnuti zménit. Co je nejlepsi strategie?
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