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Intervalové odhady

10.5. a 14.5. 2018

1. Necht’ X1, . . . , Xn znač́ı hodnoty IQ náhodně vybraných žák̊u 8. tř́ıdy a předpokládejme,
že X1, . . . , Xn tvoř́ı náhodný výběr z normálńıho rozděleńı s neznámou středńı hodnotou
a rozptylem 9.

(a) Odhadněte bodově středńı hodnotu IQ žák̊u 8.tř́ıdy. Jaké jsou vlastnosti a rozděleńı
tohoto odhadu?

(b) Sestrojte intervalový odhad o spolehlivosti 1−α pro středńı hodnotu IQ žák̊u 8.tř́ıdy.
Interpretujte.

(c) Jak se bude tento interval měnit, budeme-li zvyšovat spolehlivost 1−α? Jak se bude
tento interval měnit, budeme-li zvyšovat počet dět́ı zahrnutých do experimentu (a
ostatńı hodnoty ve vzorćıch z̊ustanou stejné)?

(d) Po provedeńı měřeńı jsme obdrželi následuj́ıćı hodnoty:

111, 116, 105, 111, 110, 114, 108, 106, 112, 108, 112, 111, 105, 111, 108, 110.

Jak byste na základě těchto konkrétńıch hodnot odhadli IQ žák̊u 8.tř́ıdy? Uved’te
bodový i 95%-ńı intervalový odhad.

(e) Napǐste 95%-ńı dolńı intervalový odhad pro středńı IQ žák̊u 8.tř́ıdy a interpretujte.

(f) Jak by se naše postupy a výsledky změnily, pokud bychom neznali rozptyl IQ?

2. Provád́ıme pr̊uzkum, zda v nejmenované hospodě okrádaj́ı své hosty. Zakouṕıme proto
10 piv a změř́ıme jejich objem. Obdrželi jsme následuj́ıćı hodnoty (v litrech):

0.510, 0.462, 0.491, 0.466, 0.461, 0.503, 0.495, 0.488, 0.512, 0.505.

Předpokládejme, že dat̊um odpov́ıdaj́ı nezávislé náhodné veličiny s normálńım rozděle-
ńım.

(a) Odhadněte středńı hodnotu a rozptyl objemu jednoho natočeného piva. Připomeňte
si, jaké jsou teoretické vlastnosti a rozděleńı těchto odhad̊u.

(b) Zkonstruujte intervalový odhad pro středńı hodnotu objemu jednoho piva o spoleh-
livosti 95 %. Lež́ı předepsaná hodnota 0.5 litru v tomto intervalu?

(c) Napǐste dále oba 95%-ńı jednostranné (dolńı a horńı) intervalové odhady pro středńı
hodnotu objemu jednoho piva a interpretujte je. Který z nich Vám připadá

”
zaj́ımavěǰśı“

pro tuto situaci?

(d) Zkonstruujte 90%-ńı intervalový odhad pro rozptyl objemu jednoho piva.

3. Počty vstřelených gól̊u v jednotlivých fotbalových zápasech jsou nezávislé náhodné
veličiny s Poissonovým rozděleńım s neznámým parametrem λ > 0. Pro data z roku
2008 máme k dispozici 306 zápas̊u, kde bylo vstřeleno v pr̊uměru 2.92 gól̊u a směrodatná
odchylka vyšla 1.64.

(a) Zkonstruujte intervalový odhad se spolehlivost́ı 95% pro středńı počet vstřelených
gól̊u v jednom zápase.
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(b) Zkonstruujte 95%-ńı intervalový odhad pro pravděpodobnost, že v zápase nepadne
žádný gól.

4. Uvažujme fiktivńı anketu o volebńıch preferenćıch před volbami prezidenta, ve které
ze 100 náhodně dotázaných respondent̊u (kteř́ı plánuj́ı j́ıt k volbám) 35 odpovědělo, že
bude v bĺıž́ıćıch se volbách volit kandidáta X.

(a) Zkonstruujte intervalový odhad se spolehlivost́ı 95 % pro pravděpodobnost p, s jakou
občan ČR voĺı kandidáta X. Je pravděpodobné, že bude kandidát X zvolen v prvńım
kole?

(b) Jak se změńı intervalový odhad, pokud se zeptáme 1000 osob a 350 z nich budou
voliči kandidáta X?

(c) Jestliže pod́ıl volič̊u z̊ustane stejný jako v (a) a (b), kolik osob se muśıme zeptat, aby
š́ı̌rka intervalu byla maximálně 2%?

5. Předpokládejme, že délky obsluhy jednotlivých zákazńık̊u na poště jsou nezávislé náhodné
veličiny z exponenciálńım rozděleńım s neznámým parametrem λ > 0, tj. s hustotou
f(x) = λe−λxI[x ≥ 0]. Délka obsluhy 16 po sobě jdoućıch zákazńık̊u trvala 25 minut.

(a) Sestrojte 95%-ńı intervalový odhad pro středńı dobu obsluhy jednoho zákazńıka na
poště.

(b) Sestrojte 95%-ńı intervalový odhad pro λ.

6. Chceme porovnat pr̊uměrnou výšku chlapc̊u a d́ıvek. Studie se zúčastnilo 25 chlapc̊u
(veličiny X1, . . . , X25) a 20 d́ıvek (veličiny Y1, . . . , Y20). Obdrželi jsme následuj́ıćı výs-
ledky:

X = 180.6, Y = 164.9, S2
X = 6.5, S2

Y = 9.3.

Lze předpokládat, že výška chlapc̊u i d́ıvek má normálńı rozděleńı se stejným rozptylem
σ2. Sestrojte intervalový odhad pro rozd́ıl pr̊uměrné výšky o spolehlivosti 95%.

Tabulka kvantil̊u N(0, 1)

α 0.9 0.95 0.975 0.99 0.995

uα 1.282 1.645 1.960 2.326 2.576

Tabulka vybraných kvantil̊u tk rozděleńı

k \ α 0.9 0.95 0.975 0.99 0.995

2 1.886 2.920 4.303 6.965 9.925

5 1.476 2.015 2.571 3.365 4.032

9 1.383 1.833 2.262 2.821 3.250

15 1.341 1.753 2.131 2.602 2.947

20 1.325 1.725 2.086 2.528 2.845

50 1.299 1.676 2.009 2.403 2.678

100 1.290 1.660 1.984 2.364 2.626
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Model: X1, . . . , Xn je náhodný výběr z rozděleńı Fθ, které záviśı na neznámém parametru
θ ∈ Θ.

Intervalový odhad parametrické funkce g(θ) o spolehlivosti 1−α je interval s náhodnými
mezemi, který pokrývá skutečnou (neznámou) hodnotu g(θ) s předepsanou pravděpodobnost́ı
1− α, kde α ∈ (0, 1). V praxi většinou voĺıme α = 0.05.

− Oboustranný intervalový odhad je dvojice náhodných veličin (Ln, Un), kde Ln = Ln(X1, . . . , Xn)
a Un = Un(X1, . . . , Xn) tak, že

Pθ(Ln < g(θ) < Un) = 1− α pro všechna θ ∈ Θ.

− Dolńı intervalový odhad je tvaru (Dn,∞), kde náhodná veličina Dn = Dn(X1, . . . , Xn)
splňuje

Pθ(Dn < g(θ)) = 1− α pro všechna θ ∈ Θ.

− Horńı intervalový odhad je tvaru (−∞, Hn), kde veličina Hn = Hn(X1, . . . , Xn) splňuje

Pθ(g(θ) < Hn) = 1− α pro všechna θ ∈ Θ.

Poznámka: Všechny uvažované funkce Ln, Un, Dn a Hn jsou borelovské funkce náhodného
výběru X1, . . . , Xn, jejichž funkčńı předpisy nezáviśı na θ.

Asymptotický intervalový odhad. Někdy je obt́ıžné nalézt přesný intervalový odhad
a spokoj́ıme se s asymptotickým intervalovým odhadem, který pokrývá g(θ) s pravdě-
podobnost́ı konverguj́ıćı k 1− α pro n→∞. Např. pro oboustranný odhad pak požadujeme

Pθ(Ln < g(θ) < Un)→ 1− α, n→∞ pro všechna θ ∈ Θ.

Mluv́ıme pak o intervalových odhadech s asymptotickou spolehlivost́ı 1− α.

Obecná konstrukce intervalového odhadu pro parametrickou funkci g(θ). Na-
jdeme funkci náhodného výběru a funkce g(θ), tj. náhodnou veličinu h(X1, . . . , Xn; g(θ)), jej́ıž
rozděleńı nezáviśı na θ. Necht’ hα/2 a h1−α/2 jsou kvantily tohoto rozděleńı. Pak jistě plat́ı

Pθ
(
hα/2 < h(X1, . . . , Xn; g(θ)) < h1−α/2

)
= 1− α pro všechna θ ∈ Θ.

Je-li možné nerovnosti v závorce převést ekvivalentńımi úpravami na takový tvar, že uprostřed
stoj́ı g(θ) a vlevo i vpravo je něco, co na θ nezáviśı, sestrojili jsme intervalový odhad.

Speciálńı př́ıpady.

− Intervalové odhady pro parametry normálńıho rozděleńı.

− Asymptotické intervalové odhady konstruované pomoćı CLV.
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Intervalové odhady v normálńım rozděleńı. Necht’ X1, . . . , Xn je náhodný výběr
z N(µ, σ2), kde µ ∈ R je neznámé.

1. Necht’ σ2 > 0 je známé. Pak ke konstrukci intervalového odhadu pro µ využijeme, že

Xn má N(µ, σ2/n) rozděleńı. Tud́ıž
√
n
Xn − µ

σ
má N(0, 1) a plat́ı

P

(
−u1−α/2 <

√
n
Xn − µ

σ
< u1−α/2

)
= 1− α,

kde u1−α/2 = Φ−1(1− α/2) je kvantil N(0, 1) na hladině 1− α/2. Odtud pak již snadno
ekvivalentńımi úpravami źıskáme intervalový odhad µ.

2. Necht’ σ2 > 0 je neznámé. Připomeňme, že S2
n = 1

n−1
∑n

i=1(Xi −Xn)2.

− Pro odhad µ využijeme, že T =
√
n
Xn − µ
Sn

má t-rozděleńı s n − 1 stupni volnosti.

Kvantily tohoto rozděleńı jsou tabelovány; pro n dostatečně velké je lze aproximovat
kvantily N(0, 1).

− Pro odhad σ2 využijeme, že (n− 1)S2
n/σ

2 má χ2 rozděleńı s n− 1 stupni volnosti a
tedy plat́ı

P(χ2
a/2,n−1 < (n− 1)

S2
n

σ2
< χ2

1−α/2,n−1) = 1− α,

kde χ2
β,k je β-kvantil χ2 rozděleńı s k stupni volnosti.

Asymptotický intervalový odhad pro středńı hodnotu. Necht’X1, . . . , Xn je náhodný
výběr z rozděleńı se středńı hodnotou µ = g(θ) a rozptylem VarX1 ∈ (0,∞). Pak

√
n · Xn − µ√

VarX1

D−→
n→∞

N(0, 1).

Pokud VarX1 známe, pak pro konstrukci intervalového odhadu µ postupujeme stejně jako
v 1. u normálńıho rozděleńı. V praxi ale většinou VarX1 neznáme. Ze Sluckého věty (věta
4.14 ve skriptech) plyne, že √

n · Xn − µ√
Vn

D−→
n→∞

N(0, 1),

kdykoliv je Vn konzistentńı odhad VarX1. Za tento konzistetńı odhad Vn můžeme brát např́ıklad:

− Výběrový rozptyl S2
n (univerzálńı postup).

− Pokud VarX1 = v(µ) je funkćı µ (např. Alt, Po, Exp), pak můžeme využ́ıt toho, že Xn je
konzistentńım odhadem µ, a vźıt Vn = v(Xn) jako konzistentńı odhad VarX1.
Např. v Alt(p) je VarX1 = p(1−p) = v(p) a tedy Vn = v(Xn) = Xn(1−Xn) je konzistentńı
odhad VarX1.
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