NMSA202 (PRAVDEPODOBNOST A MATEMATICKA STATISTIKA) LETN{ SEMESTR 2017/2018

NAHODNA VELICINA — DISKRETNI ROZDELENT
8.3.2018 A 12.3.2018

1. V kapse mate dvé padesatikoruny, jednu dvacetikorunu a jednu desetikorunu. Zlodéj Vam
z kapsy ndhodné vybere dvé mince. Ozna¢me jako X nahodnou veli¢inu, ktera udava, o kolik
penéz jste pravé prisli.

(a) Urcete rozdéleni X a spoctéte Vasi ocekdvanou ztratu.

(b) Nakreslete distribuéni funkei veliciny X. Vyctéte z ni pravdépodobnost, ze Vase ztréita
neni vetsi nez 50 K¢.

Jaké jsou obecné vlastnosti distribu¢ni funkce?

(c) Zlodéj si nésledné koupi kdvu z automatu za 20 Ké a doma mu manzelka zabavi ¢tyti
pétiny z toho, co donese. Oznacme jako Y veli¢inu udavajici ¢astku, kterd zlodéjovi po
tom vSem zustane. Urcete rozdéleni a o¢ekdvanou hodnotu Y.

(d) Urcete rozptyl veliciny Y. Jaky je vztah mezi VarY a Var X7

2. Méjme pravdépodobnostni prostor (€2, A, P), kde Q = {1,2,3,4} a A = {0, {1,2},{3,4},Q}
aP({1,2}) = P({3,4}) = 1/2. Na tomto prostoru uvazujme realné funkce X a Y definované
nasledovné: X (1) = X(2) =1, X3) = X4) =2,Y(1)=Y(2) =Y3) =1,Y4) =2
Rozhodnéte, zda jsou tyto funkce nahodnymi velicinami.

3. Test obsahuje n otézek, ke kazdé z nich jsou uvedeny 4 moznosti a, b, ¢, d. U kazdé otazky
je pravé jedna odpoveéd spravni. Predpoklddejme, Ze student zaskrtdva odpoveédi zcela
nahodné. Oznacme X pocet spravné zodpovézenych otazek.

(a) Odvod'te rozdélen{ veliciny X. Jak se toto rozdélen{ nazyva? (Znéte ho z prednasky.)
(b) Jaky je stfedni (ocekavany) pocet spravné zpodpovézenych otazek?
(c) Jaky je rozptyl poc¢tu spravné zpodpovézenych otézek?
Ndvod: namisto EX? spoctéte EX (X — 1) a vyuZijte, Ze plati EX? = EX(X — 1) + EX.
(d) Jaka je pravdépodobnost, ze student odpovi alespon jednu otdzku spravné?
(e) Jaky by byl stiedni pocet a rozptyl spravné zpodpovézenych otézek, kdyby na kazdou
otazku bylo k£ moznych odpovédi a z nich vzdy pravé jedna spravna? Pro jaké k je rozptyl
maximalni?

4. Velicina X urcuje pocet piichozich hovoru na policejni stanici za jednu hodinu. Lze predpo-
klddat, Ze na stanici piijde pravé k hovort s pravdépodobnosti Ne= /k! pro k = 0,1,2, ...
kde A > 0.

(a) Oveérte, Ze se jedna o pravdépodobnosti rozdéleni. Jak se toto rozdéleni nazyva?
(b) Urcete ocekdvany pocet prichozich hovoru za jednu hodinu.
(c¢) Urcete rozptyl X.

Y

5. Uvazujme loterii, ve které je kazdy stiraci los vyherni s pravdépodobnosti p a nevyherni
s pravdépodobnosti 1 — p, kde p € (0,1). Pfedpokladejme, ze jsme se rozhodli kupovat losy,
dokud nevyhrajeme (a pak uz zadné dalsi nekoupime).

(a) Urcete rozdeéleni a ocekavany pocet zakoupenych nevyhernich losu.
(b) Predpokladejme, ze vyhra v dané loterii je 100 000 K¢ a jeden los stoji 100 Ké. Jaké musi
byt alespon p, aby se ndm celd nase strategie vyplatila?
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NAHODNA VELICINA X je méFitelné zobrazen{ (funkce) z prostoru (92, A) do (R, B).

e Rozdéleni ndhodné veliciny X je pravdépodobnostni mira Px na (R,B) takova, ze pro
BeBjePx(B)=P(X € B)=P({w: X(w) € B}).

— Rozdéleni je jednoznacné urceno distribuéni funkeci, kterd je funkci realné proménné
z € R a je definovand jako F(z) = P(X < x).

— Distribuc¢ni funkce je vzdy neklesajici, zprava spojita s limitou 0 v —oo a limitou 1 v co.

— Plati P(X € (a,b]) = F(b) — F(a) pro libovolné a < b.

e Stfedni hodnota veliciny X je definovéna jako EX = [, X (w)dP(w). Vyjadiuje ,oceks-
vanou hodnotu* veli¢iny X.
Rozptyl veliciny X je definovan jako

Var X = E(X —EX)* =EX? — (EX)?
(jestlize EX a EX? existuji). Rozptyl je vzdy nezdporné ¢islo!
o Jestlize a,b € R a X je ndhodna veli¢ina, pak plati

E(a +bX)=a+bEX, Var(a+bX)=>b*VarX.

DISKRETNI ROZDELENf: Nabyva-li ndhodnd velicina X s kladnou pravdépodobnosti nejvyse
spocetné mnoha hodnot x1, zs, ..., fikdme, ze ma diskrétni rozdéleni.

e Rozdéleni X je charakterizovano pravdépodobnostmi pp = P(X = z), k = 1,2,... a plati

> pbe =1
e Distribuéni funkce je po ¢astech konstantni se skoky o velikosti pp v bodech zy.

e Stfedni hodnota X se spocita jako
EX = Zka(X =) = Zxkpk (existuje-li).
k k
Stfedni hodnota ndhodné veliciny Y = h(X) se spocitd jako
EY = E(X) =) h(z)P(X =ax) = > hlz)pe  (existuje-li),
k k

nebo pifmo z rozdélen{ Y jako EY = 3 yP(Y = y).

UZITECNE VZORCE
n

— Binomickd véta: Pro a,b € R, n € N plati > (})afb™ %) = (a + b)".

k=0
0o ok
— Pro x € R plati = e’.
=0 k!
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— Je-i |q] < 1, pak Y ¢* = ——. Derivovanim podle ¢ dostaneme Y k¢*~! = 5
k=0 1— q k=1 (1 — q>



