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INTERVALOVE ODHADY
16.5. A 17.5. 2019

1. Provedli jsme méfeni IQ ndhodné vybranych zédku 8. tiidy a obdrzeli jsme néasledujici
hodnoty:

111, 116, 105, 111, 110, 114, 108, 106, 112, 108, 112, 111, 105, 111, 108, 110.

Zajima nas intervalovy odhad neznamé stfedni hodnoty 1Q zaku 8. tiidy.

(a) Uvazujte model, ve kterém nase data pochdzi z normélniho rozdéleni. Sestrojte
presny intervalovy odhad o spolehlivosti 1 — a pro stfedni hodnotu IQ zdku 8.t¥idy.
Interpretujte.

(b) Rozhodnéte, jak se bude interval z (a) ménit, budeme-li zvysovat spolehlivost 1 — .
Jak se bude tento interval ménit, budeme-li zvySovat pocet déti zahrnutych do ex-
perimentu (a ostatni hodnoty ve vzorcich zustanou stejné)?

(c) Sestrojte asymptoticky intervalovy odhad stfedni hodnoty 1Q) zaku 8.tiidy. Jaky
model zde staci predpokladat?

(d) Porovnejte intervaly z (a) a (c).

(e) Napiste pro oba modely i 95%-ni dolni intervalovy odhad pro stfedni IQ zaku 8.t¥idy
a interpretujte.

2. Pocty vstielenych gélu v jednotlivych fotbalovych zédpasech jsou nezavislé nahodné
veli¢iny s Poissonovym rozdélenim s nezndmym parametrem A > 0. Pro data z roku
2008 mame k dispozici 306 zéapasu, kde bylo vstreleno v pruméru 2.92 gélu a smérodatna
odchylka vysla 1.64.

(a) Zkonstruujte intervalovy odhad se spolehlivosti 95 % pro stiedni pocet vstielenych
golu v jednom zapase.

(b) Zkonstruujte 95%-ni intervalovy odhad pro pravdépodobnost, ze v zdpase nepadne
zadny gol.

(c) Navrhnéte jesté alternativni intervalovy odhad pravdépodobnosti, ze v zdpase ne-
padne zadny gol, vime-li, ze v 15 zapasech z celkovych 306 nepadl zadny gél. Porov-
nejte s vysledkem z (b).

3. Predpokladejme, ze délky obsluhy jednotlivych zakazniku na posté (v minutdch) jsou
nezavislé nahodné veli¢iny s exponencidlnim rozdélenim s neznamym parametrem A > 0,
tj. s hustotou f(x) = Ae [z > 0]. Délka obsluhy 16 po sobé jdoucich zakazniki trvala
25 minut.

(a) Sestrojte 95%-ni intervalovy odhad pro stiedni dobu obsluhy jednoho zdkaznika na
posté.

(b) Sestrojte 95%-ni intervalovy odhad pro A.

(c) Sestrojte 95%-ni intervalovy odhad pravdépodobnosti, ze délka obsluhy bude trvat
méné nez 2 minuty.
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4. Bylo provedeno méfeni IQ ndhodné vybranych zaka ZS, a to u 50 dévéat a 50 chlapei.
Pro dévéata bylo naméreno prumérné 1Q) 110,82 (vybérovéa smérodatna odchylka 13,69)
a pro chlapce byl prumér 107,66 (vybérovd smérodatna odchylka 15,71).

(a) Zkonstruujte interval spolehlivosti pro rozdil sttednich hodnot 1Q divek a chlapcu.
Uvazujte spolehlivost 95 %.
(b) Pokryvé tento interval nulu? Co by to znamenalo, kdyby jej nepokryval?

5. Nahodna velicina X ma spojité rozdéleni s hustotou

a—22x z € [0,al,
/() = {0 jinak,

kde a > 0 je neznamy parametr. Provedli jsme n = 100 nezavislych opakovanych mereni
a obdrzeli jsme nahodny vybeér Xi, ..., X takovy, ze X099 = 4/9.

(a) Sestrojte intervalovy odhad sttedni hodnoty EX se spolehlivosti 95 %.
(b) Sestrojte intervalovy odhad parametru a se spolehlivosti 95 %.

6. Uvazujme fiktivni anketu o volebnich preferencich pred volbami prezidenta, ve které
ze 100 ndhodné dotdzanych respondentu (kteri planuji jit k volbam) 35 odpovédélo, ze
bude v blizicich se volbach volit kandidata A.

(a) Zkonstruujte intervalovy odhad se spolehlivosti 95 % pro pravdépodobnost p, s jakou
obéan CR (jdouc k volbam) voli kandidata A. Je pravdépodobné, ze bude kandidat
A zvolen v prvnim kole?

(b) Jestlize podil voli¢u zustane stejny jako v (a), kolik osob se musime zeptat, aby siika
intervalového odhadu byla maximéalné 2%?

TABULKA KVANTILU N(0, 1)

o 09 095 0975 0.99 0.995
Uy | 1.282  1.645 1.960 2.326 2.576

TABULKA VYBRANYCH KVANTILU t;, ROZDELENI

E\Nal| 09 095 0975 0.99 0.995

2 1.886 2.920 4.303 6.965 9.925
) 1.476 2.015 2.571 3.365 4.032
9 1.383 1.833 2.262 2821 3.250

15 1.341 1.753 2.131 2.602 2.947
20 1.325 1.725 2.086 2.528 2.845
50 1.299 1.676 2.009 2.403 2.678
100 1.290 1.660 1.984 2.364 2.626
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Model: X;,..., X, je ndhodny vybér z rozdéleni Fy, které zavisi na nezndmém parametru

0 co.

INTERVALOVY ODHAD parametrické funkce g(6) o spolehlivosti 1—a je interval s ndhodnymi
mezemi, ktery pokryva skutecnou (nezndmou) hodnotu g(6) s predepsanou pravdépodobnosti
1 —a, kde a € (0,1). V praxi vétsinou volime a = 0.05.

— Oboustranny intervalovy odhad je dvojice ndhodnych veli¢in (L, U,), kde L, = L, (X, ..., X,)
al, =U,(Xy,...,X,) tak, ze
Po(L, < g(f) <U,) >1—a pro viechna 6 € O.

— Dolni intervalovy odhad je tvaru (D, o), kde ndhodné velicina D, = D,(Xy,...,X,)
spliuje
Po(D,, < g(d)) >1—a pro vsechna 6 € O.

— Horni intervalovy odhad je tvaru (—oo, Hy,), kde velicina H,, = H, (X, ..., X,) spliuje
Po(g(0) < H,) > 1—a pro vsechna 6 € O.

Poznamka: Vsechny uvaZované funkce L, U,, D, a H, jsou borelovské funkce ndhodného
vgbéru X1, ..., X,, jejichZ funkéni predpisy nezdvisi na 6.

ASYMPTOTICKY INTERVALOVY ODHAD. Nékdy je obtizné nalézt presny intervalovy odhad
a spokojime se s asymptotickym intervalovym odhadem, ktery pokryva g(f) s pravde-
podobnosti konvergujici k 1 — a pro n — oo. Napft. pro oboustranny odhad pak pozadujeme

Po(L, <g(#) <U,) - 1—a, n—oo proviechnaf € 0.

Mluvime pak o intervalovych odhadech s asymptotickou spolehlivosti 1 — a.

OBECNA KONSTRUKCE INTERVALOVEHO ODHADU PRO PARAMETRICKOU FUNKCI g(f). Na-
jdeme funkci ndhodného vybéru a funkce g(6), tj. ndhodnou velicinu h( Xy, . .., X,; g(9)), jejiz
rozdéleni (resp. asymptotické rozdélent) nezévisi na 6. Necht hy /o a hi_q /2 jsou kvantily tohoto
rozdéleni. Pak jisté plati

Py (ha/z < h(Xy,...,Xn;900) < hl,a/g) =1—a«a pro véechna # € ©.

Je-li mozné nerovnosti v zavorce prevést ekvivalentnimi ipravami na takovy tvar, ze uprostied
stoji g(@) a vlevo i vpravo je néco, co na 0 nezavisi, sestrojili jsme intervalovy odhad.

SPECIALN{ PRIPADY.
— Intervalové odhady pro parametry normalniho rozdéleni.
— Asymptotické intervalové odhady konstruované pomoci CLV.
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INTERVALOVE ODHADY V NORMALNIM ROZDELENi. Necht X,..., X, je ndhodny vybér
z N(u,0?), kde € R je nezndmé.

1. Necht 02 > 0 je znamé. Pak ke konstrukci intervalového odhadu pro p vyuzijeme, ze

_ X, -
X, ma N, o2/n) rozdélent. Tudiz /n—"—" mé& N(0, 1) a plati
g

X, —pu

g

P (—ula/g < \/ﬁ

< ula/2> =1- «,
kde u1_q/2 = ©71(1 — /2) je kvantil N(0, 1) na hladiné 1 — /2. Odtud pak jiz snadno

ekvivalentnimi dpravami ziskame intervalovy odhad .

2. Necht 02 > 0 je nezndmé. Pripomeiime, ze S2 = -1 3" (X, — X,)2

X, —
S

Kvantily tohoto rozdéleni jsou tabelovzin;f; pro n dostatecné velké je lze aproximovat
kvantily N(0,1).

— Pro odhad ¢? vyuzijeme, ze (n — 1)S2 /0% m4 x? rozdéleni s n — 1 stupni volnosti a
tedy plati

— Pro odhad p vyuzijeme, ze T = /n P mé t-rozdélent s n — 1 stupni volnosti.

Sa
P(Xajom1 < (n— < Xi—ajon-1) =1—a,

kde x3, je B-kvantil x* rozdéleni s k stupni volnosti.

ASYMPTOTICKY INTERVALOVY ODHAD PRO STREDNf HODNOTU. Necht X7, ..., X,, je ndhodny
vybér z rozdéleni se stiedni hodnotou u = g(6) a rozptylem var X; € (0, 00). Pak
X —
n DN, 1).

n - —_—
vvar X; n—oo

Pokud var X; zname, pak pro konstrukci intervalového odhadu p postupujeme stejné jako
v 1. u normdlniho rozdéleni. V praxi ale vétsinou var X; nezndme. Ze Sluckého véty (téz
Cramérova-Sluckého véta, véta 4.14 ve skriptech) plyne, ze

)(n_,u D

kdykoliv je V,, konzistentni odhad var X;. Za tento konzistetni odhad V;, muzeme brat napiiklad:

— Vybérovy rozptyl S? (univerzalni postup).
— Pokud var X; = v(u) je funkei p (napi. Alt, Po, Exp), pak mizeme vyuzit toho, ze X, je

konzistentnim odhadem pu, a vzit V,, = v(X,,) jako konzistentni odhad var X;.

Napt. v Alt(p) je var X; = p(1—p) = v(p) a tedy V,, = v(X,) = X,(1—X,,) je konzistentn{
odhad var Xj;.



