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BODOVE ODHADY
2.5. A 3.5.2019

1. Lze predpokladat, ze pocet dopravnich nehod na ulici Sokolovskd se fidi Poissonovym
rozdélenim s parametrem A > 0 a ze pocCty nehod v jednotlivych dnech jsou nezavislé a
stejné rozdélené nahodné velic¢iny. Planujeme zaznamenavat pocty nehod po néasledujicich n
dnf a tim dostaneme ndhodny vybeér X, ..., X,, z Po()\).

(a) Naleznéte odhad parametru A momentovou metodou a zjistéte, zda je tento odhad ne-
stranny a konzistentni.

(b) Odvod'te odhad parametru A metodou maximdln{ vérohodnosti. Vysetfete jeho vlastnosti.
(¢) Uvazujte odhady A, = (X1 + X,)/2 a A\, = ﬁ S, Xi. Zjistéte, zda jsou tyto odhady
nestranné a konzistentni odhady .

Déle nas bude zajimat odhad pravdépodobnosti, ze se v dany den nestane zadna nehoda,
tj. odhad py = P(X; = 0) = e~*. Uvazujme nésledujici tii odhady po:

Wn = Zl:l [ ], Vn = e_Xn, Un - (1 - _> .
n n
(d) Vysetiete vlastnosti odhadu W,,.
(e) Zjistéte, zda je V,, nestranny (resp. asymptoticky nestranny) a konzistentni odhad py.
(f

orovnejte vlastnosti odhadu W,,, U, a V,,.

)

)

) Zjistéte, zda je U, nestranny a konzistentni odhad py.

) P

) Po 30 dnech peclivého méfeni jsme nakonec obdrzeli nasledujici data:

Pocet nehod |0 1 2 3 4 5 6
Pocetdni |5 8 8 3 2 3 1

Pomoci predchozich vysledku odhadnéte parametr A\ a pravdépodobnost, Ze se v ndhodné
vybrany den nestane zadna nehoda.

2. Necht X,..., X,, je ndhodny vybér z alternativniho rozdéleni s parametrem p € (0, 1), tj.

PX;=k)=p"1-p)' " k=01

(a) Naleznéte odhady p momentovou metodou a metodou maximélni vérohodnosti a vysetiete
jejich vlastnosti.

(b) Uvazujte T;, = X ,,(1—X,,) odhad rozptylu var X; = p(1—p). Zjistéte, zda je tento odhad
nestranny a konzistentni. Pokud neni nestranny, navrhnéte, jak jej modifikovat, abychom
dostali nestranny odhad.
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3. Necht X, ..., X, je ndhodny vybér ze spojitého rozdéleni s hustotou f(x) = e=*"/% pro
x € R, kde b > 0 je neznamy parametr. Odhadnéte b metodou maximéalni vérohodnosti a
vysettete vlastnosti tohoto odhadu.
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Bopovy oDHAD. Necht X, ..., X,, je ndhodny vybér (nezdvislé stejné rozdélené veliciny) z roz-
deéleni, které zavisi na nezndmém parametru § € ©. Odhadem parametru € (nebo obecnéji para-
metrické funkce g(6)) je libovolna borelovska funkce ndhodného vybéru Xi, ..., X, jejiz funkéni
predpis nezavisi na . Odhad T, = T,,(X3, ..., X,,) je tedy ndhodn& veli¢ina.

V praxi pak pracujeme pouze s odhady, které maji ,,pékné* vlastnosti:

— Rekneme, ze odhad T}, = T,,(X1, ..., X,) je (silné) konzistentni odhad parametrické funkce
g(0), jestlize T,, — ¢(#) s.j. pro n — oo pro vSechna 0 € O, tj.

Po(lim 7, = g(f)) =1 pro vSechna § € O.
n—oo

— Rekneme, ze odhad T, = T,(Xi,...,X,) je nestranny odhad parametrické funkce g(6),
jestlize
ET,=E¢T, =g(f), pro vsechnaf € O.
Odhad T,, je asymptoticky nestranny odhad ¢(#), jestlize EoT,, — ¢(#) pii n — oo pro
vSechna 6 € ©.

KONSTRUKCE BODOVYCH ODHADU MOMENTOVOU METODOU. Predpokladdejme, ze EX; = ¢(0)
pro néjakou zndmou spojitou funkci g. Pak momentovy odhad 6,, parametru # nalezneme tak, ze
polozime

P ~

X, = Q(Qn),
kde X, = L 37" | X; je vybérovy prumer.

KONSTRUKCE ODHADU METODOU MAXIMALN{ VEROHODNOSTI. Necht X7, ..., X,, je ndhodny
vybér z rozdéleni, které zavisi na neznamém parametru 6 € ©. Predpokladejme, ze toto rozdéleni
mé hustotu f(z;0) vzhledem k néjaké o-koneéné mite v (v bude ¢itaci mira v piipadé diskrétniho
rozdéleni a Lebesgueova mira v piipadé spojitého rozdéleni). Odhad T, = T,(Xy,...,X,) je
odhad metodou maximalni vérohodnosti, jestlize T;,, maximalizuje tzv. vérohodnost

n

La(0) = ] £(X:;0)

=1

pres vSechna 6 € ©. Ekvivalentné, 7}, maximalizuje logaritmickou vérohodnost
[n(0) = log[L,,(0)] = > log[f(X;;6)].
i=1

Mame tedy T, = arg max L,(0) = arg max 1,(0).

Za urcitych dalsich predpokladu Ize T, najit jako feseni vérohodnostni rovnice ;—0 1,(0) =0, tj.
L gl (X6 =0
5 1O i = U
Zodg "
VETA O SPOJITE TRANSFORMACI.  Nechf T), =% 6 a g je spojita funkce v bodé 0. Pak ¢(T,,) 2y
n—oo n—oo

9(0).



