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1. Uvažujme obchod se třemi prodavačkami. Zákazńıci přicházej́ı do obchodu dle Poissonova pro-
cesu s intenzitou λ. Doby obsluhy jednotlivých zákazńık̊u jsou nezávislé náhodné veličiny s ex-
ponenciálńım rozděleńım s intenzitou µ. Jsou-li všechny prodavačky zaneprázdněné, zákazńık
odcháźı neobsloužen (netvoř́ı se fronta). Určete rozděleńı počtu obsluhuj́ıćıch prodavaček
v ustáleném režimu. Pro λ = 2 a µ = 3 spočtěte i středńı počet obsluhuj́ıćıch prodavaček
v ustáleném režimu.

2. Uvažujme homogenńı Markov̊uv řetězec {Xt, t ≥ 0} s matićı intenzit

Q =


−1 1 0 0 0 . . .

pq −p p2 0 0 . . .

p2q 0 −p2 p3 0 . . .

p3q 0 0 −p3 p4 . . .
...

...
...

...
. . . . . .

 ,

kde 0 < p < 1 a q = 1− p.
(a) Napǐste matici pravděpodobnost́ı přechodu vnořeného řetězce {Yn, n ∈ N0}.
(b) Rozhodněte, zda existuje stacionárńı rozděleńı {Yn, n ∈ N0}.
(c) Rozhodněte, zda existuje stacionárńı rozděleńı {Xt, t ≥ 0}.

3. Uvažujme homogenńı Markov̊uv řetězec {Xt, t ≥ 0} s matićı intenzit

Q =


−1 1 0 0 0 . . .

1 −3 2 0 0 . . .

1 0 −4 3 0 . . .

1 0 0 −5 4 . . .
...

...
...

...
. . . . . .

 .

(a) Určete matici pravděpodobnost́ı přechodu vnořeného řetězce a klasifikujte jeho stavy.
Určete jeho stacionárńı rozděleńı, pokud existuje.

(b) Určete stacionárńı rozděleńı {Xt, t ≥ 0}.

4. Na poště na Karĺıne funguj́ı pouze dvě přepážky. Předpokládejme, že př́ıchody zákazńık̊u na
poštu tvoř́ı Poisson̊uv proces. Pokud jsou všechny přepážky obsazeny, řad́ı se zákazńıci do
jedné společné fronty, která může být libovolně dlouhá. Dále lze předpokládat, že doby obsluhy
jednotlivých zákazńık̊u jsou nezávislé stejně rozdělené náhodné veličiny s exponenciálńım
rozděleńım se středńı hodnotou p̊ul minuty. Najděte stacionárńı rozděleńı počtu zákazńık̊u
na poště (u přepážek a ve frontě dohromady), pokud zákazńıci přicházej́ı v pr̊uměru každou
minutu.

5. Necht’ {Xt, t ≥ 0} je Markov̊uv řetězec s matićı intenzit Q a necht’ V = diag{qi}i∈S.

(a) Necht’ π∗ je stacionárńı rozděleńı vnořeného řetězce. Ukažte, že pak η = V −1π∗ je
invariantńı mı́ra {Xt, t ≥ 0}.

(b) Necht’ η je invariantńı mı́ra {Xt, t ≥ 0}. Pak pro η∗ = V η plat́ı η∗TQ∗ = η∗T .
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Stacionárńı rozděleńı Necht’ {Xt, t ≥ 0} je homogenńı Markov̊uv řetězec s množinou stav̊u S
a maticemi pravděpodobnost́ı přechod̊u {P(t), t ≥ 0}. Necht’ je vnořený řetězec {Yn} nerozložitelný
a všechny jeho stavy jsou trvalé. Pak existuje invariantńı mı́ra {Xt}, která je určena jednoznačně
(až na multiplikativńı konstantu) jako řešeńı rovnice

ηTQ = 0T

a 0 < ηj <∞ pro všechna j ∈ S.
Je-li

∑
j∈S ηj <∞, pak π = {πj}j∈S, kde πj =

ηj∑
k∈S ηk

, je stacionárńı rozděleńı {Xt} a plat́ı

lim
t→∞

pij(t) = πj, pro všechna i, j ∈ S, lim
t→∞

pj(t) = πj, pro všechna j ∈ S.

Př́ıklad. Uvažujme spojitý HMŘ s matićı intenzit Q

Q =

(
−α α

β −β

)
,

kde α, β > 0. Pak jsme již spoč́ıtali, že

P(t) =
1

α + β

(
β + αe−t(α+β) α− αe−t(α+β)
β − βe−t(α+β) α + βe−t(α+β)

)
.

Je-li p(0) = (p0, p1)
T počátečńı rozděleńı, pak pro absolutńı pravděpodobnost v čase t plat́ı p(t)T =

p(0)TP(t). Je-li p(t) = (p0(t), p1(t))
T , pak

p0(t) =
β

α + β
+
e−t(α+β)

α + β
(p0α− p1β), p1(t) =

α

α + β
+
e−t(α+β)

α + β
(−p0α + p1β).

Pro t → ∞ máme p(t) → 1
α+β

(β, α)T , což je limitńı (stacionárńı) rozděleńı daného řetězce, které

lze spoč́ıst i řešeńım πTQ = 0. Nezávisle na počátečńım rozděleńı p(0) se po nějakém čase t řetězec

”
ustáĺı“ na tomto stacionárńım rozděleńı. Proto také někdy hovoř́ıme o tzv. ustáleném režimu.
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