NAHODNE PROCESY 1. LETNI SEMESTR 2017-2018

MARKOVOVY RETEZCE SE SPOJITYM CASEM
26.4.2018

1. Na stavbeé pracuje N svarecu, ktefi nahodné a nezavisle odebiraji proud. Svarec, ktery v case ¢
neodebira proud, za¢ne v intervalu (¢,¢ + h] proud odebirat s pravdépodobnosti Ah + o(h).
Svarec, ktery v ¢ase t proud odebiral, ukonéi odbér v intervalu (t,¢ + h] s pravdépodobnosti
ph + o(h). Necht X, znaci pocet svéarecu, kterf v case t odebiraji proud. Pfedpoklddejme, ze
Xo = 0.

(a) Jaké je rozdéleni doby ¢ekdni na zacatek odbéru jednoho konkrétniho svarece?
(b) Jaké je rozdéleni doby setrvani fetézce v poc¢atecnim stavu 07
(c) Podobné uvazujte dobu setrvéani fetézce ve stavu 1. Jaké ma rozdéleni a sttedni hodnotu?
(d) Uvazujte vnoreny fetézec {Y,}nen. Napiste jeho matici pravdépodobnosti prechodu.
Uvédomte si souvislost s vlastnostmi exponencialniho rozdéleni.

(e) Spocitejte staciondrni rozdélent {X;, ¢ > 0}.

2. Na horskou chatu spolu vyjeli tii kamaradi. Pti piijezdu na chatu v ¢ase t = 0 je jeden z nich
nemocny. Vlastnosti nemoci jsou takové, ze je-li zdravy jedinec v kontaktu s nemocnym v ¢ase
t, pak ten zdravy onemocni v intervalu (¢,¢ + h] s pravdépodobnosti 1/2h 4 o(h). Jedinec
nemocny v ¢ase t se naopak v intervalu (t,¢ + h] uzdravi s pravdépodobnosti 1/3h 4 o(h).
Uzdravovani a onemocneni jednotlivych jedincu probiha nezdavisle, nemoc je mozné dostat
opakované, m4 nulovou inkubaéni dobu a zdravy jedinec nemuzZe nikoho nakazit. Necht X; je
pocet nemocnych kamaradu na chaté v case t.

(a) Urcete matici intenzit Markovova fetézce { Xy, > 0}.
(b) Urcete matici pravdépodobnosti prechodu vnotreného fetézce.

3. V case t = 0 méte ve své emailové schrance nula zprav. V intervalu (¢,t + h| dorazi do Vasi
emailové schranky jeden email s pravdépodobnosti Ak + o(h); dva a vice emailu s pravde-
podobnosti o(h), a to nezavisle na t. Pocty emailu, které dorazi v disjunktnich casovych
intervalech jsou vzajemné nezavislé ndhodné veliciny. Ozna¢me jako V; pocet emailu ve Vasi
schrance v case t.

(a) Napiste matici intenzit Markovova fetézce {N;,t > 0}.

(b) Ovérte, ze Ny méa Poissonovo rozdéleni s parametrem At.

(c¢) Napiste matici pravdépodobnosti prechodu vnotreného fetézce a klasifikujte jeho stavy.

(d) V case t méte ve schrance jeden email. Jaké je podminéné rozdéleni doby, kdy tento
email dorazil?

4. Necht {N;,t > 0} je Poissonuv proces s intenzitou A > 0. Necht X, je identifikétor toho, zda
je N, liché cislo.
(a) Ukazte, ze {X;,t > 0} je homogenni Markovuv fetézec.
(b) Urcete matice pravdépodobnosti prechodu {P(¢),t > 0} a matici intenzit Q.
(c¢) Urcete matici pravdépodobnosti prechodu Q* vnoteného fetézce a v obou fetézcich
spoctéte stacionarni rozdéleni.
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VNORENY RETEZEC. Necht {X;,¢ > 0} je homogenni Markovuv Fetézec s mnozinou stavu S
a matici intenzit Q. Necht Ji,.Js,... jsou po sobé jdouci éasové okamziky, ve kterych dochdzi
k prechodim mezi stavy tohoto fetézce. Definujme

}/O:X07
Yn:XJn, n:1,2,....

Pak {Y,,,n € Ny} se nazyva vnoreny fetézec a je to homogenni Markovuv fetézec s mnozinou stavi
S a matici pravdépodobnosti pfechodu Q* = (Q7;): jes, kde

dij
* _J’ ¢ >0, . . % 0 ¢g>0,
qG; =4 % proj#i, a ;=
0, ¢=0 1, ¢ =0.

Je-li 0 < ¢; < 00, pak doba setrvani ve stavu ¢ ma exponencialni rozdéleni s intenzitou g;.

STACIONARNT ROZDELENf Necht {X;,¢ > 0} je homogenni{ Markovuv fetézec s mnozinou stavu S
a maticemi pravdépodobnosti prechodu {P(t),t > 0}.
— Vektor n = {n;,i € S} se nazyva invariantni mira {X,} na S vzhledem k {P(t)}, pokud

n'P(t)=n",t>0.

— Pravdépodobnostni rozdéleni 7 na S, které je invariantni mira {X;}, se nazyva stacionarni
rozdéleni {X;}.

— Pravdépodobnostni rozdéleni a = {a;,7 € S} se nazyva limitni rozdéleni, pokud lim;_, p;;(t) =
a; pro vsechna ¢, j € S. Pokud existuje limitni rozdéleni fetézce, je to staciondrni rozdéleni.

— Necht je vnofeny fetézec {Y,} nerozlozitelny a vSechny jeho stavy jsou trvalé. Pak existuje
invariantni mira { X, }, kterd je urcena jednoznacné (az na multiplikativni konstantu) jako resent
rovnice

n'Q=0"
a 0 <mn; < oo pro vsechna j € S.
Je-li ZjeS n; < 0o, pak m = {m;},cg, kde
Mj
T = —=——),
T Y kes e

je stacionarni rozdéleni {X;} a plati

tlim pij(t) = m;, pro vsechna i,j € S, tlim p;(t) = m;, pro vsechna j € S.
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