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Markovovy řetězce se spojitým časem
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1. Na stavbě pracuje N svářeč̊u, kteř́ı náhodně a nezávisle odeb́ıraj́ı proud. Svářeč, který v čase t
neodeb́ırá proud, začne v intervalu (t, t + h] proud odeb́ırat s pravděpodobnost́ı λh + o(h).
Svářeč, který v čase t proud odeb́ıral, ukonč́ı odběr v intervalu (t, t+ h] s pravděpodobnost́ı
µh+ o(h). Necht’ Xt znač́ı počet svářeč̊u, kteř́ı v čase t odeb́ıraj́ı proud. Předpokládejme, že
X0 = 0.

(a) Jaké je rozděleńı doby čekáńı na začátek odběru jednoho konkrétńıho svářeče?

(b) Jaké je rozděleńı doby setrváńı řetězce v počátečńım stavu 0?

(c) Podobně uvažujte dobu setrváńı řetězce ve stavu 1. Jaké má rozděleńı a středńı hodnotu?

(d) Uvažujte vnořený řetězec {Yn}n∈N. Napǐste jeho matici pravděpodobnost́ı přechodu.
Uvědomte si souvislost s vlastnostmi exponenciálńıho rozděleńı.

(e) Spoč́ıtejte stacionárńı rozděleńı {Xt, t ≥ 0}.

2. Na horskou chatu spolu vyjeli tři kamarádi. Při př́ıjezdu na chatu v čase t = 0 je jeden z nich
nemocný. Vlastnosti nemoci jsou takové, že je-li zdravý jedinec v kontaktu s nemocným v čase
t, pak ten zdravý onemocńı v intervalu (t, t + h] s pravděpodobnost́ı 1/2h + o(h). Jedinec
nemocný v čase t se naopak v intervalu (t, t + h] uzdrav́ı s pravděpodobnost́ı 1/3h + o(h).
Uzdravováńı a onemocneńı jednotlivých jedinc̊u prob́ıhá nezávisle, nemoc je možné dostat
opakovaně, má nulovou inkubačńı dobu a zdravý jedinec nemůže nikoho nakazit. Necht’ Xt je
počet nemocných kamarád̊u na chatě v čase t.

(a) Určete matici intenzit Markovova řetězce {Xt, t ≥ 0}.
(b) Určete matici pravděpodobnost́ı přechodu vnořeného řetězce.

3. V čase t = 0 máte ve své emailové schránce nula zpráv. V intervalu (t, t + h] doraźı do Vaš́ı
emailové schránky jeden email s pravděpodobnost́ı λh + o(h); dva a v́ıce email̊u s pravdě-
podobnost́ı o(h), a to nezávisle na t. Počty email̊u, které doraźı v disjunktńıch časových
intervalech jsou vzájemně nezávislé náhodné veličiny. Označme jako Nt počet email̊u ve Vaš́ı
schránce v čase t.

(a) Napǐste matici intenzit Markovova řetězce {Nt, t ≥ 0}.
(b) Ověřte, že Nt má Poissonovo rozděleńı s parametrem λt.

(c) Napǐste matici pravděpodobnost́ı přechodu vnořeného řetězce a klasifikujte jeho stavy.

(d) V čase t máte ve schránce jeden email. Jaké je podmı́něné rozděleńı doby, kdy tento
email dorazil?

4. Necht’ {Nt, t ≥ 0} je Poisson̊uv proces s intenzitou λ > 0. Necht’ Xt je identifikátor toho, zda
je Nt liché č́ıslo.

(a) Ukažte, že {Xt, t ≥ 0} je homogenńı Markov̊uv řetězec.

(b) Určete matice pravděpodobnost́ı přechodu {P(t), t ≥ 0} a matici intenzit Q.

(c) Určete matici pravděpodobnost́ı přechodu Q∗ vnořeného řetězce a v obou řetězćıch
spočtěte stacionárńı rozděleńı.
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Vnořený řetězec. Necht’ {Xt, t ≥ 0} je homogenńı Markov̊uv řetězec s množinou stav̊u S
a matićı intenzit Q. Necht’ J1, J2, . . . jsou po sobě jdoućı časové okamžiky, ve kterých docháźı
k přechod̊um mezi stavy tohoto řetězce. Definujme

Y0 = X0,

Yn = XJn , n = 1, 2, . . . .

Pak {Yn, n ∈ N0} se nazývá vnořený řetězec a je to homogenńı Markov̊uv řetězec s množinou stav̊u
S a matićı pravděpodobnost́ı přechodu Q∗ = (Q∗ij)i,j∈S, kde

q∗ij =


qij
qi
, qi > 0,

0, qi = 0
pro j 6= i, a q∗ii =

{
0 qi > 0,

1, qi = 0.

Je-li 0 < qi <∞, pak doba setrváńı ve stavu i má exponenciálńı rozděleńı s intenzitou qi.

Stacionárńı rozděleńı Necht’ {Xt, t ≥ 0} je homogenńı Markov̊uv řetězec s množinou stav̊u S
a maticemi pravděpodobnost́ı přechod̊u {P(t), t ≥ 0}.
− Vektor η = {ηi, i ∈ S} se nazývá invariantńı mı́ra {Xt} na S vzhledem k {P (t)}, pokud

ηTP(t) = ηT , t ≥ 0.

− Pravděpodobnostńı rozděleńı π na S, které je invariantńı mı́ra {Xt}, se nazývá stacionárńı
rozděleńı {Xt}.

− Pravděpodobnostńı rozděleńı a = {ai, i ∈ S} se nazývá limitńı rozděleńı, pokud limt→∞ pij(t) =
aj pro všechna i, j ∈ S. Pokud existuje limitńı rozděleńı řetězce, je to stacionárńı rozděleńı.

− Necht’ je vnořený řetězec {Yn} nerozložitelný a všechny jeho stavy jsou trvalé. Pak existuje
invariantńı mı́ra {Xt}, která je určena jednoznačně (až na multiplikativńı konstantu) jako řešeńı
rovnice

ηTQ = 0T

a 0 < ηj <∞ pro všechna j ∈ S.
Je-li

∑
j∈S ηj <∞, pak π = {πj}j∈S, kde

πj =
ηj∑
k∈S ηk

,

je stacionárńı rozděleńı {Xt} a plat́ı

lim
t→∞

pij(t) = πj, pro všechna i, j ∈ S, lim
t→∞

pj(t) = πj, pro všechna j ∈ S.
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