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1. (Pokračováńı z minula.) Necht’

Q =

−3 3 0

0 0 0

1 1 −2

 .

(a) Spočtěte P(t) = exp(Qt) pro všechna t > 0 pomoćı Perronova vzorce.

(b) Spočtěte P(t) = exp(Qt) pomoćı spektrálńıho rozkladu matice Q = UΛU−1.

(c) Nalezněte P(t) jako řešeńı soustavy diferenciálńıch rovnic P′(t) = QP(t).

2. Na stavbě pracuje N svářeč̊u, kteř́ı náhodně a nezávisle odeb́ıraj́ı proud. Svářeč, který v čase t
neodeb́ırá proud, začne v intervalu (t, t + h] proud odeb́ırat s pravděpodobnost́ı λh + o(h).
Svářeč, který v čase t proud odeb́ıral, ukonč́ı odběr v intervalu (t, t+ h] s pravděpodobnost́ı
µh+ o(h). Necht’ Xt znač́ı počet svářeč̊u, kteř́ı v čase t odeb́ıraj́ı proud.

(a) Najděte matici intenzit Markovova řetězce {Xt, t ≥ 0}.
(b) Pro N = 1 určete absolutńı pravděpodobnosti v čase t, jestliže na začátku v čase 0 proud

neodeb́ıral žádný svářeč s pravděpodobnost́ı 1.

3. V obchodě pracuj́ı tři prodavačky. Pokud prodavačka právě někoho obsluhuje, pak pravděpo-
dobnost, že zákazńıka doobslouž́ı v časovém intervalu (t, t+h] a nikoho obsluhovat nebude, je
3h+ o(h). V intervalu (t, t+h] přijde jeden zákazńık s pravděpodobnost́ı 2h+ o(h), dva nebo
v́ıce s pravděpodobnost́ı o(h) a žádný s pravděpodobnost́ı 1 − 2h + o(h). Předpokládejme,
že zákazńıci přicházej́ı zaměstnávat jednotlivé prodavačky nezávisle a rovněž ony se chovaj́ı
nezávisle na svých kolegyńıch. Pokud všechny prodavačky obsluhuj́ı, odcháźı nově př́ıchoźı
zákazńık neobsloužen. Necht’ Xt znač́ı počet obsluhuj́ıćıch prodavaček v čase t. Nalezněte
matici intenzit řetězce {Xt, t ≥ 0}.

4. Určete hodnoty parametru q ∈ R, pro které je následuj́ıćı matice matićı intenzit nějakého
homogeńıho Markovova řetězce se spojitým časem:

Q =

−q3 1 0

0 −q q

1 −q q − 1

 .
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Markov̊uv řetězec se spojitým časem. Systém celoč́ıselných náhodných veličin {Xt, t ≥ 0}
se nazývá Markov̊uv řetězec se spojitým časem a spočetnou množinou stav̊u S, jestliže

P(Xt = j|Xs = i,Xtn = in, . . . , Xt1 = i1) = P(Xt = j|Xs = i)

pro všechna i, j, i1, . . . , in ∈ S a všechna 0 ≤ t1 < t2 < · · · < s < t, pro která je pravděpodobnost
podmı́nky nenulová.

− Budeme pracovat pouze s homogenńımi řetězci, tj. s řetězci, pro které plat́ı P(Xt+s = j|Xs =
i) = pij(t) pro všechna s ≥ 0 a t > 0. Pracujeme pak se systémem matic pravděpodobnost́ı
přechodu {P(t), t ≥ 0}, kde P(0) = I.

− pi(t) = P(Xt = i) jsou absolutńı pravděpodobnosti, pi = P(X0 = i) jsou počátečńı pravděpo-
dobnosti. Plat́ı p(t)T = p(0)TP(t).

Matice intenzit. Necht’ {Xt, t ≥ 0} je homogenńı Markov̊uv řetězec se spojitým časem a
pravděpodobnostmi přechodu pij(t) = P(Xs+t = j|Xs = i), s ≥ 0, t > 0, i, j ∈ S, které splňuj́ı
limt→0+ pij(t) = δij pro všechna i, j ∈ S (tj. pij jsou zprava spojité v 0). Pak pro všechny stavy
i, j ∈ S, i 6= j existuj́ı limity

lim
h→0+

1− pii(h)

h
= qi = −qii ≤ ∞, lim

h→0+

pij(h)

h
= qij <∞. (1)

Č́ısla qij se nazývaj́ı intenzity přechodu ze stavu i do stavu j, qi je celková intenzita a Q = (qij)i,j∈S
se nazývá matice intenzit přechodu.

− Je-li S konečná, pak nutně qi =
∑

j 6=i qij pro všechna i. Pro nekonečné řetězce tuto rovnost
muśıme předpokládat.

− Je-li qi = 0, pak pii(t) = 1 pro všechna t ≥ 0.

− Je-li 0 < qi < ∞, pak má doba, po kterou řetězec setrvá ve stavu i, exponenciálńı rozděleńı
se středńı hodnotou 1/qi. Pravděpodobnost, že ze stavu i přejde řetězec nejdř́ıve do stavu j je
qij/qi pro i 6= j.

Kolmogorovovy diferenciálńı rovnice Necht’ qi < ∞ a qi =
∑

j 6=i qijpro všechna i ∈ S.
Potom plat́ı tzv. retrospektivńı rovnice

P′(t) = QP(t).

Je-li S konečná nebo je-li konvergence pij(h)/h → qij stejnoměrná v i, pak plat́ı i prospektivńı
rovnice

P′(t) = P(t)Q.

− Necht’ je dána konečná matice QN×N splňuj́ıćı qij ≥ 0 pro i 6= j a qii = −
∑

j 6=i qij pro všechna i.
Pak existuje jediné řešeńı Kolmogorovových dif. rovnic, stejné pro obě soustavy, které vyhovuje
počátečńı podmı́nce P(0) = I a které představuje systém pravděpodobnost́ı přechodu Markovova
řetězce s matićı intenzit Q. Plat́ı

P(t) = eQt =
∞∑
k=0

Qktk

k!
.

Značeńı. Výraz f(h) = o(h) znač́ı, že f(h)/h→ 0 pro h→ 0+.
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