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1. (Pokracovani z minula.) Necht
-3 3 0
Q=10 0 0
1 1 =2

(a) Spoctéte P(t) = exp(Qt) pro vSechna ¢t > 0 pomoci Perronova vzorce.
(b) Spoctéte P(t) = exp(Qt) pomoci spektralniho rozkladu matice Q@ = UAU.
(c) Naleznéte P(t) jako feseni soustavy diferencidlnich rovnic P’(t) = QP(¢).

2. Na stavbé pracuje IV svarecu, ktefi nahodné a nezavisle odebiraji proud. Svarec, ktery v case t
neodebird proud, za¢ne v intervalu (¢,¢ + h] proud odebirat s pravdépodobnosti Ah + o(h).
Svarec, ktery v ¢ase t proud odebiral, ukonéi odbér v intervalu (t,¢ + h] s pravdépodobnosti
ph + o(h). Necht X; znaci pocet svaiect, kteif v case ¢t odebiraji proud.

(a) Najdéte matici intenzit Markovova fetézce { Xy, ¢ > 0}.
(b) Pro N = 1 urcete absolutni pravdépodobnosti v case t, jestlize na zacatku v ¢ase 0 proud
neodebiral zadny svare¢ s pravdépodobnosti 1.

3. V obchodé pracuji tfi prodavacky. Pokud prodavacka pravé nékoho obsluhuje, pak pravdépo-
dobnost, ze zdkaznika doobslouzi v ¢asovém intervalu (¢, ¢+ h] a nikoho obsluhovat nebude, je
3h+o(h). V intervalu (t,t + h| ptijde jeden zékaznik s pravdépodobnosti 2h + o(h), dva nebo
vice s pravdépodobnosti o(h) a zadny s pravdépodobnosti 1 — 2h + o(h). Piredpokladejme,
ze zakaznici prichazeji zaméstnavat jednotlivé prodavacky nezavisle a rovnéz ony se chovaji
nezavisle na svych kolegynich. Pokud vsechny prodavacky obsluhuji, odchazi nové piichozi
zdkaznik neobslouZen. Necht X, zna¢i pocet obsluhujicich prodavacek v case t. Naleznéte
matici intenzit fetézce {X;,t > 0}.

4. Urcete hodnoty parametru ¢ € R, pro které je nasledujici matice matici intenzit néjakého
homogeniho Markovova tetézce se spojitym casem:
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MARKOVUV RETEZEC SE SPOJITYM CASEM. Systém celo¢iselnych ndhodnych velicin {X;, ¢ > 0}
se nazyva Markovuv fetézec se spojitym ¢asem a spocCetnou mnozinou stavu S, jestlize

P(Xt = ]|X5 = i,th - ’in, “ e ,th == 7,1) == P(Xt = j‘XS = Z)

pro vSechna i, 7,41,...,i, € S a vechna 0 < t; <ty < --- < s < t, pro kterd je pravdépodobnost
podminky nenulova.

— Budeme pracovat pouze s homogennimi fetézci, tj. s fetézci, pro které plati P(X, s = j|Xs =
i) = p;j(t) pro vsechna s > 0 a t > 0. Pracujeme pak se systémem matic pravdépodobnosti
prechodu {P(t),t > 0}, kde P(0) = I.

— pi(t) = P(X; = 1) jsou absolutni pravdépodobnosti, p; = P(Xy = i) jsou pocatecni pravdépo-
dobnosti. Plati p(t)T = p(0)TP(¢#).

MATICE INTENZIT. Necht {X;,t
pravdépodobnostmi pfechodu p;;(t)
limy 0+ p;;(t) = &;; pro vSechna i, j
1,J € 5,1 # j existuji limity

. 1—pi(h) )
PN g <
hli}g)l+ h 4 Qi = ©0, hli}gil* h

0} je homogenni Markoviv fetézec se spojitym cCasem a
(Xsyt = jlXs =1),s>0,t>0,14,j €S, které splnuji

>
_p
€ S (tj. pij jsou zprava spojité v 0). Pak pro vSechny stavy

Cisla q;; se nazyvaji intenzity prechodu ze stavu i do stavu j, ¢; je celkové intenzita a Q = (g;j); jes

se nazyva matice intenzit prechodu.

— Je-li S kone¢na, pak nutné ¢; = > i Qij Pro vSechna 7. Pro nekonecné fetézce tuto rovnost
musime ptredpokladat.

— Je-li ¢; = 0, pak p;(t) = 1 pro vSechna t > 0.

— Je-li 0 < ¢; < oo, pak ma doba, po kterou fetézec setrva ve stavu ¢, exponencidlni rozdéleni
se stfedni hodnotou 1/¢;. Pravdépodobnost, ze ze stavu i prejde fetézec nejdiive do stavu j je

Qij/(h' pro i # j.

KOLMOGOROVOVY DIFERENCIALN ROVNICE Necht ¢; < oo a ¢ = > ji Qijpro viechna i € S.
Potom plati tzv. retrospektivni rovnice

P'(t) = QP(1).

Je-li S kone¢na nebo je-li konvergence p;;(h)/h — g;; stejnomérna v i, pak plati i prospektivni
rovnice

P'(t) =P(1)Q.

— Necht je ddna koneénd matice Quxn splitujici ¢;; > 0 proi # j a q; = — Z#i ¢ij pro vsechna i.
Pak existuje jediné feseni Kolmogorovovych dif. rovnic, stejné pro obé soustavy, které vyhovuje
pocéateéni podmince P(0) = I a které predstavuje systém pravdépodobnosti prechodu Markovova
fetézce s matici intenzit Q. Plati

- k!

P(t) = ¥
k=0

ZNACENI. Vyraz f(h) = o(h) znaci, ze f(h)/h — 0 pro h — 0+.



