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1. Necht’ X, Y jsou nezávislé náhodné veličiny s exponenciálńım rozděleńım s parametry λ > 0
a µ > 0.

(a) Dokažte, že pro všechna s, t ≥ 0 plat́ı

P(X > s+ t|X > s) = P(X > t). (1)

(b) Ukažte, že je-li X spojitá náhodná veličina splňuj́ıćı podmı́nku (1), pak má X expo-
nenciálńı rozděleńı.

(c) Ukažte, že intenzita náhodné veličiny X ≥ 0 je rovna konstantě (skoro všude) právě
tehdy, když má X exponenciálńı rozděleńı.

(d) Dokažte, že náhodná veličina Z = min(X, Y ) má exponenciálńı rozděleńı a spočtěte jeho
středńı hodnotu.

(e) Spočtěte P(X < Y ).

2. Opakováńı:

(a) Necht’ X1, . . . , Xn jsou nezávislé náhodné veličiny s exponenciálńım rozděleńım se středńı
hodnotou 1/λ. Dokažte, že Sn = X1 + · · ·+Xn má gamma rozděleńı s hustotou

fn(x) =
λnxn−1e−λx

(n− 1)!
, x ≥ 0.

(b) Necht’ X a Y jsou nezávislé náhodné veličiny s Poissonovým rozděleńım. Ukažte, že
Z = X + Y má také Poissonovo rozděleńı.

3. Necht’

Q =

(
−α α

β −β

)
,

kde α, β > 0. Pomoćı Perronova vzorce spočtěte matici P(t) = exp(Qt) pro všechna t > 0.
Ukažte, že je P(t) stochastická a že plat́ı

P′(t) = QP(t) i P′(t) = P(t)Q.

4. Necht’

Q =

−3 3 0

0 0 0

1 1 −2

 .

Spočtěte P(t) = exp(Qt) pro všechna t > 0.
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Exponenciálńı rozděleńı. Náhodná veličina X má exponenciálńı rozděleńı s parametrem
λ > 0, znač́ıme Exp(λ), pokud má spojité rozděleńı s hustotou

f(x) = λe−λxI(x ≥ 0).

Pak F (x) = [1− e−λx]I(x ≥ 0), EX = 1
λ

a VarX = 1
λ2

.

Intenzita náhodné veličiny. Necht’ X ≥ 0 má spojité rozděleńı s hustotou f a distribučńı
funkćı F . Pak intenzitou X rozumı́me funkci r definovanou pro x > 0 předpisem

r(x) =
f(x)

1− F (x)
=

f(x)

P(X > x)
.

Perron̊uv vzorec pro holomorfńı funkce. Necht’ f : U(0, R)→ C je holomorfńı funkce na
nějakém R-okoĺı nuly, kde 0 < R ≤ ∞, a necht’ A je čtvercová matice s vlastńımi č́ısly λ1, . . . , λk
s násobnostmi m1, . . . ,mk. Pokud |λj| < R pro všechna j = 1, . . . , k, potom

f(A) =
k∑
j=1

1

(mj − 1)!

dmj−1

dλmj−1

[
f(λ)

adj(λI−A)

ψj(λ)

]
λ=λj

, kde ψj =
det(λI−A)

(λ− λj)mj
.

Jsou-li všechna vlastńı č́ısla jednoduchá, pak

f(A) =
k∑
j=1

f(λj)
adj(λjI−A)

ψj(λj)
.
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