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8.3.2018

1. Uvažujte Galton̊uv-Watson̊uv proces větveńı s p0 = P (Unj = 0) = 1/5, p1 = P(Unj = 1) =
1/5 a p2 = P(Unj = 2) = 3/5 a X0 = 1.

(a) Určete středńı hodnotu a rozptyl počtu jedinc̊u v n-té generaci.

(b) Spočtete pravděpodobnost, že populace vymře do času n pro n = 1, 2.

(c) Určete pravděpodobnost, že populace časem vymře.

(d) Jak se změńı pravděpodobnost vymřeńı z (c), bude-li X0 = 3?

2. Ověřte, že Galton̊uv-Watson̊uv proces větveńı je homogenńı Markov̊uv řetězec. Pro situaci
z předchoźıho př́ıkladu napǐste pravděpodobnosti přechodu ze stav̊u 0, 1, 2.

3. Necht’ {Xn, n ∈ N0} je posloupnost nezávislých náhodných veličin s rovnoměrným rozděleńım
na {−1, 0, 1}. Definujme Yn = max{X0, . . . , Xn}. Ukažte, že {Yn}∞n=0 je homogenńı Markov̊uv
řetězec a určete matice pravděpodobnost́ı přechodu všech řád̊u.

4. Necht’ {Xn, n ∈ N0} je posloupnost nezávislých náhodných veličin s rovnoměrným rozděleńım
na {−1, 0, 1} a uvažujme Yn = Xn + Xn+1. Ukažte, že posloupnost {Yn}∞0 neńı Markov̊uv
řetězec.
Nápověda: Uvažujte trajektorie (2; 0; 2) a (−2; 0; 2) pro (Y0;Y1;Y2).

5. Uvažujte Markov̊uv řetězec {Xn}∞0 s S = {0, 1} a matićı pravděpodobnost́ı přechodu

P =

(
1− a a

b 1− b

)
.

Spočtěte Pn a rozděleńı Xn, je-li p = (1, 0)′.

6. Je dán Markov̊uv řetězec se stavy {0, 1, 2} a s pravděpodobnostmi přechodu pij = 1/2 po-
kud i 6= j a pii = 0 (jedná se o náhodnou procházku na trojúhelńıku). Spočtěte matici
pravděpodobnost́ı přechodu n-tého řádu.

Perron̊uv vzorec. Necht’ AK×K je čtvercová matice, jej́ıž vlastńı č́ısla jsou λ1, . . . , λk s násob-
nostmi m1, . . . ,mk. Pak

An =
k∑
j=1

1

(mj − 1)!

dmj−1

dλmj−1

[
adj(λI − A)

ψj(λ)
λn
]
|λ=λj ,

kde ψj(λ) =
det(λI − A)

(λ− λj)mj
a adj(B) znač́ı matici adjungovanou k matici B, kde adj(B) = (cij)

K,K
i=1,j=1,

kde cij = (−1)i+jdet{brs, r 6= j, s 6= i}.
Jsou-li všechna vlastńı č́ısla jednoduchá, pak

An =
K∑
j=1

adj(λjI − A)

ψj(λj)
λnj .
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Pravděpodobnost vymřeńı Galtonova-Watsonova procesu Necht’ {Xn}∞0 je Galton̊uv-
Watson̊uv proces větveńı (viz minulá hodina). Označme jako en = P(Xn = 0) pravděpodobnost, že
populace vymře do času n. Pak {en} je neklesaj́ıćı posloupnost, en ≤ 1 a tedy existuje limita

e := lim
n→∞

en = P( existuje n : Xn = 0),

která vyjadřuje pravděpodobnost, že populace časem vymře. Je-liX0 = 1, pak PXn(s) = PU(PXn−1(s))
a pro s = 0 dostaneme en = PU(en−1). Limitńım přechodem pak dostaneme rovnost e = PU(e).
Plat́ı: Necht’ p0 = P (Unj = 0) ∈ (0, 1) a µ = EUnj.

(a) Je-li µ ≤ 1, pak e = 1.

(b) Je-li µ > 1, pak 0 < e < 1 a e je jediné řešeńı rovnice PU(s) = s na intervalu (0, 1).

Markovovy řetěze s diskrétńım časem. Posloupnost náhodných veličin {Xn}∞n=0 s hodno-
tami ve spočetné množině S se nazývá Markov̊uv řetězec s diskrétńım časem a množinou stav̊u S,
pokud splňuje

P(Xn+1 = j|Xn = i,Xn−1 = in−1, . . . X0 = i0) = P(Xn+1 = j|Xn = i)

pro všechna n ∈ N0 a všechna i, j, in−1, . . . , i0 ∈ S kdykoliv P(Xn−1 = in−1, . . . X0 = i0) > 0.

• Podmı́něné pravděpodobnosti pij(n, n + 1) = P(Xn+1 = j|Xn = i) se nazývaj́ı pravděpo-
dobnosti přechodu ze stavu i v čase n do stavu j v čase n + 1. Podobně, pij(n, n + m) =
P(Xn+m = j|Xn = i) pro m ∈ N0 se nazývaj́ı pravděpodobnosti přechodu m-tého řádu.

• Jestliže pij(n, n + m) záviśı jen na m (a nikoliv na n), pak ř́ıkáme, že je tento Markov̊uv
řetězec homogenńı a znač́ıme pij = pij(n, n+ 1). Pro zjǐstěńı homogenity Markovova řetězce
stač́ı vyšetřit pouze pravděpodobnosti přechodu prvńıho řádu.
Matice P = (pij)i,j∈S se nazývá matice pravděpodobnost́ı přechodu homogenńıho Mar-
kovova řetězce. Tato matice je tzv. stochastická, tj.

pij ≥ 0, i, j ∈ S,
∑
j∈S

pij = 1, i ∈ S.

Plat́ı
P(Xn+m = j|Xn = i) = p

(m)
ij , i, j ∈ S, m, n > 0,

je-li P(Xn = i) > 0, kde p
(m)
ij jsou prvky matice Pm.

• Pravděpodobnostńı rozděleńı p = {pi, i ∈ S}, kde pi = P(X0 = i) se nazývá počátečńı
rozděleńı X. Označ́ıme-li p(n) = {pj(n), j ∈ S}, kde pj(n) = P(Xn = j) (tzv. absolutńı
pravděpodobnosti v čase n), pak

p(n)T = pTPn, n ∈ N0.
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