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MARKOVOVY RETEZCE S DISKRETNIM CASEM
8.3.2018

1. Uvazujte Galtonuv-Watsonuv proces vétveni s pg = P(U,; =0) = 1/5, p1 = P(U,; = 1) =
1/5 a P2 = P(Un] = 2) = 3/5 aXo =1.

(a) Urcete stiedni hodnotu a rozptyl poctu jedincu v n-té generaci.
(b)

(c) Urcete pravdépodobnost, ze populace casem vymfe.

(d) Jak se zméni pravdépodobnost vymfeni z (c), bude-li Xy = 37

2. Ovétte, ze Galtonuv-Watsonuv proces vétveni je homogenni Markovuv tetézec. Pro situaci
z predchoziho piikladu napiste pravdépodobnosti prechodu ze stavu 0, 1, 2.

Spoctete pravdépodobnost, Zze populace vymfie do ¢asu n pron =1, 2.

3. Necht {X,,,n € Ny} je posloupnost nezavislych ndhodnych veli¢in s rovnomérnym rozdélenim
na {—1,0, 1}. Definujme Y,, = max{ Xy, ..., X, }. Ukazte, ze {Y, }°°, je homogenni Markovuv
Fetézec a urcete matice pravdépodobnosti prechodu vsech radu.

4. Necht {X,,n € Ny} je posloupnost nezdvislych ndhodnych veli¢in s rovhomérnym rozdélenim
na {—1,0,1} a uvazujme Y,, = X,, + X,,11. Ukazte, ze posloupnost {Y,,}5° neni Markovav
retézec.

Ndpovéda: Uvazugjte trajektorie (2;0;2) a (—2;0;2) pro (Yo; Yr; Ya).

5. Uvazujte Markovuv fetézec {X,,}¢° s S = {0, 1} a matici pravdépodobnosti prechodu
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Spoctéte P™ a rozdéleni X, je-li p = (1,0)".

6. Je dan Markovuv fetézec se stavy {0,1,2} a s pravdépodobnostmi piechodu p;; = 1/2 po-
kud ¢ # j a p; = 0 (jednd se o ndhodnou prochézku na trojihelniku). Spoctéte matici
pravdépodobnosti prechodu n-tého radu.

PERRONUV VZOREC. Necht Ay, je ¢tvercovd matice, jejiz vlastni ¢isla jsou Ay, ..., Ay s ndsob-
nostmi myq, ..., my. Pak
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PRAVDEPODOBNOST VYMREN{ GALTONOVA-WATSONOVA PROCESU  Necht {X,}5° je Galtonuv-
Watsonuv proces vétveni (viz minuld hodina). Oznaéme jako e, = P(X,, = 0) pravdépodobnost, ze
populace vymie do ¢asu n. Pak {e,} je neklesajici posloupnost, e, < 1 a tedy existuje limita
e:= lim e, = P( existuje n: X,, =0),
n—00

ktera vyjadiuje pravdépodobnost, ze populace ¢asem vymie. Je-li Xy = 1, pak Px, (s) = Py(Px,_,(s))
a pro s = 0 dostaneme e, = Py(e,_1). Limitnim pfechodem pak dostaneme rovnost e = Py(e).
PLAT{: Necht py = P(U,; = 0) € (0,1) a pu = EU,;.

(a) Je-li p <1, pake=1.

(b) Je-li p > 1, pak 0 < e <1 a e je jediné feseni rovnice Py(s) = s na intervalu (0, 1).

MARKOVOVY RETEZE S DISKRETNIM CASEM. Posloupnost ndhodnych veli¢in {X,,}°° ;s hodno-
tami ve spocetné mnoziné S se nazyva Markovuv fetézec s diskrétnim ¢asem a mnozinou stavi S,
pokud splnuje

P(XnJrl = ]‘Xn = iaanl = infb cee XO = ZO) = P<Xn+1 = ]’Xn = Z)
pro vsechna n € Ny a vSechna i, j, 4,1, ...,7 € S kdykoliv P(X,_1 = i,_1,... Xo = i) > 0.

e Podminéné pravdépodobnosti p;j(n,n + 1) = P(X,41 = j|X,, = i) se nazyvajl pravdépo-
dobnosti pfechodu ze stavu i v ¢ase n do stavu j v case n + 1. Podobné, p;;j(n,n +m) =
P(Xyim = j|Xn =) pro m € Ny se nazyvaji pravdépodobnosti prechodu m-tého fadu.

o Jestlize p;;(n,n + m) zavisi jen na m (a nikoliv na n), pak fikdme, ze je tento Markoviv
fetézec homogenni a zna¢ime p;; = p;;(n,n+1). Pro zjisténi homogenity Markovova fetézce
staci vySetiit pouze pravdépodobnosti prechodu prvniho radu.

Matice P = (pi;)i jes se nazyva matice pravdépodobnosti pfechodu homogenniho Mar-
kovova tetézce. Tato matice je tzv. stochasticka, tj.

JjES

Plati
P(Xner:]’Xn:Z):pgn)a i,j €S, m,n>0,

je-li P(X,, =) > 0, kde pg-n) jsou prvky matice P™.

e Pravdépodobnostni rozdéleni p = {p;,i € S}, kde p; = P(Xy = i) se nazyvd pocateéni
rozdéleni X. Oznacime-li p(n) = {p;(n),j € S}, kde p;(n) = P(X,, = j) (tzv. absolutni
pravdépodobnosti v ¢ase n), pak

p(n)t =p'P", neN,.



