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VYTVORUJICI FUNKCE NAHODNE VELICINY
29.2.2018

1. Najdéte vytvorujici funkci nahodné veliciny X, kde
(a) X maé alternativni rozdéleni s parametrem p € (0, 1),
(b) X m4 Poissonovo rozdéleni s parametrem A > 0, tj. P(X =n) = X"/nlexp(—\), n € Ny,
(¢) X ma geometrické rozdéleni s parametrem p € (0,1), tj. P(X =n) = (1 —p)"p, n € Ny.

V kazdém bodé diskutujte polomér konvergence dané rady a spocitejte stiedni hodnotu a
rozptyl pomoci vytvorujici funkce.

2. Pro nédhodnou velicinu X s vytvorujici funkei Px vyjadiete vytvorujici funkci velicin Y =
X+laZ=2X+2

3. Necht Xi,..., X, jsou nezavislé ndhodné veliciny s Po(\). Pomoci vytvorujici funkce zjistéte
rozdéleni S =" | Xj.

4. Nahodnd velicina X uddva pocet uspéchu v n nezavislych Bernoulliovskych pokusech a
pravdépodobnosti dspéchu p € (0, 1).

(a) Spocitejte vytvorujici funkci X a urcete rozdéleni X.
(b) Vyjédrete pravdépodobnost, ze X je sudé ¢islo.

5. Necht X m4 negativné binomické rozdéleni s parametry r a p, tj. X vyjadiuje pocet netispéchu
pred r-tym uspéchem v posloupnosti nezavislych Bernoulliovskych pokusu s pravdépodobnosti
uspéchu p € (0,1).

(a) Vyjadrete P(X =n) pro n € Ny.
(b) Urcete vytvorujici funkei, sttedni hodnotu a rozptyl X.

6. Najdéte priklad ¢itaci nahodné veliciny, jejiz vytvotrujici funkce ma polomér konvergence roven
jedné.
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— Necht {a,}2, je redlnd posloupnost a existuje so > 0 takové, ze mocninnd fada - a,s”
konverguje pro vsechna |s| < so. Pak funkci A(s) = > °°  a,s" nazveme vytvorujici funkct
posloupnosti {a,}.

— Necht X je ndh. velicina s diskrétnim rozdélenim s hodnotami v Ny = {0,1,...} (tzv. &taci

ndhodnd veli¢ina), kde P(X = n) = p,. Vytvorujici funkci ndhodné veliciny X definujeme jako
="
n=0

OPAKOVANI K MOCNINNYM RADAM. Necht {a,}2 je redlnd posloupnost a > a,z" je moc-

ninnd fada v proménné z € C.

— Existuje R € [0, 00| tak, ze pro |z| < R fada konverguje absolutné a diverguje pro |z| > R. Tento
polomér konvergence R 1ze spocitat jako R = (limsup,, .. {/]a,|)"! nebo R = limsup,,_, . [an]

lant1]”

— Na {z: |z| < R} je funkce A(z) = > 7 a,z" spojitd a diferencovatelna a plati

Al(z) = Z apnz"t, AW (2 Zan 2R |2l < R,
n=1 n=k !
N L i . A®(0)
kde formalné zderivované fady maji tentyz polomér konvergence R. Pro R > 0 je a, = o

— Abelova véta pro R=1aa, >0: A(1-) =lim,,,_ A(z) = >, a, € [0, 00].

PRO VYTVORUJICI FUNKCI NAHODNE VELICINY PLAT{:
(i) Polomeér konvergence R vytvorujici funkce Px je R > 1.
(ii ( )= yPn =1 pokud P[X < oo] =1, tj. kdyz je X tzv. vlastni ndhodn4 veli¢ina.

) P

(iii) P ( ) je spojitéd pro |s| <1 a P)((k)(l—) vzdy existuje.

(iv) Platl Pr = (k)( 0)/k!, specidlné py = Px(0).
)

(v) Pro vlastni ndhodnou veli¢inu plati Px(s) = Es*
EX =Py(1-) a VarX =EX(X—1)+EX — (EX)* = P¢(1-) + Pyx(1-) — [Px(1-)]?
kde druha rovnost plati, pokud EX < oc.

KONVOLUCE

1. Jsou-li {a,}52, a {b,}>, redlné posloupnosti, pak jejich konvoluci rozumime posloupnost
{en}o2y danou jako ¢, = > 7 axby—k. Znacime {¢,} = {a,} » {bn}.

2. Jestlize > 7 ja,z" = A(z) pro |z| < Rq a )~ b,2" = B(z) pro |z| < Rp, pak A(z)B(z) =
C(z) =" ycaz" pro |z| < min{R4, Rp}, kde a {c,} je konvoluce {a,} a {b,}.

3. Operace konvoluce je asociativni a komutativni. Posloupnost {a, }** = {a,} * {a,} se nazyva
druhd konvolu¢ni mocnina posloupnosti {a, }. Podobné (indukei) definujeme k-tou konvoluéni
mocninu {a, }** pro k > 1 a {a,}** = {1,0,...}. Vytvorujici funkce {a, }"** je A(s)".

4. Jestlize X a Y jsou nezavislé ¢itaci ndhodné veliciny, pak P(X + Y = n) jsou konvoluci
P(X=n)aP(Y =n)a Proy(s) = Px(s)Py(s).

Jsou-li Xi,...X, iid s Py, pak S = )",_, X mé vytvorujici funkei Pg(s) = [Px(s)]™.



