
Náhodné procesy 1. Letńı semestr 2019-2020

Galton̊uv-Watson̊uv proces větveńı

3.3. a 5.3.2020

1. Na stole lež́ı tři mince. Hod́ıme všemi zároveň a do daľśıho kola pokračujeme pouze s mincemi,
na nichž padl ĺıc. Pokud žádný ĺıc nepadne, pak hra konč́ı.

(a) Jaká je pravděpodobnost, že po n-tém hodu stále ještě máme č́ım házet? Mohli bychom
takto házet do nekonečna?

(b) Jak se situace změńı, když za každý padlý ĺıc přidáme do hry k minćı, kde k ∈ N je
předem dané č́ıslo?

2. Uvažujte Galton̊uv-Watson̊uv proces větveńı. Necht’ X0 = 1 a označme EUnj = µ < ∞ a
VarUnj = σ2 <∞. Dokažte, že pak plat́ı

EXn = µn, VarXn = σ2µn−1
n−1∑
j=0

µj.

3. Aplikujte vzorce z př́ıkladu 2 na př́ıklad s házeńım mincemi z 1 (b), když budeme uvažovat
pouze jednu startovńı minci.

4. Spočtěte pravděpodobnost vymřeńı pro př́ıklad 1 (b).

5. Uvažujte Galton̊uv-Watson̊uv proces větveńı s P (Unj = 0) = 1/5, P(Unj = 1) = 1/5 a
P(Unj = 2) = 3/5.

(a) Určete středńı hodnotu a rozptyl počtu jedinc̊u v n-té generaci.

(b) Spočtete pravděpodobnost, že populace vymře do času n pro n = 1, 2.

(c) Určete pravděpodobnost, že populace časem vymře.

(d) Určete rozděleńı počtu jedinc̊u ve druhé generaci.

6. (a) Na základě výsledk̊u př́ıkladu 2 ukažte, že je-li µ < 1, pak Xn
P→ 0 a odtud nutně e = 1.

(b) Označme jako T čas do vymřeńı populace, tj. T = inf{n > 0 : Xn = 0}. Pak pro µ > 1
je toto př́ıklad náhodné veličiny, která s kladnou pravděpodobnost́ı nabývá hodnoty ∞.

(c) Jaké je rozděleńı T v př́ıkladě 1(a)?

7. Necht’ {Xn} je Galton̊uv-Watson̊uv proces větveńı a označme jako q pravděpodobnost, že
proces časem vymře.

(a) Necht’ maj́ı počty potomk̊u Poissonovo rozděleńı s parametrem λ > 1. Ukažte, že pak
q < 1/λ.

(b) Necht’ maj́ı počty potomk̊u binomické rozděleńı Bi(N,m/N) pro N,m ∈ N, N > m > 1.
Ukažte, že pak q < 1/m.
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Galton̊uv-Watson̊uv proces větveńı. Posloupnost náhodných veličin {Xn, n ∈ N0} udává
počet jedinc̊u populace identických organismů v generaćıch n = 0, 1, . . . . Předpokládáme, že každý
jedinec žije právě jednu generaci a při svém zániku dá vzniknout náhodnému počtu potomk̊u,
přičemž počty potomk̊u jednotlivých jedinc̊u jsou na sobě nezávislé a stejně rozdělené a jsou
nezávislé i na předchoźım pr̊uběhu procesu.

Předpokládejme, že v nulté generaci je právě jeden jedinec, tj. X0 = 1. Pak lze počet jedinc̊u v
n-té generaci Xn vyjádřit jako

Xn = Un1 + Un2 + · · ·+ UnXn−1 =

Xn−1∑
j=1

Unj,

kde Un1, Un2, . . . jsou nezávislé náhodné veličiny stejně rozdělené jako X1 = U11 a nezávislé na
X0, X1, . . . , Xn−1. Zjevně tedy pro vytvořuj́ıćı funkce plat́ı

PX0(s) = s,

PX1(s) = PU(s),

PXn(s) = PXn−1(PU(s)), |s| ≤ 1, n = 2, 3, . . . .

Pravděpodobnost vymřeńı Označme jako en = P(Xn = 0) pravděpodobnost, že populace
vymře do času n. Pak {en}∞n=0 je neklesaj́ıćı ([Xn = 0] ⊆ [Xn+1 = 0]), omezená (0 ≤ en ≤ 1)
posloupnost a tedy existuje limita

e := lim
n→∞

en = P( existuje n : Xn = 0),

která vyjadřuje pravděpodobnost, že populace časem vymře. Je-li X0 = 1, pak

PXn(s) = PU(PXn−1(s)), |s| ≤ 1

a volbou s = 0 dostaneme en = PU(en−1). Limitńım přechodem pak dostaneme rovnost e = PU(e).

Plat́ı: Necht’ p0 = P (Unj = 0) ∈ (0, 1) a µ = EUnj.

(a) Je-li µ ≤ 1, pak e = 1.

(b) Je-li µ > 1, pak 0 < e < 1 a e je jediné řešeńı rovnice PU(s) = s na intervalu (0, 1).
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