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GALTONUV-WATSONUV PROCES VETVENI
3.3. A 5.3.2020

1. Na stole lezi tii mince. Hodime vSemi zaroven a do dalsiho kola pokracujeme pouze s mincemi,
na nichz padl lic. Pokud zadny lic nepadne, pak hra konci.

(a) Jaka je pravdépodobnost, ze po n-tém hodu stale jesté mame ¢im hézet? Mohli bychom
takto hazet do nekonec¢na?

(b) Jak se situace zméni, kdyz za kazdy padly lic pfiddme do hry k minci, kde k£ € N je
predem dané ¢islo?

2. Uvazujte Galtonuv-Watsonuv proces vétveni. Necht Xy = 1 a oznatme EU,; = p < o0 a
VarU,; = 02 < oo. Dokazte, ze pak plat{

n—1
EX,=p", VarX,=ou""'> 1.
7=0

3. Aplikujte vzorce z piikladu 2 na piiklad s hdzenim mincemi z 1 (b), kdyz budeme uvazovat
pouze jednu startovni minci.

4. Spoctéte pravdépodobnost vymieni pro piiklad 1 (b).

5. Uvazujte Galtonuv-Watsontv proces vétveni s P(U,; = 0) = 1/5, P(U,; = 1) = 1/5 a
P(Uy; = 2) = 3/5.
(a) Urcete stiedni hodnotu a rozptyl poctu jedincu v n-té generaci.
(b) Spoctete pravdépodobnost, ze populace vymie do ¢asu n pro n = 1, 2.
(¢) Urcete pravdépodobnost, ze populace ¢asem vymfe.
(d) Urcete rozdéleni poctu jedincu ve druhé generaci.

6. (a) Na zakladé vysledku piikladu 2 ukazte, Ze je-li p < 1, pak X, 20 a odtud nutné e = 1.
(b) Ozna¢me jako T' ¢as do vymieni populace, tj. T = inf{n > 0 : X,, = 0}. Pak pro u > 1
je toto priklad nahodné veliciny, ktera s kladnou pravdépodobnosti nabyva hodnoty oo.

(c) Jaké je rozdéleni T' v piikladé 1(a)?

7. Necht {X,} je Galtontuv-Watsoniv proces vétveni a ozna¢me jako ¢ pravdépodobnost, 7e
proces casem vymre.

(a) Necht maji pocty potomku Poissonovo rozdéleni s parametrem A\ > 1. Ukazte, Ze pak
q <1/

(b) Necht maji pocty potomku binomické rozdéleni Bi(N,m/N) pro Nym € N, N > m > 1.
Ukazte, ze pak ¢ < 1/m.
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GALTONUV-WATSONUV PROCES VETVEN{. Posloupnost ndhodnych velicin {X,,,n € Ny} uddva
pocet jedincu populace identickych organismu v generacich n = 0, 1,. ... Pfedpoklddame, ze kazdy
jedinec zije pravé jednu generaci a pii svém zaniku da vzniknout ndhodnému poctu potomk,
pricemz pocty potomku jednotlivych jedinci jsou na sobé nezavislé a stejné rozdélené a jsou
nezavislé i na predchozim prubéhu procesu.

Predpokladejme, ze v nulté generaci je praveé jeden jedinec, tj. Xy = 1. Pak lze pocet jedincu v
n-té generaci X,, vyjadrit jako

anl
Xn: n1+Un2+"'+Uan_1 = Z Unj7
7j=1

kde U,1,U,z,... jsou nezavislé nahodné veliciny stejné rozdélené jako X; = U;; a nezavislé na
Xo, X1,...,X,_1. Zjevneé tedy pro vytvorujici funkce plati

PRAVDEPODOBNOST VYMRENI Ozna¢me jako e, = P(X,, = 0) pravdépodobnost, ze populace
vymfe do ¢asu n. Pak {e,}>, je neklesajici ([X,, = 0] C [X,41 = 0]), omezend (0 < e, < 1)
posloupnost a tedy existuje limita

e:= lim e, = P( existuje n: X,, =0),
n—oo

ktera vyjadiuje pravdépodobnost, ze populace casem vymfe. Je-li Xy = 1, pak
Px,(s) = Pu(Px,_,(s), |[s| <1

a volbou s = 0 dostaneme e,, = Py(e,_1). Limitnim pfechodem pak dostaneme rovnost e = Py (e).

Pratf: Necht py = P(U,; =0) € (0,1) a p = EU,;.
(a) Je-li p <1, pak e = 1.
(b) Je-li p>1, pak 0 < e <1 a e je jediné feseni rovnice Py(s) = s na intervalu (0, 1).



