NAHODNE PROCESY 1. LETNI SEMESTR 2017-2018

MARKOVOVY RETEZCE SE SPOJITYM CASEM
29.4.2019

1. Na stavbeé pracuje N svarecu, ktefi nahodné a nezavisle odebiraji proud. Svarec, ktery v case ¢
neodebira proud, za¢ne v intervalu (¢,¢ + h] proud odebirat s pravdépodobnosti Ah + o(h).
Svarec, ktery v ¢ase t proud odebiral, ukonéi odbér v intervalu (t,¢ + h] s pravdépodobnosti
ph + o(h). Necht X; znac¢i pocet svaiect, ktef v case ¢t odebiraji proud.

(a) Najdéte matici intenzit Markovova fetézce { Xy, ¢ > 0}.

(b) Predpokladejme, ze v ¢ase 0 neodebira proud zadny svérec.
— Jaké je rozdéleni a stfedni hodnota doby cekéni na odbér prvniho svarece?
— Jaké je rozdéleni doby ¢ekani na zacatek odbéru jednoho konkrétniho svarece?
— Jaky je vztah mezi zminénymi dvéma nahodnymi veli¢inami?

Uvazujme déle specidlni ptipad N = 1.

(c¢) Urcete absolutni pravdépodobnosti v ¢ase ¢, jestlize na zac¢dtku v ¢ase 0 svafe¢ proud
neodebiral s pravdépodobnosti 1.

(d) Uvazujte vnofeny fetézec {Y, }nen. Napiste jeho matici pravdépodobnosti prechodu. Kla-
sifikujte jeho stavy.

(e) Spocitejte stacionarni rozdéleni {X;,¢ > 0} i stacionarni rozdéleni {Y, },en.

(f) Oveétte, ze plati vztah uvedeny v 5.

2. V obchodé pracuji tii prodavacky. Pokud prodavacka pravé nékoho obsluhuje, pak pravdépo-
dobnost, ze zdkaznika doobslouzi v ¢asovém intervalu (¢, ¢+ h] a nikoho obsluhovat nebude, je
3h+o(h). V intervalu (t,t+ h] pfijde jeden zdkaznik s pravdépodobnosti 2k + o(h), dva nebo
vice s pravdépodobnosti o(h) a zadny s pravdépodobnosti 1 — 2h + o(h). Predpokladejme,
ze zakaznici prichazeji zaméstnavat jednotlivé prodavacky nezavisle a rovnéz ony se chovaji
nezavisle na svych kolegynich. Pokud vSechny prodavacky obsluhuji, odchazi nové prichozi
zédkaznik neobslouzen. Necht X, znaéi pocet obsluhujicich prodavacek v case t.

(a) Naleznéte matici intenzit fetézce { Xy, t > 0}.

(b) Zapiste matici pravdépodobnosti prechodu vnoteného fetézce. Klasifikujte jeho stavy.
(c) Spoctéte stacionarni rozdéleni, tj. rozdéleni v ustaleném rezimu.

(d) Spoctéte i stfedni pocet obsluhujicich prodavacek v ustdleném rezimu

Jind formulace zaddni: UvaZujme obchod se tremi prodavackami. Zdkaznici prichdzeji do
obchodu dle Poissonova procesu s intenzitou \. Doby obsluhy jednotlivijch zdkazniku jsou
nezdvislé nahodné veliciny s exponencidlnim rozdélenim s intenzitou p. Jsou-li vsechny pro-
davacky zaneprdzdnené, zdkaznik odchdzi neobsloufen (netvori se fronta). Necht X; znaci
pocet obsluhujicich prodavacek v c¢ase t.

3. Pro priklad se svafec¢i pro obecné N:

(a) Napiste jeho matici pravdépodobnosti prechodu vnoteného tetézce {Y,}nen a spoctéte
jeho stacionarni rozdéleni.
(b) Spocitejte stacionarni rozdéleni {X;,¢ > 0}.
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4. Na horskou chatu spolu vyjeli tfi kamaradi. Pti pfijezdu na chatu v case ¢ = 0 je jeden z
nich nemocny. Vlastnosti nemoci jsou takové, ze je-li zdravy jedinec v kontaktu s nemocnym
v ¢ase t, pak ten zdravy onemocni v intervalu (¢, t+h| s pravdépodobnosti 1/2h+o0(h). Jedinec
nemocny v ¢ase t se naopak v intervalu (¢,t + h] uzdravi s pravdépodobnosti 1/3h + o(h).
Uzdravovani a onemocneni jednotlivych jedinct probiha nezavisle, nemoc je mozné dostat
opakované, m4a nulovou inkubaéni dobu a zdravy jedinec nemuZe nikoho nakazit. Necht X; je
pocet nemocnych kamaradu na chaté v case .

(a) Urcete matici intenzit Markovova fetézce {X;,t > 0}.
(b) Urcete matici pravdépodobnosti prechodu vnotreného tetézce. Klasifikujte jeho stavy.

5. Nechf 7* je staciondrni rozdéleni vnoieného fetézce. Ukazte, Ze pak 7 = V~lo* je invariantni
mira {X;,t > 0}, kde V = diag{q; }ics-
Naopak, necht 7 je invariantni mira {X;,t > 0}. Pak pro n* = Vn plati "’ Q* = n**

PRIKLAD. Uvazujme spojity HMR s matici intenzit Q
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MARKOVUV RETEZEC SE SPOJITYM CASEM. Systém celo¢iselnych ndhodnych velicin {X;, ¢ > 0}
se nazyva Markovuv fetézec se spojitym Casem a spocetnou mnozinou stavu S, jestlize

P(Xt - .]|Xs - i,th - ’L.n, N ,th - Zl> - P(Xt - j|Xs - Z)

pro vSechna i, 7,41,...,i, € S a vSechna 0 < t; <ty < --- < s < t, pro kterd je pravdépodobnost

podminky nenulové.

— Budeme pracovat pouze s homogennimi fetézci, tj. s fetézci, pro které plati P(X;,, = j| X =
i) = p;j(t) pro vsechna s > 0 a t > 0. Pracujeme pak se systémem matic pravdépodobnosti
prechodu {P(t),t > 0}, kde P(0) = I.

— pi(t) = P(X; = 1) jsou absolutni pravdépodobnosti, p; = P(X, = i) jsou pocatecni pravdépo-
dobnosti. Plati p(t)T = p(0)TP(¢).

MATICE INTENZIT. Necht {X;, ¢t > 0} je homogenni Markovuv Fetézec se spojitym casem a
pravdépodobnostmi piechodu p;;(t) = P(Xs = j|Xs =4), s > 0,¢t > 0, 4,j € S, které splnujf
limy_,o1 pi;(t) = d;; pro vSechna i,j € S (tj. p;; jsou zprava spojité v 0). Pak pro vSechny stavy
1,] € 5,1 F# j existuji limity
. 1—pi(h) . pij(h)
lim ———~ =¢; = —¢; < 1 ] = ¢;j . 1
B0 h 4 U R e A Gij < (1)

Cisla ¢i; se nazyvaji intenzity prechodu ze stavu i do stavu j, ¢; je celkova intenzita a Q =

(gij)ijes se nazyva matice intenzit pfechodu.

— Je-li S kone¢nd, pak nutné ¢; = > ;i Qij Pro vSechna i. Pro nekonecné tetézce tuto rovnost
musime predpokladat.

— Je-li ¢; =0, pak p;;(t) = 1 pro vSechna ¢t > 0.

— Je-li 0 < ¢; < 00, pak ma doba, po kterou fetézec setrva ve stavu i, exponencialni rozdéleni
se stfedni hodnotou 1/¢;. Pravdépodobnost, Ze ze stavu i prejde fetézec nejdiive do stavu j je

Gij/ i Pro i # j.
ZNACENI. Vyraz f(h) = o(h) znaci, ze f(h)/h — 0 pro h — 0+.

KOLMOGOROVOVY DIFERENCIALNI ROVNICE Necht ¢; < 0o a ¢; = i ijpro viechna i € S.
Potom plati tzv. retrospektivni rovnice

P'(t) = QP(1).

Je-li S koneéna nebo je-li konvergence p;;(h)/h — ¢;; stejnomérna v i, pak plati i prospektivni
rovnice

P'(t) = P(1)Q.

— Necht je ddna koneénd matice Qyxn splitujici ¢;; > 0 proi # j a q; = — Z#i ¢ij pro vsechna i.
Pak existuje jediné reseni Kolmogorovovych dif. rovnic, stejné pro obé soustavy, které vyhovuje
pocatecni podmince P(0) = I a které predstavuje systém pravdépodobnosti prechodu Markovova
fetézce s matici intenzit Q. Plati

_ e thk

— Qt
P(t)=e 1

k=0
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VNORENY RETEZEC. Necht {X;,¢ > 0} je homogenni Markovuv Fetézec s mnozinou stavu S
a matici intenzit Q. Necht Ji,.Js,... jsou po sobé jdouci éasové okamziky, ve kterych dochdzi
k prechodim mezi stavy tohoto fetézce. Definujme

}/O:X07
Yn:XJn, n:1,2,....

Pak {Y,,,n € Ny} se nazyva vnoreny fetézec a je to homogenni Markoviv fetézec s mnozinou
stavit S a matici pravdépodobnosti prechodu Q* = (Q};)i jes, kde

dij
* _J’ ¢ >0, . . % 0 ¢g>0,
qG; =4 % proj#i, a ;=
0, ¢=0 1, ¢ =0.

Doby mezi jednotlivymi prechody jsou nezavislé ndhodné veli¢iny s exponencidlnim rozdélenim.

STACIONARNT ROZDELENf Necht {X;,¢ > 0} je homogenni{ Markovuv fetézec s mnozinou stavu S
a maticemi pravdépodobnosti prechodu {P(¢),t > 0}.
— Vektor n = {n;,i € S} se nazyva invariantni mira {X,} na S vzhledem k {P(t)}, pokud

n'P(t)=n",t>0.

— Pravdépodobnostni rozdéleni 7 na S, které je invariantni mira {X;}, se nazyva stacionarni
rozdéleni {X;}.

— Pravdépodobnostni rozdéleni a = {a;,7 € S} se nazyva limitni rozdéleni, pokud lim,_,, p;;(t) =
a; pro vsechna ¢, j € S. Pokud existuje limitni rozdéleni fetézce, je to staciondrni rozdéleni.

— Necht je vnoteny Fetézec nerozlozitelny a viechny jeho stavy jsou trvalé. Pak existuje invariantni
mira {X;}, kterd je uréena jednoznacné (az na multiplikativni konstantu) jako feseni rovnice

n'Q=0"
a 0 < n; < oo pro vsechna j € S.
Je-li Y icqm; < 00, pak m = {m;}jes, kde
1j
T = =,
! Zkes Tk

je stacionarni rozdéleni { X} a plati

lim p;;(t) = 7m;, pro véechna ¢,7 € S, lim p;(t) = m;, pro viechna j € S.
t—o00 t—00



