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Markovovy řetězce se spojitým časem

29.4.2019

1. Na stavbě pracuje N svářeč̊u, kteř́ı náhodně a nezávisle odeb́ıraj́ı proud. Svářeč, který v čase t
neodeb́ırá proud, začne v intervalu (t, t + h] proud odeb́ırat s pravděpodobnost́ı λh + o(h).
Svářeč, který v čase t proud odeb́ıral, ukonč́ı odběr v intervalu (t, t+ h] s pravděpodobnost́ı
µh+ o(h). Necht’ Xt znač́ı počet svářeč̊u, kteř́ı v čase t odeb́ıraj́ı proud.

(a) Najděte matici intenzit Markovova řetězce {Xt, t ≥ 0}.
(b) Předpokládejme, že v čase 0 neodeb́ırá proud žádný svářeč.

− Jaké je rozděleńı a středńı hodnota doby čekáńı na odběr prvńıho svářeče?

− Jaké je rozděleńı doby čekáńı na začátek odběru jednoho konkrétńıho svářeče?

− Jaký je vztah mezi zmı́něnými dvěma náhodnými veličinami?

Uvažujme dále speciálńı př́ıpad N = 1.

(c) Určete absolutńı pravděpodobnosti v čase t, jestliže na začátku v čase 0 svářeč proud
neodeb́ıral s pravděpodobnost́ı 1.

(d) Uvažujte vnořený řetězec {Yn}n∈N. Napǐste jeho matici pravděpodobnost́ı přechodu. Kla-
sifikujte jeho stavy.

(e) Spoč́ıtejte stacionárńı rozděleńı {Xt, t ≥ 0} i stacionárńı rozděleńı {Yn}n∈N.

(f) Ověřte, že plat́ı vztah uvedený v 5.

2. V obchodě pracuj́ı tři prodavačky. Pokud prodavačka právě někoho obsluhuje, pak pravděpo-
dobnost, že zákazńıka doobslouž́ı v časovém intervalu (t, t+h] a nikoho obsluhovat nebude, je
3h+ o(h). V intervalu (t, t+h] přijde jeden zákazńık s pravděpodobnost́ı 2h+ o(h), dva nebo
v́ıce s pravděpodobnost́ı o(h) a žádný s pravděpodobnost́ı 1 − 2h + o(h). Předpokládejme,
že zákazńıci přicházej́ı zaměstnávat jednotlivé prodavačky nezávisle a rovněž ony se chovaj́ı
nezávisle na svých kolegyńıch. Pokud všechny prodavačky obsluhuj́ı, odcháźı nově př́ıchoźı
zákazńık neobsloužen. Necht’ Xt znač́ı počet obsluhuj́ıćıch prodavaček v čase t.

(a) Nalezněte matici intenzit řetězce {Xt, t ≥ 0}.
(b) Zapǐste matici pravděpodobnost́ı přechodu vnořeného řetězce. Klasifikujte jeho stavy.

(c) Spočtěte stacionárńı rozděleńı, tj. rozděleńı v ustáleném režimu.

(d) Spočtěte i středńı počet obsluhuj́ıćıch prodavaček v ustáleném režimu

Jiná formulace zadáńı: Uvažujme obchod se třemi prodavačkami. Zákazńıci přicházej́ı do
obchodu dle Poissonova procesu s intenzitou λ. Doby obsluhy jednotlivých zákazńık̊u jsou
nezávislé náhodné veličiny s exponenciálńım rozděleńım s intenzitou µ. Jsou-li všechny pro-
davačky zaneprázdněné, zákazńık odcháźı neobsloužen (netvoř́ı se fronta). Necht’ Xt znač́ı
počet obsluhuj́ıćıch prodavaček v čase t.

3. Pro př́ıklad se svářeči pro obecné N :

(a) Napǐste jeho matici pravděpodobnost́ı přechodu vnořeného řetězce {Yn}n∈N a spočtěte
jeho stacionárńı rozděleńı.

(b) Spoč́ıtejte stacionárńı rozděleńı {Xt, t ≥ 0}.
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4. Na horskou chatu spolu vyjeli tři kamarádi. Při př́ıjezdu na chatu v čase t = 0 je jeden z
nich nemocný. Vlastnosti nemoci jsou takové, že je-li zdravý jedinec v kontaktu s nemocným
v čase t, pak ten zdravý onemocńı v intervalu (t, t+h] s pravděpodobnost́ı 1/2h+o(h). Jedinec
nemocný v čase t se naopak v intervalu (t, t + h] uzdrav́ı s pravděpodobnost́ı 1/3h + o(h).
Uzdravováńı a onemocneńı jednotlivých jedinc̊u prob́ıhá nezávisle, nemoc je možné dostat
opakovaně, má nulovou inkubačńı dobu a zdravý jedinec nemůže nikoho nakazit. Necht’ Xt je
počet nemocných kamarád̊u na chatě v čase t.

(a) Určete matici intenzit Markovova řetězce {Xt, t ≥ 0}.
(b) Určete matici pravděpodobnost́ı přechodu vnořeného řetězce. Klasifikujte jeho stavy.

5. Necht’ π∗ je stacionárńı rozděleńı vnořeného řetězce. Ukažte, že pak η = V−1π∗ je invariantńı
mı́ra {Xt, t ≥ 0}, kde V = diag{qi}i∈S.
Naopak, necht’ η je invariantńı mı́ra {Xt, t ≥ 0}. Pak pro η∗ = Vη plat́ı η∗TQ∗ = η∗T .

Př́ıklad. Uvažujme spojitý HMŘ s matićı intenzit Q

Q =

(
−α α

β −β

)
,

kde α, β > 0. Minule jste spočetli, že

P(t) = eQt =
1

α + β

(
β + αe−t(α+β) α− αe−t(α+β)
β − βe−t(α+β) α + βe−t(α+β)

)
.

Je-li p(0) = (p0, p1)
T počátečńı rozděleńı, pak pro absolutńı pravděpodobnost v čase t plat́ı p(t)T =

p(0)TP(t). Je-li p(t) = (p0(t), p1(t))
T , pak

p0(t) =
β

α + β
+
e−t(α+β)

α + β
(p0α− p1β), p1(t) =

α

α + β
+
e−t(α+β)

α + β
(−p0α + p1β).

Pro t → ∞ máme p(t) → 1
α+β

(β, α)T , což je limitńı (stacionárńı) rozděleńı daného řetězce, které

lze spoč́ıst i řešeńım πTQ = 0. Nezávisle na počátečńım rozděleńı p(0) se po nějakém čase t řetězec

”
ustáĺı“ na tomto stacionárńım rozděleńı. Proto také někdy hovoř́ıme o tzv. ustáleném režimu.
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Markov̊uv řetězec se spojitým časem. Systém celoč́ıselných náhodných veličin {Xt, t ≥ 0}
se nazývá Markov̊uv řetězec se spojitým časem a spočetnou množinou stav̊u S, jestliže

P(Xt = j|Xs = i,Xtn = in, . . . , Xt1 = i1) = P(Xt = j|Xs = i)

pro všechna i, j, i1, . . . , in ∈ S a všechna 0 ≤ t1 < t2 < · · · < s < t, pro která je pravděpodobnost
podmı́nky nenulová.

− Budeme pracovat pouze s homogenńımi řetězci, tj. s řetězci, pro které plat́ı P(Xt+s = j|Xs =
i) = pij(t) pro všechna s ≥ 0 a t > 0. Pracujeme pak se systémem matic pravděpodobnost́ı
přechodu {P(t), t ≥ 0}, kde P(0) = I.

− pi(t) = P(Xt = i) jsou absolutńı pravděpodobnosti, pi = P(X0 = i) jsou počátečńı pravděpo-
dobnosti. Plat́ı p(t)T = p(0)TP(t).

Matice intenzit. Necht’ {Xt, t ≥ 0} je homogenńı Markov̊uv řetězec se spojitým časem a
pravděpodobnostmi přechodu pij(t) = P(Xs+t = j|Xs = i), s ≥ 0, t > 0, i, j ∈ S, které splňuj́ı
limt→0+ pij(t) = δij pro všechna i, j ∈ S (tj. pij jsou zprava spojité v 0). Pak pro všechny stavy
i, j ∈ S, i 6= j existuj́ı limity

lim
h→0+

1− pii(h)

h
= qi = −qii ≤ ∞, lim

h→0+

pij(h)

h
= qij <∞. (1)

Č́ısla qij se nazývaj́ı intenzity přechodu ze stavu i do stavu j, qi je celková intenzita a Q =
(qij)i,j∈S se nazývá matice intenzit přechodu.

− Je-li S konečná, pak nutně qi =
∑

j 6=i qij pro všechna i. Pro nekonečné řetězce tuto rovnost
muśıme předpokládat.

− Je-li qi = 0, pak pii(t) = 1 pro všechna t ≥ 0.

− Je-li 0 < qi <∞, pak má doba, po kterou řetězec setrvá ve stavu i, exponenciálńı rozděleńı
se středńı hodnotou 1/qi. Pravděpodobnost, že ze stavu i přejde řetězec nejdř́ıve do stavu j je
qij/qi pro i 6= j.

Značeńı. Výraz f(h) = o(h) znač́ı, že f(h)/h→ 0 pro h→ 0+.

Kolmogorovovy diferenciálńı rovnice Necht’ qi < ∞ a qi =
∑

j 6=i qijpro všechna i ∈ S.
Potom plat́ı tzv. retrospektivńı rovnice

P′(t) = QP(t).

Je-li S konečná nebo je-li konvergence pij(h)/h → qij stejnoměrná v i, pak plat́ı i prospektivńı
rovnice

P′(t) = P(t)Q.

− Necht’ je dána konečná matice QN×N splňuj́ıćı qij ≥ 0 pro i 6= j a qii = −
∑

j 6=i qij pro všechna i.
Pak existuje jediné řešeńı Kolmogorovových dif. rovnic, stejné pro obě soustavy, které vyhovuje
počátečńı podmı́nce P(0) = I a které představuje systém pravděpodobnost́ı přechodu Markovova
řetězce s matićı intenzit Q. Plat́ı

P(t) = eQt =
∞∑
k=0

Qktk

k!
.
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Vnořený řetězec. Necht’ {Xt, t ≥ 0} je homogenńı Markov̊uv řetězec s množinou stav̊u S
a matićı intenzit Q. Necht’ J1, J2, . . . jsou po sobě jdoućı časové okamžiky, ve kterých docháźı
k přechod̊um mezi stavy tohoto řetězce. Definujme

Y0 = X0,

Yn = XJn , n = 1, 2, . . . .

Pak {Yn, n ∈ N0} se nazývá vnořený řetězec a je to homogenńı Markov̊uv řetězec s množinou
stav̊u S a matićı pravděpodobnost́ı přechodu Q∗ = (Q∗ij)i,j∈S, kde

q∗ij =


qij
qi
, qi > 0,

0, qi = 0
pro j 6= i, a q∗ii =

{
0 qi > 0,

1, qi = 0.

Doby mezi jednotlivými přechody jsou nezávislé náhodné veličiny s exponenciálńım rozděleńım.

Stacionárńı rozděleńı Necht’ {Xt, t ≥ 0} je homogenńı Markov̊uv řetězec s množinou stav̊u S
a maticemi pravděpodobnost́ı přechod̊u {P(t), t ≥ 0}.
− Vektor η = {ηi, i ∈ S} se nazývá invariantńı mı́ra {Xt} na S vzhledem k {P (t)}, pokud

ηTP(t) = ηT , t ≥ 0.

− Pravděpodobnostńı rozděleńı π na S, které je invariantńı mı́ra {Xt}, se nazývá stacionárńı
rozděleńı {Xt}.

− Pravděpodobnostńı rozděleńı a = {ai, i ∈ S} se nazývá limitńı rozděleńı, pokud limt→∞ pij(t) =
aj pro všechna i, j ∈ S. Pokud existuje limitńı rozděleńı řetězce, je to stacionárńı rozděleńı.

− Necht’ je vnořený řetězec nerozložitelný a všechny jeho stavy jsou trvalé. Pak existuje invariantńı
mı́ra {Xt}, která je určena jednoznačně (až na multiplikativńı konstantu) jako řešeńı rovnice

ηTQ = 0T

a 0 < ηj <∞ pro všechna j ∈ S.
Je-li

∑
j∈S ηj <∞, pak π = {πj}j∈S, kde

πj =
ηj∑
k∈S ηk

,

je stacionárńı rozděleńı {Xt} a plat́ı

lim
t→∞

pij(t) = πj, pro všechna i, j ∈ S, lim
t→∞

pj(t) = πj, pro všechna j ∈ S.
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