NAHODNE PROCESY 1. LETNI SEMESTR 2018-2019

MARKOVOVY RETEZCE S DISKRETNIM CASEM
4.3.2019

1. Necht {X,,,n € Ny} je posloupnost nezdvislych ndhodnych veli¢in s rovnomérnym rozdélenim
na {—1,0,1}. Rozhodnéte, zda jsou nésledujici posloupnosti Markovovy fetézce, a pripadné
zapiste matici pravdépodobnosti prechodu:

(a) {Sn}§°, kde 5, = 320, X,
(b) {Y,}&°, kde V,, = max{Xy,..., X,.},
(¢) {Z.}, kde Z,, = X, + X1,
Ndpovéda: Uvazujte trajektorie (—2;0;2) a (2;0;2) pro (Zo; Z1; Z2).
(d) {(Z,,U,) "}, kde U, = X, — X, 41

2. Uvazujte Galtonuv-Watsonuv proces vétveni z minulé hodiny s py = P(U,; = 0) = 1/5,
p=PU,j=1)=1/5ap, =P{U,; =2) =3/5 a Xy = 1. Ukazte, ze se jednd o homogenni
Markovuv fetézec. Napiste pravdépodobnosti prechodu ze stavu 0, 1, 2.

3. Pro 1 (b) napiste matici pravdépodobnosti prechodu vsech fadu.

4. Uvazujte Markovuv fetézec {X,,}5° s S = {0, 1} a matici pravdépodobnosti pfechodu

1—a a
P = .
( b1 b)
Spoctéte P™. Urcete rozdéleni X,,, pro pripad P(Xy = 0) = 1 i pro piipad P(X, =1) = 1.

5. Uvazujte ndhodnou prochdzku na trojihelniku, tj. Markoviv fetézec { X, } se stavy {0,1,2}
a s pravdépodobnostmi pfechodu p;; = 1/2 pokud i # j a p; = 0. Spoctéte matici pravdépo-
dobnosti prechodu n-tého radu.

6. Spoctéte 3. s vyuzitim Perronova vzorce.
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MARKOVOVY RETEZE S DISKRETNIM CASEM. Posloupnost ndhodnych velicin {X,,}>° s hodno-
tami ve spocetné mnoziné S se nazyva Markovuv fetézec s diskrétnim ¢asem a mnozinou stavi S,
pokud splnuje

P(XnJrl = ]‘Xn = Z-vanfl = infla cee XO - ZO) - P<Xn+1 = j’Xn = Z)
pro vSechna n € Ny a vSechna i, j, 4,1, ...,i € S kdykoliv P(X,,_1 = i,_1,... Xo = i) > 0.

e Podminéné pravdépodobnosti p;j(n,n + 1) = P(X,41 = j|X,, = i) se nazyvajl pravdépo-
dobnosti pfechodu ze stavu i v ¢ase n do stavu j v case n + 1. Podobné, p;;(n,n +m) =
P(Xyim = j|Xn = 1) pro m € Ny se nazyvaji pravdépodobnosti prechodu m-tého fadu.

o Jestlize p;j(n,n + m) zavisi jen na m (a nikoliv na n), pak fikdme, ze je tento Markoviv
fetézec homogenni a znacime p;; = p;;(n,n+1). Pro zjisténi homogenity Markovova Fetézce
staci vySetfit pouze pravdépodobnosti prechodu prvniho radu.

Matice P = (pi;)i jes se nazyva matice pravdépodobnosti pfechodu homogenniho Mar-
kovova fetézce. Tato matice je tzv. stochasticka, tj.

pi; =0, i,je€S, Y py=1, i€S.
jes
Plati
P(Xoim = jIXn=1)=p", i,j€S, mn>0,
je-li P(X,, =14) > 0, kde pg-n) jsou prvky matice P™.
e Pravdépodobnostni rozdéleni p = {p;,i € S}, kde p; = P(Xy = i) se nazyvd pocateéni

rozdéleni X. Oznacime-li p(n) = {p;(n),j € S}, kde p;j(n) = P(X,, = j) (tzv. absolutni
pravdépodobnosti v ¢ase n), pak

p(n)t =p™P", neN,.

PERRONUV VZOREC. Necht Ak, je ¢tvercovd matice, jejiz vlastni éisla jsou Aq, ..., A\x s ndsob-
nostmi mq, ..., my. Pak i
1 dmi—t Tadj(M — A
=2 1)l a1 { ! A )An] o
det(A] — A
kde ¥;(\) = det(\ — 4) a adj(B) zna¢i matici adjungovanou k matici B, tj. adj(B) = (cij)f(:’szl,

(A= Aj)ma
kde ¢;; = (—1)""detM;; kde M; ; vznikne z matice B vypusténim i-tého faddku a j-tého sloupce.
Jsou-li vsechna vlastni ¢isla jednoducha (tj. £ = K), pak

o adj(nI—A)
S T )

J=1



