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1. Dokazte vlastnosti (i) a (ii).

2. V sacku se seminky je N seminek, kde N méa Poissonovo rozdéleni s parametrem A > 0. Kazdé
ze seminek vykli¢i v rostlinku s pravdépodobnosti p € (0,1). Necht Z je pocet vyklicenych
rostlin.

(a) Naleznéte vytvorujici funkci ndhodné veliciny Z. Jaké ma Z rozdéleni?
(b) Ovérte na stfedni hodnoté a rozptylu Z platnost (ii).

3. Uvazujte pfedchozi piiklad s tim, ze N ma nyni geometrické rozdéleni s parametrem 1 — 6,
kde 6 € (0,1). Jaké ma Z nynf rozdéleni?

4. V dany den dorazi k bankomatu na okraji mésta NV zakazniku, kde N ma geometrické rozdéleni
s parametrem p. Kazdy zdkaznik si chce, nezavisle na ostatnich zakaznicich, vybrat ndhodny
pocet X; stokorun, kde X; ma Poissonovo rozdéleni s parametrem .

(a) Spocitejte vytvorujici funkei celkového poctu stokorun, ktery bude v dany den vybran
z bankomatu.

(b) Jaké je pravdépodobnost, ze nebude z bankomatu vybrano nic? Jaka je pravdépodobnost,
ze bude vybrana pravé jedna stokoruna?

(¢) Urcete stfedni hodnotu a rozptyl celkového poctu vybranych stokorun.

5. Uvazujte Galtoniv-Watsontiv proces vétveni. Necht X, = 1 a oznac¢me EU,; = p < o0 a
VarU,; = 0 < oo. Dokazte, ze pak plat{

n—1
EX, =u", VarX, =oco*u"! Z,uj.
=0

6. Uvazujte Galtonuv-Watsonuv proces vétveni s py = P(U,; = 0) = 1/5, py = P(Up; = 1) =
(a) Urcete stfedni hodnotu a rozptyl poctu jedincu v n-té generaci.
(b) Spoctete pravdépodobnost, ze populace vymie do ¢asu n pro n = 1, 2.

(

c¢) Urcete pravdépodobnost, Ze populace ¢asem vymfe.
(d) Urcete rozdéleni poctu jedincu ve druhé populaci.

7. Na stole lezi tfi mince. Hodime vSemi zaroven a do dalsiho kola pokrac¢ujeme pouze s mincemi,
na nichz padl lic. Pokud zadny lic nepadne, pak hra kon¢i. Mohli bychom takto hazet do
nekonec¢na? Jaka je pravdépodobnost, ze v n + 1-ni kole stale jesté mame ¢im héazet?
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TEORIE

NAHODNY SOUCET NAHODNYCH VELICIN. Necht {X}} je posloupnost iid ¢ftacich ndhodnych
velicin! a N je ¢itaci ndhodnd veli¢ina s nimi nezavisld. Oznac¢me Sy = 21]::1 Xk.

(i) Sy je citaci ndhodnd velicina s vytvorujici funkei
Psy(s) = Pn(Px, (s))-
(ii) Pro prvni dva momenty plati

ESy = ENEX,, VarSy = ENVar(X;)+ Var N(EX;)%

GALTONUV-WATSONUV PROCES VETVENI. Posloupnost ndhodnych velicin {X,,,n € Ny} udévé
pocet jedincu v generacich n = 0,1, . ... Predpokladame, ze kazdy jedinec zije pravé jednu generaci
a v dalsi generaci ma ndhodny pocet potomku, pficemz pocty potomku jednotlivych jedincu jsou
na sobé nezavislé a stejné rozdélené a jsou nezavislé na predchozim prubéhu procesu.

Predpokladejme, ze v nulté generaci je Xy = 1 jedinec. Pak lze pocet jedincu v n-té generaci
vyjadrit jako

anl
Xn: n1+Un2+"'+Uan_1 - Z Unja
j=1

kde U,1,U,s,... jsou nezavislé ndhodné veliciny stejné rozdélené jako X; = U;; a nezavislé na
Xoy ..., Xy_1. Zjevné tedy pro vytvorujici funkce plati

Px, =

PXl = PU(S),
Px,(s) = Px,_,(Pu(s)), [s|<1n=23 ...

S,

PRAVDEPODOBNOST VYMREN[ Ozna¢me jako e, = P(X,, = 0) pravdépodobnost, ze populace
vymfe do ¢asu n. Pak {e,} je neklesajici posloupnost, e, < 1 a tedy existuje limita

e:= lim e, = P( existuje n: X,, =0),
n—oo
kterd vyjadiuje pravdépodobnost, ze populace casem vymie. Je-li Xy = 1, pak Px, (s) = Py(Px,_,(5))
a pro s = 0 dostaneme e, = Py(e,_1). Limitnim pfechodem pak dostaneme rovnost e = Py(e).

Prati: Necht py = P(U,; =0) € (0,1) a p = EU,;.
(a) Je-li p <1, pak e=1.
(b) Je-li u > 1, pak 0 < e <1 a e je jediné feseni rovnice Py(s) = s na intervalu (0, 1).

!Neni-li vyslovné feéeno jinak, uvazujeme vsechny ndhodné veli¢iny vlastni.



