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Asymptotické rozděleńı
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1. Necht’ X1, . . . , Xn je náhodný výběr z exponenciálńıho rozděleńı Exp(λ) s hustotou f(x) =
λe−λxI[x ≥ 0].

(a) Nalezněte Tn maximálně věrohodný odhad λ.

(b) Vyšetřete konvergenci v pravděpodobnosti Tn pro n→∞.

(c) Nalezněte asymptotické rozděleńı
√
n(Tn − λ).

(d) Uvažujte Un = 1
n

∑n
i=1 I[Xi > 1]. Vyšetřete konvergenci v pravděpodobnosti Un a nalezněte

asymptotické rozděleńı Un.

(e) Definujme Vn = − log(Un). Vyšetřete konvergenci v pravděpodobnosti a nalezněte asympto-
tické rozděleńı Vn.

2. Necht’ X1, . . . , Xn je náhodný výběr z rozděleńı s hustotou f(x) =
p

x1+p
I[x ≥ 1], kde p > 0.

(a) Najděte Tn maximálně věrohodný odhad parametru p.

(b) Ukažte, že pro n→∞ plat́ı Tn
P→ p.

(c) Najděte asymptotické rozděleńı náhodné veličiny
√
n (Tn − p).

(d) Uvažujte odhad Un = Xn/(Xn−1). Ukažte, že se jedná o momentový odhad p a vyšetřete
konvergenci v pravděpodobnosti Un.

(e) Odvod’te asymptotické rozděleńı Un.

(f) Pro p = 3 odvod’te asymptotické rozděleńı náhodné veličiny Zn = (Xn)3. Porovnejte
rozptyl Zn s jej́ım asymptotickým rozptylem.

3. Necht’ X1, . . . , Xn tvoř́ı náhodný výběr z exponenciálńıho rozděleńı s parametrem λx > 0, a
necht’ Y1, . . . , Yn jsou od nich nezávislé, a tvoř́ı náhodný výběr z exponenciálńıho rozděleńı
s parametrem λy > 0. Odvod’te asymptotické rozděleńı náhodné veličiny Tn = Xn/Y n.

4. X1, X2, . . . , Xn tvoř́ı náhodný výběr z binomického rozděleńı Bi(2, p), kde p ∈ (0, 1). Necht’

Yi = I[Xi = 0].

(a) Vyšetřete konvergenci v pravděpodobnosti Un =
√
Xn + Y n − 1.

(b) Nalezněte asymptotické rozděleńı Un.

(c) Uvažujte náhodné vektory tvaru (Xn/2, Un)T . Vyšetřete jejich konvergenci v pravděpo-
dobnosti a nalezněte asymptotické rozděleńı.
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Opakováńı z přednášky

Delta metoda

− Jednorozměrná verze: Necht’ {Tn} splňuje
√
n(Tn − µ)

D→ N(0, σ2) pro nějaké µ ∈ R a σ2 ≥ 0 a
necht’ g : R→ R má spojitou derivaci na nějakém okoĺı bodu µ, pak

√
n(g(Tn)− g(µ))

D→ N(0, [g′(µ)]2σ2), n→∞.

− Obecná verze: Necht’ {Tn} splňuje
√
n(Tn − µ)

D→ Nk(0,Σ) pro nějaké µ ∈ Rk a Σ ∈ Rk×k

pozitivně semi-definitńı, a necht’ g = (g1, . . . , gm)T : Rk → Rm má spojitý Jakobián

Dg(x) =


∂g1
∂x1

. . . ∂g1
∂xk

∂g2
∂x1

. . . ∂g2
∂xk

. . . . . . . . .
∂gm
∂x1

. . . ∂gm
∂xk


na nějakém okoĺı bodu x = µ. Pak

√
n (g(Tn)− g(µ))

D→ Nm(0, (Dg(µ))Σ(Dg(µ))T), n→∞.

Centrálńı limitńı věta (CLV): Necht’ {Xn} je náhodný výběr z rozděleńı se středńı hodnotou
µ a konečnou rozptylovou matićı Σ. Pak plat́ı

√
n(Xn − µ)

D→ N(0,Σ), n→∞.
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