1. MnoziNA C

Definice. Mnozinou komplexnich éisel rozumime mnozinu R2.
MnoZinu komplexnich cisel znacime C.

Na mnoziné C definujeme operace
e s¢itani + jako v R?
e nasobeni . predpisem

(x,y).(u,v) = (xu — yv, v + Yu).

Pozorovani. Obé operace jsou komutativni.
Pozorovani. Jednotkovym prvkem je (1,0).

Pozorovani. K prvku (z,y) € C, (z,y) # (0,0) existuje pravé jeden
wnverzni prvek dany predpisem

T Y
x2_|_y2’ x2+y2 :

1.1. Zakladni vlastnosti komplexnich ¢isel.

e Mnozina C s operacemi sc¢itani a nasobeni tvori komutativni
téleso.

e Té¢leso R je izomorfni podtélesu {(z,y) € C:y = 0}.

e Na C neni definovano pfirozené uspoiadani.

Véta. ,Zdkladni véta algebry.“ Kazdy polynom stupné alespon 1 s
komplexnimi koeficienty ma alespon jeden koien v C.

Pro polynomy stupné 1 az 4 lze najit predpis pro feSeni, pro stupen 5 a
vyssi neni zndm ,algebraicky“ ditkaz. Dokazeme pozdéji jako aplikaci
komplexni analyzy.

1.2. Zapisy komplexniho ¢isla. Prvek (0,1) ozna¢ime jako i.
e Algebraicky. Prvek (z,y) zapisujeme jako = + iy, prvek (z,0)
zkracené jako x.
e Maticovy. Prvek (x,y) zapisujeme jako ( _xy i ) . S¢itani a

nasobeni na C odpovida sc¢itani a nasobeni matic.
e Trigonometricky. Prvek (z, y) zapisujeme jako r(cos p+isin ¢).
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2. ZAKLADNI OPERATORY NA C

Pro z = o + iy = r(cos ¢ + isin @) definujeme tyto operatory.
e Realna ¢ast. Rez ==«
e Imaginarni ¢ast. Imz ==z
e Absolutni hodnota (modul). |z| = /22 +y2 =7
e Cislo komplexné sdruzené. z = = — iy
e Argument argz = ¢, hlavni hodnota argumentu volba ¢ €
[—7, ), znac¢ime Arg.
Vlastnosti:
Pro kazda z,w € C plati

e fw=ZzZ+w

o 2z =|z|?

o |zw| = |z[[w]

* [Rez| <z, [Imz| < ||
° |z = 7]

3. C JAKO METRICKY PROSTOR

e Metrika na C je definovana jako d(z,w) = |z — w].

e Metrika na C je izomorfni metrice na R2.

e Oteviené, uzaviené, kompaktni mnoziny stejné jako v R2

e Limita posloupnosti, limita funkce, spojitost stejné jako v R2.
C jako vektorovy prostor.

e Vektorovy prostor dimenze 2 nad R
e Vektorovy prostor dimenze 1 nad C

4. KOMPLEXN{ FUNKCE REALNE PROMENNE

Komplexni funkce realné proménné je zobrazeni f : M — C, M C R.
Rozsiteni béznych pojmi:
e Derivace. Derivaci funkce f v bodé x rozumime ¢islo
y—r Y —x
pokud tato limita existuje (v C.)
e Primitivni funkce. Funkce F' : (a,b) — C je primitivni funkce
k f na (a,b), jestlize F'(x) = f(x) pro v8echna = € (a,b).
e Integral. Riemanniv, Lebesguetv integral z funkce f definu-
jeme jako

/abf(:c)d:c _ /ab Ref(x)derz’/ab I f (x')dz,



pokud oba integraly na pravé strané konverguji.

Snadné pozorovani:
Necht Necht f: M — C, je komplexni funkce redlné proménné, a € R
a z € C. Pak plati
o lim, ,,, f(x) =z, pravé kdyz lim, ., Ref(z) = Rez alim, . Imf(z) =
Imz. Podobné pro limity zleva a oboustranné.
e [ je spojitd (zleva, zprava) v bodé a, pravé kdyz obé funkce
Ref a Imf jsou spojité (zleva, zprava) v bodé a.
e f'(z) existuje, pravé kdyz existuji vlastni derivace (Ref)'(z) a
(Imf)'(z). Pak f'(z) = (Ref)'(z) +i(Imf)'(x).
e Funkce F': (a,b) — C je primitivni funkce k f na (a,b), pravé
kdyZz ReF je primitivni funkei k Ref na (a,b) a ImF je primi-
tivni funkei k Imf na (a, b).
Véta. Odhad integralu Necht a < b jsou redlné ¢isla a f : [a,b] — C je
spojita funkce. Pak plati

/a  Ha)ds

5. KOMPLEXN{ FUNKCE KOMPLEXNf PROMENNE

< / F(@)]dz < (b— a) max | f(z)|-

z€[a,b]

Komplexni funkce komplexni proménné je zobrazeni f : M — C, M C
C.
Definice. Necht f je komplexni funkce komplexni proménné a a € C.
Potom derivaci funkce f v bodé a rozumime cislo

f'(a) — lim f(Z) B f(a’)7

z—a Zz—Qa
pokud tato limita existuje (v C.)
Definice. Necht Q) C C, Q oteviena. Rekneme, Ze funkce f je holo-
morfni na mnoziné 2, pokud méa v kazdém bodé Q derivaci. Necht
M C C. Rekneme, 7e funkce f je holomorfni na mnoziné M, pokud
existuje 2 C C, Q oteviena, M C Q2 a f je holomorfni na €.
Definice. Funkce holomorfni na C se nazyva celd funkce.
Pro funkei f komplexni proménné oznacime fi(z,y) = Ref(z + iy) a
fo(z,y) =Imf(z +iy) a f = (f1, f2)-
Véta. Cauchy-Riemannovy podminky Nechf z = a +ib, kde a,b € R.

Pak f ma v bodé z derivaci podle komplexni proménné, prave kdyz f
mé v bodé (a,b) totélni diferenciél a plati

oh _0f 0K _ _Oh
oxr Oy oy ox
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Véta. Necht z = a+1ib, kde a,b € R. Pokud existuje f'(z), je Jacobiho
determinant f v bodé (a, b) roven |f'(2)?.
Poznamky
e Véty o aritmetice a sklddani derivaci plati pro derivaci kom-
plexni funkce stejné jako pro derivaci realné funkce.
e Pro funkci f komplexni proménné a g funkci realné proménné
a x € R plati

(f(g(x)))" = f'(g(x))(g(x))",

pokud derivace na pravé strané existuji.

e Pokud ma f v bodé z derivaci, potom je v z spojita.

e Pokud 2 C C je oteviena konvexni mnozina a pro kazdé z € ()
plati f'(z) =0, potom f je na {2 konstantni.

6. MOCNINNE RADY

Definice. Necht a € C a {c,}22, je posloupnost komplexnich ¢isel.
Nekonec¢nou fadu funkei tvaru

oo

(*) ez — a)"

n=0

nazyvame mocninnou fadou o stiedu a. Polomérem konvergence této
fady rozumime R € [0, +-00] definované vzorcem

o0

R = sup{r € [0, +o0) : Z lea|r™  konverguje}.

n=1

Mnozinu
Ul(a,R)={2€C:|z—a| < R},

nazyvame kruhem konvergence této rady.

Véta. Kazdad mocninnéd fada konverguje absolutné a lokalné stejno-
mérné na svém kruhu konvergence.

L = limsup /e,

n—o0

Véta. PoloZzme

Potom polomér konvergence fady (*) je R = % pokud L >0 a R = o0
pro L = 0. Pokud existuje

K = lim |Cn+1‘,
n—00 ’Cn|

pak K = L.



Pozorovani. Rady

o) . %) ¢ .
chn(z—a) ' Zn—l—l(Z_a) 1
n=1

n=0

maji stejny polomér konvergence jako (*).
Pro fadu (*) definujeme funkci

f2) = culz—a)"

n=0
na U(a, R).
Véta. Funkce f je holomorfni na U(a, R) a

F() = nea(z — )t

na U(a, R). Ozna¢me

F(z) = Z Cn 1(2 —a)"!

+
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n=0

na U(a, R), potom F'(z) = f(z) na U(a, R).

7. ELEMENTARNI FUNKCE

7.1. Exponencialni funkce.

Definice. Pro z € C definujme
exp(z) = e* = Z =

n!
n=0

Funkci exp nazyvame exponencialni funkce.
Pozorovani. Na R splyva s obvyklou definici e*.
Véta. Viastnosti funkce exp.
e Funkce exp je definovana na C, je na C holomorfni a plati
exp’(z) = exp(z) pro z € C.
e Pro z,w € C plati exp(z + w) = exp(z) exp(w).
e Fuleriv vzorec Pro b € R plati exp(ib) = cosb + isinb.
e Pro z =a+bi, a,b € R plati exp(z) = e*(cosb + isinb).

e Pro z € C plati exp(z) # 0, exp(Z) = exp(z), | exp(z)| = eRe=.
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OBRAZEK 1. Reexp(z)

7.2. Goniometrické a hyperbolické funkce.

Definice. Pro z € C definujeme:
exp(iz)—exp(—iz)

24 '
exp(iz)+exp(—iz)

e Funkci sinus: sin z =
e Funkci kosinus: cos z =

e Funkci hyperbolicky sinus: sinh z = exp(z)—exp(=2)

exp(z) +exp(=2)

e Funkci hyperbolicky kosinus: cosh z = 5

Pozorovani. Na R splyva s obvyklou definici.

Véta. Viastnosti goniometrickych a hyperbolickych funkci.

e Funkce sin, cos, sinh, a cosh jsou definovany na C a jsou na C
holomorfni.
e Pro kazdé z € C plati

sinhiz = isin 2, coshiz = cos z, exp(z) = cos z + isin 2.
e Pro kazdé z € C plati
sin’ z = cos z, cos’ z = —sin z, sinh’ z = cosh 2z, cosh’ z = sinh z.

e Pro kazdé z € C plati sin® z + cos? z = 1, cosh? z — sinh? z = 1.
e Souctové vzorce plati stejné jako v R.

Véta. Funkce exp zobrazuje C na C \ {0}.

7.3. Komplexni logaritmus.

Reélny logaritmus (definovany na (0, 00)) budeme znacit In.



OBRAZEK 3. Resin(z)

Definice. Pro z € C\ {0} oznac¢me
logz = {w € C: exp(w) = z}.

Hlavni hodnotou logaritmu z nazveme w € logz takové, ze Imw =
[—7, 7). Hlavni hodnotu zna¢ime Logz.



OBRAZEK 4. Imlog(z)

Poznamka. Néktefi autofi pouzivaji opa¢nou konvenci pro Log a log,
nebo jiny interval, napf [0, 27).
Véta. Viastnosti logaritmu.
e Pro kazdé z € C\ {0} plati Logz = In |z| 4+ iArgz.
e Pro kazdé z € C\ {0} plati log z = {(Logz) + 27ki : k € Z}.
e Funkce Logz je holomorfni na mnoziné C \ (—o0,0] a na této
mnoziné plati Log'z = 1/z.

7.4. Obecna komplexni mocnina.

Definice. Pro z € C\ {0} a a € C znac¢ime
2% = exp(alogz)

maq(z) = {exp(aw) : w € log z}.

Pozorovani. Pro z € C\ {0} plati 2° = 1, my(z) = {1}. Definice 2"
pro n € N odpovida algebraické definici. Déle z=* = 1/2*. Pro a = 1/n,
n € N méd mnozina m,(z) n prvki.

8. Krivky v C.

Definice. Ktivkou v C rozumime spojité zobrazeni uzavieného inter-
valu do C.

Definice. Je-li ¢ : [a,b] — C kiivka, pak



e obrazem kiivky rozumime jeji obor hodnot, zna¢ime (),
e pocateénim bodem kfivky rozumime ¢(a), koncovym bodem

bod ¢(b),
e kiivku ¢ nazyvame uzavienou, pokud ¢(a) = ¢(b),
e opacnou kiivkou k ¢ rozumime kiivku =~¢ : [-b,—a] — C
definovanou vztahem —p(t) = p(—t).
Definice. Necht ¢ : [a,b] - C a ¢ : [¢,d] — C jsou kfivky pro
které plati ¢(b) = 9(c), pak jejich spojenim ¢ + 1 rozumime kiivku
definovanou na intervalu [a,b + d — ¢] vztahy (¢ + ¥)(t) = (t) pro
t €la,bla(e+)(t)=1v({t—b+c)prote (bb+d— .
Priklady ktivek
e Orientovana tsecka ¢(t) = z(1 —t) +wt; t € [0,1] (z bodu z do
bodu w.)
e Kruznice ¢(t) = z +re; 2 € C,r > 0, t € [0,27] (o stiedu z a
poloméru r.)
e Lomena cara je spojeni kone¢né mnoha orientovanych tsecek.

Definice. Cesta je po ¢astech hladka kiivka. (Tedy mé spojitou de-
rivaci vyjma nejvyse konec¢né mnoha bodt, ve kterych ma derivace
vlastni jednostranné limity.)

Definice. Délkou cesty ¢ : [a,b] — C rozumime

b
M@z/www.

Integral podél cesty

Definice. Nechf ¢ : [a,b] — C je cesta a f je spojita funkce na (p).
Potom definujeme integral f podél ¢ jako

b
[ sz = [ rotns o
%) a
Véta. Viastnosti integralu podél cesty. Necht ¢ : [a,b] — C je cesta a f
je spojita funkce na (y).

e Necht h je rostouci C' zobrazeni intervalu [c, d] na [a, b], pak

- f(z)dz = /wf(z)dz.

L F(2)dz = — y F(2)dz.
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e Necht ¢ : [¢,d] — C je kfivka pro kterou plati ¢(b) = ¥(c), a g
je spojita funkce na (p + ), pak

/Wg(z)d,zZ /@g(z)der/wg(z)dZ‘
[ et < om0

Definice. Necht G C C je oteviend a f : G — C je funkce. Funkci F’
nazveme primitivni funkei k f na G pokud

F'(z) = f(2)

pro kazdé z € G.

Véta. Necht G C C je oteviend, f : G — C je spojita funkce a F' je
primitivni k f na G. Necht ¢ : [a,b] — C je cesta takova, ze () C G.
Potom

/ﬂmmzﬂﬂm—Fww»

Pokud ¢ je uzaviend kiivka, pak f@ f(z)dz =0.

9. OBLAST

Definice. Oteviena mnozina €2 C C je souvisla, pokud neexistuji dve
neprazdné disjunktni oteviené mnoziny G, Gy C 2 takové, ze G U
G5 = (). Souvislou otevienou mnozinu v C nazyvame oblast.
Definice. Oteviena mnozina 2 C C je kiivkové souvisla, pokud pro
kazdé dva body z,w € Q existuje kiivka ¢ tak, ze z,w € (p) C Q.
Véta. Charakterizace oblasti. Oteviend mnozina ) C C je souvisla,
pravé kdyz je kfivkové souvisla. (Déle plati, Ze kazdé dva body € lze
spojit lomenou ¢arou.)
Véta. Primitivni funkce a krivkovy integrdal. Necht © C C je oblast a
f:Q — C je spojita funkce. Pak nasledujici podmiky jsou ekvivalentni
(1) f ma v Q primitivni funkci.
(2) Pro kazdé dvé cesty ¢ : [a,b] — Q a1 : [¢,d] — Q takové, Ze
p(a) = ¥(c) a (b) = 1(d) plati

(0)
/@ F(2)dz = /w F(2)dz.

(3) Pro kazdou uzavienou cestu ¢ : [a, b] — 2 plati

[o f(2)dz = 0.
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10. TECHNICKE VETY O KRIVKOVEM INTEGRALU

Véta. Necht ¢ : [a,b] — C je cesta

e Necht pro n € N jsou funkce f,, spojité na (p). Necht funkce f,
konverguji stejnomérné na (p) k funkci f. Potom f(p fn(z)dz —

e Necht G C C je neprazdné oteviend mnozina a F : (p) xG — C
je spojita funkce. Pak funkce

g(z) = LF(w,z)dw

je spojita na G.
Véta. Necht ¢ : [a,b] — C je cesta, G C C je neprazdna oteviena
mnozina, F': (¢) x G — C je spojita funkce a komplexni derivace F’
podle druhé proménné je spojita na (p) x G. Pak funkce

g(z) = /¢ F(w, 2)dw

je holomorfni na G a pro z € G plati

g’(z):/%F(w,z)dw.

11. PRIRUSTEK LOGARITMU PODEL CESTY

Véta. Necht ¢ : [a,b] — C je cesta a funkce f je holomorfni a nenulova
na (o) a f’ je na (p) spojita. Necht L, € log(f(¢(a))). Potom funkce

f'(2)
o [(2)

kde t € [a,b] a ¢; je kiivka definovana na [a,t] jako ¢i(s) = ¢(s), je
spojita a plati eX® = f(p(t)).

Definice. Necht ¢ : [a,b] — C je cesta a funkce f je holomorfni a
nenulova na (p) a f’ je na () spojita. Pak A, log f = o J;((j))dz
nazveme piirtistek logaritmu f podél cesty . Funkce L z predeslé véty
se nazyva spojita vétev logaritmu podél cesty .

L(t) = L, +

dz,

Pozorovani. Dvé spojité vétve logaritmu podél cesty se lisi o celoci-
selny nasobek 27i.
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11.1. Pfirustek logaritmu podél kiivky.

Je mozné rozsifit definici vétve logaritmu i na kiivky.

Véta. Necht ¢ : [a,b] — C je kiivka a funkce f je spojita a nenulova na
(). Pak existuje spojita funkce L(t) na [a, b] takova, ze e*) = f(p(t)).
Pokud L, a Ly jsou dvé takové funkce, pak existuje k € Z tak, ze
Ly + 2kmi = Lo.

Definice. A, log f = L(b) — L(a) nazveme pfirtstek logaritmu f podél
kiivky ¢. Funkce L z predeslé véty se nazyva spojita vétev logaritmu
podél kiivky .

Pozorovani. Pokud je ¢ cesta, je priristek logaritmu podél cesty ¢
roven prirtstku logaritmu podél kiivky ¢.

11.2. Index bodu k cesté.

Definice. Nechf ¢ je uzaviena cesta a a € C\ (¢). Pak index bodu a
vzhledem k cesté ¢ je definovan jako

) 1 dz
indya = — .
27 o2 —a

ini. inda = L _
Pozorovani. ind,a = 5-A,log(z — a).

Poznamka. Pomoci pfiristku logaritmu je mozné definovat index bodu
k uzaviené kiivce.

11.3. Komponenta.

Definice. Necht M C C je mozina. Mnozinu A C M nazveme kompo-
nentou A, pokud je maximalni souvislou podmnozinou M.

Pozorovani. Komponenty oteviené mnoziny jsou oteviené.

11.4. Vlastnosti indexu.

Véta. Necht ¢ je uzaviend cesta, pak funkce ind, je definovand na
C\ (p) a plati

(1) Funkce ind,, nabyva pouze celodiselnych hodnot,
(2) funkce ind,, je konstantni na kazdé komponenté C \ (¢)
(3) a funkce ind,, je nulova na neomezené komponenté C \ (p).
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OBRAZEK 5. Na Mobiové prouzku Jordanova véta neplati

11.5. Jordanova véta (bez dikazu).

Véta. Jordanova véta pro cesty. Necht cesta ¢ : [a,b] — C je prosta na
[a,b) a uzaviend. Pak mnozina C\ (¢) ma pravé dvé komponenty, jednu
omezenou a jednu neomezenou. Index bodt na omezené komponenté k
¢ je bud 1 nebo —1.

Véta. Jordanova véta pro krivky.Necht kiivka ¢ : [a,b] — C je prosta
na [a,b) a uzaviena. Pak mnozina C\ () ma pravé dvé komponenty,
jednu omezenou a jednu neomezenou.

12. CAUCHYOVA VETA

12.1. Cauchyova véta pro trojuhelnik.

Pro t¥i body z,v, w € C definujeme 7, ., = [z, v]+ [v, w]+ [w, 2], ([z, V]
je tsecka spojujici z a v) a T, ,,, mnozinu vsech konvexnich kombinaci
z,v,w. (T je trojuhelnik, 7 je jeho hranice.)

Véta. Cauchy-Goursatova Necht z,v,w € Q C C, kde Q oteviena,
T,pw C €, necht p € Q a necht f je spojitd na {2 a holomorfni na
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OBRAZEK 6. Kochova ktivka

Q\ {p}. Potom
/ f(z)dz = 0.

12.2. Cauchyova véta pro hvézdovitou mnozinu.

Definice. Mnozina M C C se nazyva hvézdovita, pokud existuje zg €
M tak, ze pro kazdé z € M je tisecka [z, z] cela obsazend v M.
Véta. Cauchyova véta pro hvézdovitou mnozinu. Necht Q C C je ote-
viena hvézdovitda mnozina a necht p € €. Necht f je spojitd na € a
holomorfni na Q \ {p}. Potom f ma primitivni funkci na Q. (A tedy
pro kazdou uzavienou cestu ¢ : [a, b] — Q plati fsa f(2)dz=0.)

12.3. Lepeni primitivnich funkci. Pozorovani. Nechf jsou mno-
ziny G1, Gy C C oteviené a mnozina G; N G5 je souvisla. Necht funkce
f méa primitivni funkci v G; i v G2. Potom f mé primitivni funkci

G1UGo.

13. CAUCHYUV VZOREC

13.1. Cauchytv vzorec pro kruh.

Véta. Cauchyiiv vzorec pro kruh Necht funkce f je holomorfni na uza-
vieném kruhu o stiedu a € C a poloméru r > 0 a necht ¢(t) = a+re*,
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t € [0,27]. (Kruznice o stiedu a a poloméru r.) Potom pro kazdé

w € Ula,r) plati
flw) = 2%”/ /) dz.

Z—Ww

Déle ma funkce f v bodé w derivace vSech 1adt a plati

FO () = n! /( f(2) dx

2w ), (z—w)nt
Pozorovani. Funkce holomorfni na mnoziné M C C m4 na této mno-
ziné derivace vSech radi.
Pozorovani. Necht Q) C C je oteviend, necht p € 2 a necht f je spojita
na Q a holomorfni na Q\ {p}. Potom f je holomorfni na .

13.2. Cauchytv vzorec — dusledky.

Pozorovani. Necht funkce f je holomorfni na uzavieném kruhu o
sttedu a € C a poloméru r > 0, potom

f(a)

1 2w )
=5 i fla+re™)dt.

Véta. Vyjadreni mocninnou tadou Nechf funkce f je holomorfni na
U(a,r), a € Car >0.Pak f jena U(a,r) sou¢tem mocninné rady

o
Z cn(z —a)",
n=0

kde pron € N
f(a)

n!

Cp =

a co = f(a).
Véta. Cauchyiv odhad Necht funkce f je na U(a,r), a € Car >0

souctem tady
oo
E Cn(z —a)".
n=0

Pro 0 < ¢ < r oznac¢ime M, = sup{|f(2)|;|z — a| = o0}. Potom pro
n > 0 celé plati
Cp < —.
QTL
Véta. Liouvilleova Kazda omezend celd funkce je konstantni.

Véta. ,Zdkladni véta algebry.“ Kazdy polynom stupné alespon 1 s
komplexnimi koeficienty méa alespon jeden koten v C.
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Véta. O korenech Nechtf funkce f je holomorfni na U(a,r), a € C a
r > 0. Necht f(a) = 0 a f neni konstantni na U(a,r). Pak existuje
pravé jedno n € N a pravé jedna funkce g holomorfni v U(a,r) tak, ze
pro kazdé z € U(a,r)

a g(a) # 0.
Véta. O jednoznacnosti Necht € je oblast a f, g jsou funkce holomorfni
na 2. Necht mnoZina

{z€Q: f(z) = g(2)}
ma hromadny bod v 2. Potom f = ¢ na €.

Véta. Princip maxima modulu Necht € je oblast a f je holomorfni
funkce na €2, pak | f| nenabyva nikde v Q ostrého lokélniho maxima.

Véta. Necht  je omezend oblast a f je holomorfni funkce na €2 kterd
je spojitd na . Pak |f| nabyva svého maxima na 2 v bodé, ktery lezi
na hranici €.

Véta. Morerova Necht G C C je oteviend a [ je spojitd funkce na G
takova, ze pro kazdy trojuhelnik 7' C G s hranici 7 plati

/T f(2)dz =0,

Véta. Weierstrassova Necht G C C je oteviena a f, jsou holomorfni
funkce, které lokalné stejnomérné konverguji k funkci f. Pak f je ho-
lomorfni v G a pro kazdé m € N funkce fr(bm) konverguji k (™ lokalné
stejnomérné.

pak f je holomorfni na G.

14. ROZSIRENT MNOZINY C

14.1. Prvek oo.

Mnozinu C rozsifime o prvek oco. Znac¢ime C = CU {oo}. Pro e > 0
oznacime

1
U(oo,€) = {z D z] > g} U {o0}.
Také pro a € C a r > 0 ozna¢ime
P(a,r) = Ula,r) \ {a}.

(Prstencové okoli a.)

Definice. Rekneme, 7e funkce f : C — C ma limitu A € C v %, € C,
pokud pro kazdé ¢ > 0 existuje 6 > 0 tak, ze pro kazdé w € U(zg,0) \
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OBRAZEK 7. Sterograficka projekce, Riemannove sféra

{z0} plati f(w) € U(A,¢). Pokud mé funkce f v bodé zp limitu f(z),
fekneme, Ze je f spojita v zo.

Poznamka. Pro symbol co a z € C a w € C\ {0} funguje aritmetika

limit takto: z + 00 =2 —00 =00, w-00=F =00, Z =00, Z =0.

bz 7 o0

Naopak vyrazy jako oo + 0o nebo 0o/oco nejsou definovény.

14.2. Stereograficka projekce.
Definice. V R? ozna¢ime S? jednotkovou sféru {(z,y, 2) : 22 +y*+2° =
1}. Definujeme zobrazeni

T +y
1—2

x(z,y,2) =

pro z # 0 a x(0,0,1) = oo. Toto zobrazeni se nazyva stereograficka
projekce.

Pozorovani. Zobrazeni y je homeomorfismus S\ {(0,0,1)} a C. (Také
je to homeomorfismus C a S%.) Pokud ozna¢ime inverzni zobrazeni k
P = x7!, miizeme na C definovat metriku d(z,w) = |P(z) — P(w)|,
ktera vede k pojmu limity, ktery se shoduje s vyse definovanou limitou.
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15. KLASIFIKACE SINGULARIT

Véta. Casorati-Weierstrassova Necht a € C a r > 0, a funkce f je ho-
lomorfni na P(a,r). Pak nastdva pravé jedna z nésledujicich moZznosti:

(1)

(2)

(3)

Existuje takové o € (0,7), Ze f je omezend na P(a,p). Pak
existuje vlastni lim, ,, f(z). Dodefinujeme-li funkci f v bodé a
hodnotou této limity, dostaneme funkeci holomorfni na U(a, r).
Pak tikame, ze f ma v bodé a odstranitelnou singularitu.

lim, ,, f(z) = oo. Pak existuje pravé jedno p € N, pro které
existuje vlastni nenulova lim, ,,(z — a)? f(2). Navic existuji jed-

noznacné urcend cisla a_q,...,a_, tak, ze funkce
I S
f(z) (z —a) (z—a)p

ma v bodé a odstranitelnou singularitu. Pak fikame, ze f ma v
bodé a pdl nasobnosti p.

lim, ,, f(2) neexistuje. Pak pro kazdé ¢ € (0,r) je mnozina
f(P(a,p)) hustd v C. Rikame, %e f ma v a podstatnou singu-
laritu.

15.1. Vlastnosti funkce v oco.

Definice. Nechf je funkce f definovand na U(oco,r), r > 0. Potom
fekneme, ze funkce f je holomorfni v oo, resp. Ze f méa kofen nasobnosti

p Vv oo,

pokud ma tyto vlastnosti funkce g(z) = f(1/z) v 0.

Definice. Necht je funkce f definovand na P(co,r), r > 0. Potom
fekneme, ze funkce f ma v bodé oo odstranitelnou singularitu, pdl
nasobnosti p, nebo podstatnou singularitu pokud méa ma tyto vlastnosti

funkce g(z) = f(1/2) v 0.

16. LAURENTOVA RADA

Definice. Nechf a € C a {¢,}?° _ je posloupnost komplexnich ¢isel.
Nekonecnou fadu funkci tvaru

(*)

o

Z Cn(z—a)"

n=—oo

nazyvame Laurentovou radou o stiedu a. Mocninnou fadu

Z cn(z—a)"
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nazyvame regularni ¢asti fady (*) a fadu

-1
() > e —a)

n=—oo
nazyvame hlavni ¢ast fady (*).
Definice. Pro 0 <r < R < o0 a a € C oznac¢ime
P(a,r,R) ={2€ C:r <|z—a| <R},

tuto mnozinu nazyvame mezikruzi o stfedu a, vnitinim poloméru r a
vnéjsim poloméru R.

Pozorovani Pro Laurentovou fadu (*) existuji r, R € [0, 00] tak, ze
regularni cast fady konverguje absolutné a lokdlné stejnomérné na
Ul(a, R) a diverguje na C\ U(a, R) a hlavni ¢4st fady konverguje abso-
lutné a lokalné stejnomérné na C\ U(a, r) a diverguje na U (a, r). Pokud
je mnozina P(a,r, R) neprazné, nazveme ji mezikruzim konvergence.
Pozorovani Nechft 0 < r < R < 00, a € C a # € [0,27], pak na
mnoziné
P(a,7,R)\ {a+te";t € [0,00)}

ma kazda holomorfni funkce primitivni funkci.

16.1. Cauchytv vzorec pro mezikruzi.

Véta. Cauchyiv vzorec pro mezikruzi Necht funkce f je holomorfni
na P(a,r,R), a € C,0 <r < R < 00, ozna¢me pro g € (1, R) p,(t) =
a+ e, t € [0,2n]. Potom f% f(2)dz nezévisi na g a pro z € P(a,r, R)
ar<p <|z—al <o <R plati

L fw) L[ f(w)
1G) =55 / w— 2T 5 / w— 2

16.2. Vyjadreni Laurentovou radou.

Véta. Vyjadreni Laurentovou tfadou Necht funkce f je holomorfni na
P(a,r,R),a € Ca 0 <r < R < oco. Pak f je na P(a,r, R) souc¢tem

Laurentovy rady
o)

Z cn(z —a)",

n=—0oo

kde pron € Z a ¢ € (1, R)

Cn = L/ —f(w) dw

2w f,, (w—a)t
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Véta. Necht funkce f je holomorfni na P(a,0,R),a € Ca0 < R < 0.
Necht

oo

Z Cn(z —a)"

je Laurentovou fadou funkce f na P(a,0, R). Pak funkce f ma v a

(1) odstranitelnou singularitu, pokud pro kazdé celé n < 0 ¢, = 0,

(2) pdl, pokud existuje celé p < 0, ¢, # 0 a pro kazdé celé n < p
Cp = 07

(3) podstatnou singularitu, pokud ¢, # 0 pro nekoneéné mnoho
celych cisel n < 0.

17. REZIDUOVA VETA

Definice. Reziduum Necht funkce f je holomorfni na P(a,0, R), a € C
a0 < R < oco. Nechf

o

Z Cn(z —a)"

n=—oo

je Laurentovou fadou funkce f na P(a,0, R). Pak reziduem f v bodé
a nazveme cislo

res,f = c_1.
Véta. Reziduova véta Necht Q C C je oteviend mnozina, M C § ko-
nefnd mnozina a ¢ : [a,b] — Q\ M uzaviena cesta. Pfedpokladejme,
ze pro () a ¢ plati Cauchyova véta, tj. f@ g(z)dz = 0 pro kazdou funkci
¢ holomorfni na €2 . Pak pro kazdou funkei f holomorfni na Q\ M plati

/ f(2)dz = 2mi Z ind,ares, f.
)

aeM

Pozorovani. Pravidla pro vijpocet rezidua Necht f a g jsou holomorfni
funkce v néjakém prstencovém okoli bodu a € C.

(1) Ma-li funkce f v bodé a pdl nasobnosti p, pak

res,f = ( lim(f(z)(z — a)?)®~V.

p— l)! z—a

(2) Jsou-li f, g holomorfni v bodé a a ¢ ma v bodé a kofen nasob-

f_ fla)

g g()’

(3) Je-li f holomorfni v a a g mé v a pdl ndsobnosti 1, pak res, fg =
f(a)res,g.

nosti 1, pak res,
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(4) Je-li f holomorfni v bodé a a g méa v bodé a pdl nasobnosti p,
pak

_ %)
res, fg = kz:; mb—k,

kde b_j. je —k-ty koeficient Laurentovy fady funkce g v bodé a.

Lemma. Jordanovo Necht 0 < o < 8 < 7 a [ je funkce spojitd na
{z € C: Argz € [o, 5], |2| > R} pro n&jaké R > 0, pro kterou plati

f(z)=0.

im
|2|—o00;Argz€la, 8]

Necht pror >0 at € [a, 8] je ¢.(t) = re. Pak pro kazdé z > 0

lim [ €% f(z)dz = 0.

r—r00
Pr

Lemma.Necht a € C a f je holomorfni v néjakém prstencovém okoli
bodu a. Dale necht o < 3, r > 0 a ,.(t) = re, t € [, §]. Pokud je f
holomorfni v a, pak

Pr
pokud mé f v a pdl nasobnosti 1, pak

lim/ f(2)dz =i(8 — a)res, f.
@

r—0

18. GLOBALNI CAUCHYOVA VETA

18.1. Retézce a cykly.

Definice Retézce a cykly Necht 7y, . .., 7, jsou cesty, nechf K = (vy;)U
-+ -U (7). Na prostoru spojitych funkci C'(K) definujeme linearni funk-
cionaly 7, ..., 7, vzorcem

%uv:AJsz

Déle definujeme forméalni soucet
F=y+-+m,
kde

P=5 -,
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a polozime
[ 1z~ =3 [ s
r k=1 " Tk

Takto definovany forméalni soucet se nazyva retézec, pokud je navic
kazda cesta vy uzaviend, nazveme I' cykl. Polozime (I') = K. Pokud je
[ cykl, definujeme pro w € C\ (T')

1 dz

Indrw = — .
21 Jp 2 —w

18.2. Cauchyova véta a Residuova véta.

Véta Globalni Cauchyova véta Necht G C C je oteviend mnoZina a
necht I' je cykl s (I') C G. Necht pro kazdé w ¢ G Indrw = 0. Necht f
je funkce holomorfni na G. Potom pro u € G \ (I')

1 [ f(x)dz

2 Jr 2 —u

/F f£(=)dz = 0.

Véta. Globdlni Reziduovd véta Necht G C C je oteviend mnozina a
M C G kone¢nd mnozina a I' je cykl s (I') C G\ M. Necht pro w ¢ G
Indrw = 0. Pak pro kazdou funkci f holomorfni na Q\ M plati

/ f(z)dz = 2mi Z indrares, f.

aceM

f(uw)Indru =



