STRUKTURA Z;E

Liché prvocislo p. Okruh Z,. obsahuje ideal pZ,., coz je pfesné mnozina neinver-
tibilnich prvki. Faktorokruh Ze/,z . je isomorfni Z,,. Jednotlivé rozkladové tiidy
1 + pZye obsahuji prvky kongruentni ¢ modulo p.

Multiplikativni grupa Z;., kterd nds zajimd, sestava z nenulovych rozkladovych
tiid faktorokruhu. Zatimco nulové rozkladové trida, tedy idedl pZ., je aditivni
grupa, je rozkladovéd tiida 1 + pZ,e grupa multiplikativni. Navic ukdZeme, Ze je
cyklické, generovana prvkem p + 1.

R4d grupy 1+ pZye je p°~ !, a ¥ad prvku p + 1 je tedy p* pro néjaké k. Pokud
k < e—1, plati také

k., e—2—k o
(+ )"y =" =1
Pokud tedy
(p+ 1P #£1,

¢! a jedna se o generator. Nerovnost lze ovéfit piimym

je fad prvku (p—+1) roven p
vypoétem (viz nize).

Protoze je 1+pZye podgrupa Zj. , 1ze podle ni faktorizovat. Rozkladové tiidy této
(multiplikativni) grupy budou pfitom splyvat s nenulovymi rozkladovymi t¥{dami
(aditivni) grupy (a soucasné idedlu) pZpe. Plati totiz i - (1 + pZpe) = i + ipZye,
piicemz ipZye = pZpe, protoze i je invertibilni. Faktorova grupa Zje/11pz,.) je
tedy isomorfni cyklické grupé Z;.

Necht je a néjaky generator Zy. Pak prvek aP~11ezi v grupé 1+pZye a je-li r jeho
ad, dostdavame (a?~1)" =1 a prvek 3 = o” matad p—1. Prvky 3,32%,...,8P 1 =1
tvoii reprezentanty nenulovych rozkladovych trid. Kazdy prvek grupy Z; lze tedy
zapsat jako (p+1)!37, kdei=1,2,...,p° taj=1,2,....,p—1.

Dokéazali jsme, Ze

Z; = Zpe—l X prl = Z(p_l)pc—l.

DLpye

2 + pre

V dtikazu jsme pouzili konstrukci, kterou lze obecné popsat takto. Necht je H
podgrupa né&jaké Abelovy grupy (G,-) (pro Abelovy grupy castéji pouzivame adi-
tivni zapis, ale nas pfipad je multiplikativni, pouzivejme tedy multiplikativni no-
taci).



Uvazujme faktorgrupu G/H (srov. Drépal, oddil 1.6). Ta mé prvky tvaru aH.
Pokud z kazdé t¥idy a H vybereme jednoho reprezentanta tak, aby tito reprezentanti
tvorili podgrupu K grupy G, pak je G isomorfni direktnimu sou¢inu K x H.

Dikaz. Isomorfismus K x H a G je dan pfedpisem (k, h) — k- h. Z komutativity je
ziejmé, Ze se jednad o homomorfismus, a z volby K je zfejmé, Ze je na. V kone¢ném
pfipadé (ktery zde uvazujeme) pak staéi konstatovat, Ze obé grupy maji stejny
pocet prvki.

Injektivitu lze ovSem dokazat i obecné. VSimnéme si nejprve, ze ze tiidy H =
1+ H musime vybrat jako reprezentanta 1, jinak nemiZe byt K grupa. Necht nyni
k1 -hy = kg - hy. Protoze kiky ' = hi'hy € H, dostavame kiky ' = 1 a tedy ki = ko
a h1 = hg. O

Valuace. Oznaéme val,(n) p-valuaci n definovanou jako nejvétsi k takové, ze pF
déli n (exponent p v prvoéiselném rozkladu n). Je snadno vidét, ze pro kazdé s a
libovolné a € {1,2,...,p* — 1} plati

val,(p® — a) = val,(a).

Toto pozorovani umoziuje spocitat p-valuaci kombinac¢niho cisla (pk ) Plati

val, ((i )) - ]:Z:(l)valp(ps _a)- imp(a) — val, (p°) — val, (k) = s — val, (k).

Nyni jiz miizeme pifmocaie ovétit hodnotu (p + 1)¢~2. Uvazme binomicky rozvoj

e—2 e—2 e—2
ey 2:1+<p1 >p+<p2 >p2+(p3 )p3+...+pp -

Snadno ovérime, ze pro libovolné liché prvocislo p plati, ze

e—2
val(pk >pk =e—2—val,(k)+k>e,

pokud k > 2. (Pro p = 2 plati nerovnost az od k > 3, coz bude dilezité pozdéji).
Odtud je videét, ze

(p+1)P " =14p1#1 mod p,

coz jsme chtéli ukazat.

P¥ipad p = 2. Grupa Zj. mé 2°~! prvki (jsou to viechna licha ¢isla). Ve faktoro-
kruhu Zge /97,. tvofi jedinou rozkladovou t¥idu (ze dvou). Grupa ale neni cyklicka.
Je to vidét napf. z toho, Ze obsahuje t¥i prvky fadu dva: —1, 271 41 a 271 — 1,
tedy tfi razné dvouprvkové podgrupy, zatimco cyklickd grupa obsahuje nejvyse
jednu grupu daného tadu. Prvek p + 1 (tedy trojka) nem4 ¥ad 2°~!, protoze plati

26—2(26—2 _ 1)

5 292 =1+2°=1 mod 2°.

(1+2)2% =142 4



Pro odhaleni struktury Z3. proto pouzijeme ideal 4Zqe.

Podgrupa 14 4Z5. ma velikost 2°~2 a je cyklicka s generatorem 5, protoze pro 1-+4
plati, Ze

26—3(26—3 _ 1)

2
Podobné jako v lichém piipadé dostavame, ze
Lye = Lge—2 X Lo.

Roli 8 hraje —1. VSimnéme si, Ze prvek 3 + 4a lze také napsat jako —1 + 4(a + 1).
Grupa Z3. tedy neni cyklicka, kromé piipadu e = 2, kdy je prvni direktni ¢initel
trividlni, neboli Z; = {1, 3}.

1+4)2 " =142% 4+ 224 =1+2°1 %1 mod 2°.



