KVADRATICKA REZIDUA

Definice. Legenderuv symbol:

“ 1 a je ¢tverec modulo p
() = —1 a neni ¢tverec modulo p
p 0 a=0 modp

Pro p = 2 je situace zfejma, Legenderiiv symbol se z praktickych divodi (napf.
proto, aby nasledujici tvrzeni davalo smysl) definuje jen pro licha prvoéisla.

(a) =4"T mod P
p

Diikaz. Pracujeme v Zy, coz je cyklickd grupa izomorfni Z;,—;. Necht je a primitivni

Tvrzent.

prvek Zy. Plati, ze o'z je rovno —1, je to totiz jedind involuce grupy Z,. Je-li

a = a”, mame
ya

a7 = (a%)r =(-1)".

Nyni si sta¢i uvédomit, Ze a = " je kvadratické reziduum, praveé kdyz je r sudé. 0O
Pozorovani. 7 predchoziho tvrzeni plyne, Ze

ab a b

(5)-G)G)
a také, ze —1 je ¢tverec modulo p, pravé kdyz je p — 1 délitelné 4.
Kdy je ¢tvercem dvojka?

Tvrzeni. Dvojka je ¢tvercem modulo p, pravé kdyz je p = £1 mod 8.
Diikaz. PouZijeme Gaussova celd ¢isla modulo p, neboli Z,[i]. Zde plati

(1+49P =1+4".
Navic pouzijeme

(1+1)* = 2, it =1, it = (=1)"T = —i(-1)"7.
(1) Necht nejprve p =4k + 1. Pak i =i a

Li = 1417 = (1+i) = (1+0)(1+)2) T = (14+)(20) " = (1+4) (;) (-1

Tedy po zkréaceni (1 + ¢) mame

()

Pro p = 8/ + 1 tedy dvojka je ¢tvercem, pro p = 8¢ + 5 nikoli.
(2) Necht nyni p =4k — 1. Pak i? = —i a podobné jako vySe dostavame

2 )
1—i=1+4 = —i(1+1) () (—1)"
p
Opét mizeme kratit, nebot (1 —7) = —i(1 +¢) a mame

(5)-co

Pro p =8¢ — 1 tedy dvojka je ¢tvercem, pro p = 8¢ — 5 nikoli.
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