RETEZOVE ZLOMKY A DOBRE APROXIMACE

Motivace. Chceme-li znat pfibliznou hodnotu néjakého iracionalniho ¢isla, ob-
vykle pouzivame jeho (nekoneény) desetinny rozvoj. Z takového rozvoje, feknéme
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¢isla m, ale nijak nevidime napf. to, ze 7 lze velmi pfesné, s chybou fadu desetimi-
liontin, odhadnout pomoci pomérné jednoduchého zlomku
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To vede k otazce, jaké zlomky lze povazovat za vhodné aproximace iracionalnich
¢isel (pripadné jaké zlomky s malym jmenovatelem lze povazovat za dobré aproxi-
mace zlomki s velkym jmenovatelem).

Uvazujme zlomek 22/7, ktery také aproximuje m s pomérné vysokou piesnosti,
odchylka je zhruba 0.00126. Chceme-li se dostat k 7 blize, mizeme pouzit zlomek
179/57, ktery mé odchylku zhruba 0.00124. Je ovSem otdzka, zda chceme 179/57
opravdu povazovat za lepSi aproximaci. SniZeni odchylky o neceld dvé procenta
jsme totiz zaplatili vice nez osmindsobné vétsim jmenovatelem. Pojem dobré aproxi-
mace, ktery budeme sledovat, vychazi z rozhodnuti nezvySovat jmenovatele, dokud
prislusné zlepseni nebude nejméné tolikanasobné, kolikanasobné je zvyseni jmeno-
vatele. V takovém piipadé piekonéd odhad 22/7 az zlomek 333/106, jehoZz odchylka od
7 je zhruba 8.3 - 107°. To je podle zvolené strategie lepsi, ackoli jen té&sné: jme-
novatel se zvysil asi 15.14-krat, zatimco odchylka se zmensila 15.18-krat. Na dalsi
zlepSeni, tentokrat vyrazné, neni nutné, jak jsme uz zminili, ¢ekat dlouho; zvySenim
jmenovatele ze 106 na 113 dosdhneme snizeni odchylky témér tfistanasobného.

™

Definice dobré aproximace. Predchozi Gvahy ukazuji, Ze za dobrou povazujeme
aproximaci ¢isla «, kterda ma co nejmensi soucin jmenovatele a odchylky zlomku od
aproximovaného ¢isla; snazime se tedy minimalizovat hodnotu

q- = [ga —p|.

p
a—=Z
q

7 tohoto vztahu dostavame jinou prirozenou charakteristiku dobré aproximace: je
to takovy nasobek «, ktery je blizko celému ¢islu, bliZze nez vSechny mensi nasobky.
V ptipadé 7 ukazuje pfislusnou odchylku u zminénych jmenovatel nasledujici ta-
bulka:

q | zaokrouhleni ¢ - 7w | zaokrouhlovaci chyba

7 22 0.00885
o7 179 0.07078
106 333 0.00882
113 355 0.00003

Ozna¢me |[|r]| jako chybu zaokrouhleni r € R, tedy jako vzdélenost r od nejmensiho
celého ¢isla. Nyni uz muzeme definovat dobré aproximace formalné.

Definice. Rekneme, ze dvojice (p,q) € Z x N je dobrou aprozimact ¢isla a € R,
pokud pro libovolné piirozené ¢’ mensi nez ¢ plati
lge]l < lld'al]
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a navic
gl = g — pl .

Je vidét, Ze aproximace je dana predevsim ¢islem ¢, ¢islo p se dopocita jednoduse
jako zaokrouhleni ga. Tedy p je ddno jednoznacné vzdy, kromé pripadu, kdy qa je
lichy ndsobek 1/2 a chyba zaokrouhleni je /2. To je ovSem nejvétsi mozna chyba,
ktera je pfipustna nanejvys pro prvni dobrou aproximaci, coz je vzdy aproximace
celociselnd, jak plyne pfimo z definice. Kromé situace, kdy aproximujeme racionalni
¢islo tvaru 22+1/2 je tedy posloupnost dobrych aproximaci ddna jednoznac¢né.

Je také ziejmé, ze ¢isla p a g definujici dobrou aproximaci museji byt nesoudélna,
protoze (P/d,4/d), kde d = nsd(p, q), je pro d > 1 ur¢ité lepsi aproximaci nez (p, q).

Vzhledem k tomu, Zze u dobrych aproximaci hraji vyznamnou roli pravé jmeno-
vatelé (a Citatelé se jen dopocitavaji), fikejme jmenovatelim dobrych aproximaci
dobré jmenovatele.

Konvence. 7 praktického hlediska je vhodné povazovat za prvni dobrou aproximaci
¢isla a vzdy jeho spodni ¢ast, celé ¢islo |« := max{z € Z | z < a}. A to pfesto, ze
je dobrou aproximaci podle uvedené definice pouze v pfipadé, kdy o — |a] < 1/2.
V takto upravené definici mé tedy napi. ¢islo v/8 dvé dobré celo¢iselné aproximace
(tedy dobré aproximace se jmenovatelem jedna), a to 2 a 3.

Dobré aproximace aproximuji libovolné dobfe. Pokud je oo = /b raciondlni,
je posledni dobrou aproximaci pravé (a,b) (pfedpoklddame, ze @/b je ve zkrdceném
tvaru) s nulovou odchylkou.

Pro iracionalni o samoziejmé nulové odchylky nedosahneme nikdy, takze je otaz-
kou, jestli mizeme « aproximovat libovolné pfesné. Je zfejmé, ze mizeme nachazet
stale lepsi raciondlni aproximace, ale neni na prvni pohled zfejmé, Ze to budou apro-
ximace dobré, tj. Ze jmenovatel neporoste v porovnani se zpresnénim aproximace
prilis rychle.

Pokud ale pouzijeme definici dobré aproximace ¢isla «, vidime, Ze to jsou podle
definice ,,rekordy”v posloupnosti

1-all, 12-afl [3-all,... ln- o ;...

coz je posloupnost ¢isel z intervalu [0, 1).
Oznac¢me () necelou ¢ast ¢isla «, tedy o — | ], jinak téZ & mod 1. S rostoucim
n bude mnoZina bodt (¢ - «), ¢ = 1,2,...,n, v intervalu [0, 1) stale hustsi, pfesnéji
Feceno, pro kazdé n existuji dva body (poc¢itdme i krajni body intervalu), které jsou
od sebe vzdaleny nejvyse 1/n+1. Pokud je napf. (k- «) vzdalena nejvyse 1/n+1 od
nuly nebo jednicky, je zjevné ||k - a| < 1/n+1. Pokud jsou oba blizké body vnitini,
tedy
0<(ia)—{(j a) < fni,
pak je ||k - a|| < Y/n+1 pro k = |i — j|. VSimnéme si, Ze mohou nastat dva pfipady:
e i>j, k=1i—ja (k-a) je blizko nule (zaokrouhlujeme dolu);
e i <j,k=j—ia(k-a) je blizko jedni¢ce (zaokrouhlujeme nahoru).
Uvazujme nyni dva po sobé jdouci dobré jmenovatele ¢ < ¢’. Protoze je ||q - «]|
nejmensim ¢islem az po ||(¢' — 1) - |, plyne z vySe provedenych tvah

1
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Déle z téchto uvah plyne, ze dobré aproximace jsou libovolné pfesné, a v pripadé
iracionalniho ¢isla je jich tedy nekone¢né mnoho.

Vlastnosti posloupnosti dobrych aproximaci. Ozna¢me (p;,¢q;), i = 1,2,...
posloupnost dobrych aproximaci néjakého ¢isla «. Posloupnost je konecna, praveé
kdyz je a racionélni. Vyse jsme videéli, ze

; 1
lgi - ol = q; - ja— 2| <
qi qi+1
odtud
o pi‘ <1
qi i * Qi+1

Pfipomenime, Ze podle nasi konvence je (p1,¢q1) = (|a],1), coz na platnosti uve-
denych nerovnosti nic neméni. Uvazme dva po sobé jdouci dobré jmenovatele g;
a ¢;1+1. Pokud by byla obé ¢isla (¢; - @) a (g1 - @) blizko nule, dostali bychom,
ze ((¢i+1 — i) - @) je velmi blizko jednicce, presnéji ||(¢i+1 — @) - ol = ||lgi - o] —
lgiv1 - all < llgi - al, pficemz je ale ¢;y1 — i < qiy1. To je spor s tim, ze ¢; 11 je
dobry jmenovatel nasledujici vzapéti po dobrém jmenovateli g;.

Vyse uvedené vypocty jsou ndzorné pocitdme-li ,modulo jedna”. Je ale také
mozné (ale méné elegantni) pocitat s pomoci ¢itatelt: Vidime, Ze ¢;41 - @ — pip1 <
q; - @ — p; jsou dvé kladn4 ¢isla. Proto plati, Zze (gi+1 — ¢;) -« — (pi=1 — i) je Cislo
zéporné, pficemz (piy1 — pi) — (¢i41 — @) - < g - — p;.

Podobné dostaneme spor, pokud budeme predpokladat, Zze obé ¢isla (g; - o) a
(gi41 - @) jsou blizko jedniéce. Z toho je vidét, ze znaménka éisel ;o —p; se st¥idaji.
Jinak Feéeno, pro liché i (a iracionalni «) je
() Pi g <Pt

4qi qi+1
(Liché dobré aproxiamce déavaji vzdy spodni odhady diky pfijaté konvenci, Ze prvni
dobrou aproximaci je dolni cela ¢ast.)

Délku intervalu, kterym je o odhadnuto dvéma po sobé jdoucimi dobrymi apro-
ximacemi lze diky nasledujicimu tvrzeni urcit pfesné jako

Pit1 _ Di| _ 1
qi+1 qi qiqi+1
Tvrzent.
() Piqi+1 — Pi+14i = (—1)i

Dikaz. Tvrzeni dokazeme pro liché ¢, pro sudé i je dikaz obdobny. Z nerovnosti
(%) a (o) dostavame, ze

> lgi - ol = s — p; >0,
qi+1

1
P > [|git1 - @l = piv1 — qiy10 > 0.
7

Odtud
2> ¢i114i0 — PiGir1 + @iDit1 — Gir14Q = ¢iPiv1 — Pigiy1 > 0.
Tedy ¢;pi+1 — piGi+1 = 1 a diikaz je hotov. O



Nyni jiz mizeme dokéazat nasledujici tvrzeni, které popisuje rekurzivni proces
konstrukce dobrych aproximaci pomoci posloupnosti pfirozenych ¢isel. Kvili za-
¢atku procesu dodefinujme p_; = 0, g1 = 1 a pyg = 1, go = 0, coz odpovida
,minus prvni dobré aproximaci’pomoci nuly a ,nulté dobré aproximaci”’pomoci
4o00. V8imnéme si, Ze tato volba odpovida tomu, Ze sudé aproximace jsou horni a
liché spodni. Navic plati vztah (#) iproi=—1ai=0.

————— @
b-1
q9-1

Turzeni. Existuji pfirozena ¢isla ag, a1, ... takova, ze pro vSechna ¢ > 0 plati

©) Pi+1 = @;Pi + Pi—1,
Gi+1 = @;q; + qi—1-

Diikaz. Podle predchoziho tvrzeni plati

Piqi—1 — Pi—-19i = Piqi+1 — Pi+19,
odkud plyne

qi(piv1 — pi—1) = pi(Qit1 — ¢i—1)-
Protoze jsou ¢isla p; a ¢; nesoudélnd, je ¢islo a; definované jako

_ Di+1 — Pi—1 _ qi+1 — qi—1
Di qi

prirozené a dokazované vztahy plati. O

Qg

Jak ziskat posloupnost (a;) je hezky vidét ze souvislosti mezi dobrymi aproxi-
macemi a Fetézovymi zlomky, kterou ukdzeme nyni.

Retézové zlomky. Nechf ag a a; # 0, i =1,2,... jsou realna ¢isla. Pak zapisem
[ag, a1, asg, ..., ax] rozumime hodnotu Fetézového zlomku
. 1
a
0 1
a1 —|—
as +
1
1
ag—1+ —
ag

Souvislost mezi fetézovymi zlomky a dobrymi aproximacemi je dana nasledujicim
tvrzenim.



Turzeni. Necht
p-1=0, q-1=1,
po =1, g = 0.
a pi, qi, © > 1 jsou déna predpisem (©), kde a;, ¢ > 0 jsou redlnd ¢isla a a; # 0 pro
i > 0. Pak pro ¢ > 0 plati

a)

Pi+1
qi+1

= [ao, a1, .., ail,
b)
Pidi+1 — Pit1¢i = (—1)".
Dikaz. a) Postupujme indukei. Pro ¢ = 0 dostdvdme p; = ag, g1 = 1 a tvrzeni
plati. Necht plati pro vSechna j =0,1,2,...,i — 1. Zfejmé plati

/ /
lag, a1, ..., ai—2,a;-1,0;] = [ao, a1,...,ai—2,a;_4], kdea;_; =a;—1+—.
1

7 indukéniho predpokladu dostavame
C Pic1@i_g tpic2 pi1aio1+pici/ai +pie
B Gi10_1 + qi—2 C Qio1Gio1+ Gio1/ai + gica
_pitpici/ai  piai +pic1 Pita
Gt Gi-1/ai Gai+ Gio1 Gip1]
tedy

[CI,Q, aty...,0;—2, a;_l]

_ Pit1
[a07a‘17'-'7ai—2aai—17ai] - ]
qi+1

coz jsme chtéli ukdzat. b) Pro diikaz druhé ¢asti vyuzijeme pozorovéni, Ze

Pidi+1 — Pi+19Gi

M; = qi+1 4 _
Pi+1  Di

je determinant matice

Pfitom plati, ze [M_1| = -1 a
a; 1
M1 = Mi'( Tl 0 )
Tvrzeni tedy plyne z pravidla o determinantu soucinu. (I

Dobré aproximace, fetézové zlomky a Eukleidtv algoritmus. Rekneme,
Ze Fetézovy zlomek [ag, a1, aq,...] je disty, pokud ag je celé ¢islo a a;, i > 1 jsou
kladna celd c¢isla. V piipadé, Ze je ¢isty fetézovy zlomek koneény (v tom smyslu,
ze posloupnost (a;) je kone¢nd), pozadujeme jesté, aby posledni ¢len byl vétsi nez
jedna. Tento posledni pozadavek plyne z rovnosti

[G/O,al,a2, ceey Qg 1] = [CI,O’CL]_,CI,Q, ceey Q4 + 1]

Jinak feceno, vyraz
. 1
a; -
1

na konci fetézového zlomku zakazeme. Zlomky ziskané néjakym prefixem fetézového
zlomku se nazyvaji jeho konvergenty. Protoze posloupnost konvergentti odpovida



posloupnosti dobrych aproximaci, mé kazdé cislo zjevné jediné vyjadieni pomoci
Cistého fetézového zlomku. To je ovSsem vidét i primo. Predpokladejme, ze

a = [a07a17a27"'] = [az)ﬂall7al27"']7

a necht a; # a; je prvni ¢islo, ve kterém se zlomky 1isi. Ozna¢me

1
o= lowound=at g
7 b) (3 PR
1
e =laj, ai4y,...] =a;+

/ li °
[a71+1v Ay - ]
Pak a mizeme vyjadrit pomoci dvou necistych zlomka jako
— _ /
o = [ao, a1,ag, ..., a,;_l,s] = [CL(),CLl,CLQ7 ey @i—1,€ ]

Je snadno vidét, ze tato rovnost implikuje ¢ = &’. To ale neplati, protoze ¢islo
a; se lisi od aj alespon o jednicku, zatimco 1/[ait1,aiy2,...] a 1/[aj 1, a] o, . ]
jsou dvé kladna ¢isla ostie mensi nez jedna. Ostrost nerovnosti v pfedchozi vété
je podminéna zdkazem, ze fetézovy zlomek nesmi koncit jedni¢kou - bez néj by
existovala vySe uvedend dvojznacnost.

Me¢jme nyni néjaké c¢islo «, napf. ¢islo 7 jako v ivodu. Vidéli jsme, Ze jeho dobré
aproximace jsou dany posloupnosti ¢isel ag, pricemz tato ¢isla soucasné umoznuji
zapsat o jako fetézovy zlomek. Jak ale tuto posloupnost a; rychle najit? Cisla a;
se objevila jako
di+2 — Gi+1

qi
miizeme je tedy odvodit ze znalosti dobr§ch aproximaci. To je ale nesikovné. Cekali
bychom spise, Ze dobré aproximace najdeme pomoci znalosti posloupnosti a;. Efek-
tivni algoritmus pro konstrukci této posloupnosti poskytuji pravé retézové zlomky.
Oznacme

b

a; = [a/i7ai+1)"'7]7

tedy a = ag. Pak mame

Qi = a; + 5
Q41
kde 1/c;11 je ostfe mensi neZ jedna. To znamend, Ze plati

1
ai = |ai], Qi1 = T

coz je hledany algoritmus.

Jednd se vlastné o (rozsifeny) Eukleidtiv algoritmus, ve kterém hleddme ,nej-
vétsiho spoleéného délitele”dvou realnych ¢isel. To odpovida antickém problému
soumeéritelnosti, nebo nesouméritelnosti dvou veli¢in, napt. délek dvou tsecek, ve
kterém maji fetézové zlomky sviij ptivod. V pfipadé m nas napi. zajimé pomér ob-
vodu kruhu, ozna¢me ho S, a prauméru D. Zjistime, Ze se prumér do obvodu vejde
trikrat a jesté zbude délka Z. To je déleni se zbytkem z Eukleidova algoritmu:

P=3D+Z

V fe¢i poméru obou délek dostavame nase

_P_ P, Z
™D |D| "D
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Dale je tfeba zjistit, jakd ¢ast D zbylé Z je, tedy vyjadiit D/Z, a algoritmus po-
kracuje.

Nasledujici podrobné srovnani ukazuje, ze dobré aproximace odpovidaji Bezou-
tovym koeficientim a jediny rozdil je v odlisné praci se znaménky.

Retézovy rozvoj a jakozto Eukleidtv algoritmus poéitajici NSD(c, d) = NSD(a, 1)

p1 = pa1 =0 g1 = G¢G1 =1 pg1 = ¢ = «
pPo = po = 1 G0 = G = 0 Bo = d = 1
Q; = b
Bi—1 = aifi + Bit1 a; = a; + ailﬂ
Di+1 = Di—1 — @iDi Pit1 = Di—1+aip;
Gi+1 = Gi-1— GiG; qiv1 = -1t aq;
pid + gic = B; pi — qioe = (—1)"B;
pi = (=1)'p;
a = (-1)*g
Zacatek fetézového zlomku pro  je [3,7,15,1,292,1,1,1,...]. Cislo 292 na pa-

tém misté indikuje na za¢atku zminénou vybornou aproximaci zlomkem [3,7,15,1] =
355/113. NapiSeme-li totiz

=34+ ——
T+ —

1
15+
1+¢

je zaokrouhlovaci chyba e, které se dopoustime v odhadu [3,7,15,1], mens{ nez
1/292.

Algoritmus déleni intervald se zbytkem je také dobfe vidét v hledani dobrych
aproximaci jako rekordid hodnot ||g - «||. Mame-1i dva po sobé jdouci rekordy ||g; - «||
a ||gi+1 - |, miZzeme najit dalsi rekord jako zbytek pti déleni délky ||g; - «| délkou
llgi+1 - «]|. PoloZime-li tedy

e = | 22l
[i+1-ell ]’

miizeme nalézt lepsi aproximaci jako

giv2 - ol = llgi - &l = aigr |G+ - o] -
Vzhledem ke stfiddni znamének odhadt dostavame
Piva = Qiv2 @ =Dpi — G - &+ aip1(Pit1 — Giv1 - @),
coz je jiny zpusob, jak nazorné nahlédnout vztah

qi+2 — q; Pit2 — Di
Aijp1 = = .
qi+1 Pi+1
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Aplikace. Retézové zlomky jsou, jak jsme vidéli, i¢innym nastrojem pro racionalni
aproximaci iracionalnich ¢isel. Dtlezité jsou ale i pro aproximaci ¢isel racionalnich.
Predpokladejme, ze mame nepiesnou hodnotu néjakého zlomku, vzniklou napr. za-
okrouhlenim nebo nepiesnosti méreni. Piikladem takové situace je Shortuv kvantovy
algoritmus pro faktorizaci. Chceme-li ptivodni zlomek odhalit, pouZijeme fetézovy
rozvoj nepresné hodnoty.

Priklad. Mame hodnotu h = 0.15328, o které vime, Ze je zaokrouhlenim (s pfesnosti
na stotisiciny) néjakého podilu nejvyse osmibitovych ¢isel. Retézovy rozvoj h je
[0,6,1,1,9,1,10] s konvergenty:
011 2 19 21 229 479
"6 771371247 137714947 3125 )
Ze zlomk se jmenovatelem i éitatelem nejvySe osmibitovymi je pouze 21/137 zao-
krouhleno na stotisiciny rovno h.

zlomek | zaokrouhleni

3 0.16667

i 0.14286

2

2 0.15385

19

1 0.15323

21

2L 0.15328

Vzniké samoziejmé otazka, jestli jsme néjaky zlomek se stejnym zaokrouhlenim
v Tetézovém rozvoji neminuli. Na to odpovida nasledujici tvrzeni.

Tvrzent. Je-li

pak je zlomek p/q konvergentem o.

Diikaz. Bez jmy na obecnosti predpokladejme, ze ¢ je nesoudélné s p. Chceme
ukézat, Ze je ¢ dobrym jmenovatelem. Necht to neni pravda. Pak existuje néjaké
q' < q takové, ze ||¢’ - af| < ||q - a||. Tedy pro né&jaké p’ plati

/

D q|p

o ‘<,—04< z

q q |q 2qq

odkud dostidvame
/ / / 1 1 1

A N N N P S R S
g q q q 2q¢  2q qq

To je spor, protoze

p’_p’ _Wa—pg| _ 1

7 q a9 T dq
Ukézali jsme, Ze ¢ je dobrym jmenovatelem. ProtoZe |p — qa| < 1/2, je p zao-
krouhlenim qa, a tedy (p,q) je dobra aproximace a P/q je konvergent a. |

V uvedeném piikladu je jmenovatel mensi nez 256 a zaokrouhlovaci chyba je
nejvyse 5 - 107°. Hledany zlomek tedy musi byt jednim z konvergenti, protoze

5-107% <

22562



