PRVOCISELNE TESTY

Mijeni involuci. Toto je technicki paséz, jejiz uZiteCnost vyvstane v souvislosti
s Rabinovym-Millerovym testem prvociselnosti. Muzete se tedy k ni vratit teprve
pozdéji.
Rekneme, Ze prvky a a b néjaké koneéné grupy (G, -) se mijeji v grupé G, pokud
e ¢ nelezi v podgrupé generované b a
e b nelezi v podgrupé generované a.
Jinak fedeno, neexistuje zadné i € Z takové, Ze a’ = b nebo b’ = a.
Involuce je prvek fadu dva. V8imnéme si, ze cyklickid grupa Z,,, kde n je sudé,
obsahuje pravé jednu involuci, a to Z. Pro n liché neexistuje v Z,, zddna involuce.
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Nas bude specialné zajimat kolik prvka grupy

G = Zoer X -+ X Liger

se mfiji s involuci

e= (2971 ... 20,
Uvédomme si nejprve nékteré vlastnosti okruhu Zox. Invertibilni prvky jsou praveé
v8echna licha ¢isla. Néasobeni lichym ¢islem je tedy automorfismus grupy (Zgx,+)
a prvky se stejnou 2-valuaci jsou asociované. Neformélné feceno, délitelnost prvki
zéavisi pouze na jejich 2-valuaci, nikoli na “liché slozce”.

Zejména plati, Zze fad prvku a je roven ok—valz(a) | Poget nenulovych prvkd, pro
které valy(a) = s, je piitom 275! (2-valuace nuly je nejasna, z definice je oo).
To je vidét napf. z toho, Ze tyto prvky generuji stejnou cyklickou grupu fadu 25—°
(podgrupa daného fadu je v cyklické grupé vzdy jen jedna), v niz je kazdy druhy
prvek generatorem.

Pro Z,6 napt. mame:

valy | fad | pocet prvki prvky
0 1 1 0
31 2 | 1= 5%l 8
2 | 4 | 2=1|Zy] 4,12
1 8 | 4=11Z| 2,6,10,14
0 16 | 8= %|Z16| 1,3,5,7,9,11,13,15
Obecné, pro Zse je
valy | Fad ‘ pocet prvka ‘
00 1 1

s |2k | 2kl = | Zye |

Tvrzeni. Necht r > 2.
e Pokud r = 2 a e; = eq, pak je nejvyse %|G| prvkia grupy G, které se nemijeji
s e (asymptoticky je jich £|G]).
e V ostatnich pripadech je nejvyse |G| prvki grupy G, které se nemijeji s e.

Dikaz. Vsechny prvky jsou fadu mocniny dvojky. Necht je tedy a = (aq,...,a;,)
prvek fadu 2¢, pro ktery plati 27 1-a = e. Z toho je vidét, Ze pro viechna i =1,...,r
je fad prvku a; v Zsge; stejny, a to prave 2.
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Miuzeme nyni presné vyc¢islit kolik je prvki, které “trefuji” e. Pro kazdé 1 <t <
min{ey, ..., e} existuje prave (287" prvki fadu 2¢; navic nula. Oznacime-li tedy
h = min{es, ..., e,}, je hledanych prvki

h—1 2rh 1
1 27)) = L.
@Y =+
Jj=0
Velikost grupy je
22;=1 Ei,

coZ je nejméné 27", takze podil prvka trefujicich e je nejvyse
1 1 1

ar 1 + 2rh (27" _ 1)2'rh
Pro r = 2 dostavame podil téchto prvka v grupé G

1, 2
3 3.40

coz je v nejhorsim mozném piipadé h = 1, tedy v grupé Zs X Zso, piesné
Pror =3 a h =1, tedy pro grupu Zs X Zs X Zo, dostavame i.
Pro rostouci r i h se pomér zmensuje. Uvédomme si kone¢né, ze pokud e; > h,
roste velikost grupy (exponencialné s e; — h) a pocet prvki zasahujicich involuci se

nemeni. O
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Fermattv a Wilsontv test. Abychom mohli testovat, zda dané ¢islo je prvodislo,
potiebujeme vlastnosti, které prvocisla spliiuji, ale slozené ¢isla nikoli. Jednim z
kandidata je Mald Fermatova véta:

Twvrzeni. Pokud je n prvocislo, plati

n—1 _

a 1 mod n,

prokazdé 1 <a <p-—1.

Pokud n sloZené neni a rovnost pfesto plati pro néjaké a, fekneme, ze n je (Ferma-
tovo) pseudoprvoéislo v bazi a. Prvek a se také nékdy nazyva (Fermattv) [hdi pro
n. V opatném piipadé fikame, Ze a je pro n (Fermativ) svédek. Pro Carmichaelova
[¢ti: karmajkl] ¢isla jsou vSechna a 1hafi.

Jina charakteristika, vypocetné nepouzitelna, je Wilsonova véta.
Rabintv-Millertv test. Tento test je pro praxi nejdulezitéjsi.

Pozorovdni. 7, obsahuje jedinou involuci, a to —1.
To plyne z cykli¢nosti Z;, nebo také z toho, ze
a>=1 modp implikuje pla*—1=(a+1)(a—1).
Necht je p — 1 = 2¢m, kde m je liché. Plati a®**” =1 mod p. Bud je
e ¢ =1 mod p,
nebo najdeme postupnym odmociiovanim nejmensi j € {0,...,e — 1} takoveé, ze
a?"'™ =1 mod p. Protoze pak a®'™ je involuce, mame

e a¥™ =1 mod p.



Je-li n sloZzené a pro né&jaké a plati jedna z vySe uvedenych moznosti, fekneme,
ze a je silny lh&r pro n nebo ze n je silné pseudoprvocislo v bazi a. Silny svédek
je takové a, pro které ani jedna z uvedenych podminek neplati. To znamené, Ze
bud a"~! # 1 mod n (pak je a i Fermatiiv svédek), nebo je a™ # +1 mod n a
jedni¢ku dostaneme postupnym umociiovanim na druhou, aniz bychom narazili na
—1 (tj. nasli jsme jinou involuci nez —1).

Necht n je nadéle liché sloZené ¢islo. Budeme zkoumat vlastnosti silnych 1haia,
abychom dokazali, Ze jich nenf pi#ilis mnoho.

Vsimnéme si nejprve, ze kazdy 1har a musi spliiovat

e acZ;a
o fad a délin — 1 = 2°m.

Oboje plyne z a™ ' =1 mod n.
Je uzite¢né si v8imnout, ze ¥ad prvku (a1,as,...,a,) grupy Hy X Hy X --- x H,
je roven nejmensimu spoleénému nasobku fada a;, i = 1,...,7.

1. Proni p¥ipad: p? | n, pro n&jaké prvoéislo p.
Necht k = val,(n). Pak
D = Lo X H,

Ly = Ly x H”,
kde H je grupa odpovidajici ostatnim prvocislim. Diky znalosti Z;k miizeme déle
psat
Z,: = Zp_l X Zpk—l x H*.
(Vs8imnéme si, Ze prvni dvé grupy posledniho direktniho souéinu jsou aditivni, ta
tfet! multiplikativni.)

Piedpokladejme nyni, Ze a je lhar. Jak bylo fefeno, musi a lezet v Z). Necht
posledni uvedeny isomorfismus zobrazuje a — (z,y, z). Pfedpokladejme, Ze y # 0.
Pak je fad y, a tedy i fad a, délitelny p. ProtoZze p nedéli n — 1, ani ¥ad a nedéli
n—1, a tedy a nenf 1haf, spor. Musi tedy byt y = 0 a lha¥i je nejvyse (p—1)-|H*|.
Snadno ovétime, ze 4(p — 1) < p* pro kazdé p > 3 a k > 2. Lhati je tedy nejvyse

1, 1
—p"|H*| < =|Zp]-
P < 412

2. Druhy pripad: n = pip2---p,, kde r > 2 a p; jsou prvocisla. Z Cinskeé véty o
zbytcich mame

Ly = Ly X -+ X Loy,
a plati

Loy =7y X+ XLy,
pri¢emz tento posledni isomorfismus mizeme zvolit jako restrikci toho predeslého
(restrikei na podmnozinu a pouze na operaci nasobeni). Potom specialné plati

-1 (=1,...,-1).
Opét mizeme rozepsat do aditivni notace takto:

* A
Zn = Zpl—l X oo X Zpr—1~

1 e e e . .
Pi— je jedina involuce v Zj,, _1, mame pro

Protoze —1 je jediné involuce v Zj, , a
posledné uvedeny isomorfismus

plfl pril)

-1 ey
2 2



Polozme e; = valo(p; — 1) a p; — 1 = 2%m,. Pak Zp,_1 = Zoei X Ly, kde jedina
involuce je (2¢71,0), jak se snadno nahlédne. Oznaéime-li M = Z,, X -+ X Zy,,,
dostavame

OéZZZ%ZQQ X o X Liger XM,
kde M je lichého fadu. Z predchozich Gvah o involucich mame pro posledni isomor-
fismus (ktery jsme oznadili «)

a:—1— (2971 ...,2710); 1+ (0,...,0,0).
Cislo a € Z? je tedy lhaf¥, pravé kdyz pro a(a) = (a1, ..., ar,ar41) plati
m(ay,...,ap,ar41) = (0,...,0,0), nebo
2may,... ap app1) = (2271, ...,2°710)  pro n&jakeé j.
To mizeme rozepsat do dvou podminek (pro sudou a lichou &ast rozkladu):
e Fad a,41 d€li m
e (ai,...,a,) nemiji involuci (2611 ... 2¢—1)

Vime, ze druhou podminku spliuje, s vyjimkou piipadu r = 2 a e; = ea, nejvyse i
prvki. Opét tedy dostavame, Ze lhara je nejvyse

11Z] < 112,
2. Zvldstni pripad: n = p1pe, Ly, = Lok X Ly, tedy p; —1 = 2*m,, i = 1,2, pro
néjaké k. V tomto pripadé spliiuje druhou podminku az % prvki. Ukazeme tedy
navic, ze grupa M, tj. Z,,, X Zum,, obsahuje malo prvki, jejichz fad déli m. Budeme
tak moci vyuzit prvni z vySe uvedenych vlastnosti lhéfe.

Twvrzeni. Bud m; nebo my nedsli m.

Diikaz. Z
2°m+1=n=np pr=2m; +1) (2"my +1)
dostavame
2°m = 2% mims + 28mq + 28ms.
Odsud vidime, Ze pokud by mj i mo délilo m, budou se m; a mo délit navzajem.
To v8ak neni mozné, nebot predpokladdme p; # po. O

Uvazujme nyni vSechny prvky ¢ € M, jejichz fad déli m. To znamena mc = 0,
a je tedy zfejmé, Ze tyto prvky tvori podgrupu C grupy M. Grupa M obsahuje
nejméné jeden prvek, jehoZ fad nedéli m, jak plyne z vySe uvedeného tvrzeni (prvek
(1,0) € Zpy, X Zp,, ma fad my a prvek (0, 1) fad ms). C je tedy vlastni podgrupa a
jeji velikost déli velikost M. ProtoZe M je lichého fadu mimea, je |C| nejvyse %\M|
Obé podminky pro lhafe tedy splituje nejvyse
|Zogr X Ziok | . | Zoy X Loy | @ @

5 3 6 = 6

prvki.



