
Komplexní unitární prostory

Komplexní unitární prostor dimenze n je vektorový prostor Cn se skalárním
sou£inem. Pokud α = a + bi, a, b ∈ R budeme zna£it α∗ £íslo komplexn¥ sdruºené
s α, tedy a− bi.

P°ipome¬me, ºe skalární sou£in, který budeme na chvíli zna£it symbolem �, je
zobrazení Cn × Cn → C spl¬ující následující vztahy:

• u� (v + w) = u� v + u� w;
• u� (αv) = α(u� v);
• v � u = (u� v)∗;
• u� u > 0 pro u 6= 0.

�tvrtá podmínka ti²e p°edpokládá, ºe u� u je reálné £íslo, coº je ov²em zaru£eno
t°etí podmínkou. Nejd·leºit¥j²í je uv¥domit si, ºe z podmínek plyne (αu) � v =
α∗(u � v), skalární sou£in tedy není lineární v první sloºce. Je ov²em lineární ve
sloºce druhé.

Hilbert·v prostor dimenze n, ozna£ovaný symbolem Hn, je vlastn¥ totéº co n-
dimenzionální komplexní unitární prostor. Rozdíl mezi pojmy unitární prostor a
Hilbert·v prostor je dán dodate£nou podmínkou, ºe Hilbert·v prostor musí být
úplný vzhledem k norm¥ de�nované skalárním sou£inem. Tato podmínka je ov²em
pro kone£n¥ dimenzionální prostory spln¥na vºdy, a proto oba pojmy na kone£né
dimenzi splývají.

Skute£nost, ºe prom¥nná u ozna£uje prvek vektorového prostoru, bývá n¥kdy
ozna£ována jako

→
u . My budeme pouºívat zna£ení zavedené Diracem, b¥ºné v kvan-

tové fyzice, které prvek vektorového prostoru ozna£uje symbolem |u〉.
Jak uº jsme °ekli, je skalární sou£in lineární ve druhé sloºce, tedy zobrazení

ũ : Cn → C dané p°edpisem ũ(v) = u� v, je lineární forma, neboli lineární zobra-
zení z vektorového prostoru do t¥lesa (nebo, ekvivalentn¥, do jednodimenzionálního
vektorového prostoru). Lineární formy samy tvo°í vektorový prostor, kterému se
°íká duální prostor. Protoºe je to, v maticovém zápisu, prostor °ádkových vektor·
z Cn, je duální prostor isomorfní Cn, ve kterém podle konvence pouºíváme vektory
sloupcové. Duální vektor ũ k vektoru u pí²eme v Diracov¥ zna£ení jako 〈u|. P·vod
tohoto zna£ení je v tom, ºe skalární sou£in u � v je nyní po vynechání znaménka
� moºné psát jako 〈u|v〉, coº je zna£ení pro skalární sou£in b¥ºn¥ pouºívané. Z
anglického slova pro závorku, bracket, vzniklo ozna£ení bra-vektor pro prvky 〈u|
duálního prostoru a ket-vektor pro prvky |v〉 p·vodního prostoru.

V kone£n¥ dimenzionálním prostoru jsme zvyklí zapisovat vektory jako n-tice
pomocí jejich sou°adnic vzhledem ke zvolené bázi. Je dobré si v²imnout samoz°ej-
mosti, ºe v p°ípad¥ aritmetického vektorového prostoru, jako je nap°. Cn, a p°i
volb¥ kanonické báze K = (e1, . . . , en) je n-tice chápaná jako vektor stejná jako
n-tice chápaná jako sou°adnice vzhledem ke K. Formáln¥,
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Skalární sou£in se snadno vyjád°uje pomocí sou°adnic v·£i ortonormální bázi,
tedy v·£i bázi B = (b1, . . . ,bn) spl¬ující 〈bi|bj〉 = δij . Pak pro

u =

a1...
an


platí

〈u| = (a∗1, . . . , a
∗
n).

To m·ºeme zapsat jako 〈u| = (|u〉∗)T, nebo zkrácen¥ jako 〈u| = |u〉†.
Platí také

〈u|u〉 =
n∑

i=1

|ai|2 .

P°ipome¬me, ºe skalární sou£in umoº¬uje de�novat normu vektoru ‖u‖ jako
√
〈u|u〉.

V²imn¥me si, ºe |α| = ‖α‖, pokud α chápeme jednou jako komplexní £íslo a jednou
jako jednodimenzionální vektor.

Spektrální vlastnosti lineárních operátor·

Lineární zobrazení (neboli homomor�smy) vektorových prostor· se také nazývají
(zejména ve fyzice) lineární operátory. Kaºdý operátor ϕ : Cm → Cn lze, jak známo,
reprezentovat násobením maticí A velikosti n×m. Tato matice je dána volbou bází
M a N prostor· Cm a Cn a platí

A · {|u〉}M = {ϕ|u〉}N .

Z p°edchozího zápisu plyne, pro£ budeme vektory Cn chápat jako sloupce, nikoli

°ádky: je to p°irozen¥j²í kv·li konvenci, ºe vektor násobíme maticí operátoru zleva.
Matice nás zajímají práv¥ proto, ºe to jsou (spolu s násobením) lineární operátory.
Mluvíme-li tedy o matici, máme na mysli p°íslu²ný operátor. Budeme proto obvykle
psát A|u〉, namísto A · {|u〉}M .

K operátoru ϕ de�nujeme adjungovaný operátor ϕ† vztahem

〈ϕ†(u)|v〉 = 〈u|ϕ(v)〉,

kde ϕ†(u) je pro p°ehlednost zkratkou za ϕ†|u〉, a ϕ(v) za ϕ|v〉. Tento zápis m·ºe
být z formálního hlediska (které fyziky obvykle tolik netrápí) trochu matoucí, ale
bez Diracovy notace ho m·ºeme zapsat jako

ϕ†(u)� v = u� ϕ(v).

Není t¥ºké ov¥°it, ºe v maticovém zápisu operátoru má symbol † obvyklý význam
Hermitovsky sdruºené matice (transponované a komplexn¥ sdruºené), ve kterém
jsme ho pouºili uº vý²e p°i charakterizaci 〈u|. Zejména v kontextu kvantové me-
chaniky se Hermitovsky sdruºené matici °íká jednodu²e matice adjungovaná (a£koli
tento termín bývá v lineární algeb°e £asto pouºíván pro matici de�novanou pomocí
subdeterminant·).

Pro vlastnosti operátor· jsou rozhodující jejich vlastní £ísla a vlastní vektory.
Vlastní vektory (které jsou podle de�nice nenulové) ur£ují jednodimenzionální pod-
prostory, které se operátorem zobrazují samy na sebe (jsou tedy invariantem zob-
razení). Je-li tedy |u〉 vlastní vektor operátoru ϕ, platí

ϕ|u〉 = λ · |u〉,
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kde λ je komplexní £íslo, nazývané vlastním £íslem p°íslu²ným (lineárnímu obalu)
vektoru |u〉. Mnoºina vlastních £ísel se nazývá spektrum operátoru. Následující se-
znam charakterizuje matice operátor·, které mají n¥jaké p¥kné spektrální vlast-
nosti.

• Matice A je diagonalizovatelná pokud existuje regulární matice P taková, ºe
P−1AP je diagonální. To nastává práv¥ tehdy, pokud existuje báze vlastních
vektor· operátoru A. Matice P je p°itom maticí p°echodu od kanonické báze
k bázi vlastních vektor·.

• Matice A se nazývá normální pokud platí rovnost

AA† = A†A,

tedy pokud zobrazení komutuje se svým adjungovaným zobrazením. Jedna
z nejd·leºit¥j²ích v¥t komplexní lineární algebry je v¥ta o spektrálním

rozkladu normálních operátor·, která °íká, ºe operátor je normální
práv¥ tehdy, pokud jeho vlastní vektory tvo°í ortonormální bázi (vzhledem
k tomu, ºe vlastní vektory jsou dány aº na násobek, bylo by p°esn¥j²í °íct,
ºe tvo°í ortogonální bázi, kterou je ov²em moºné normováním p°evést na
ortonormální). Existují dv¥ d·leºité podt°ídy normálních matic:
� Matice A je Hermitovská, neboli samoadjungovaná, pokud platí

A = A†.

Hermitovské matice jsou zjevn¥ normální a navíc mají reálná vlastní
£ísla.

� Matice U se nazývá unitární, pokud zachovává skalární sou£in. To platí
práv¥ tehdy, kdyº

U†U = E,

coº je v Diracov¥ zna£ení p¥kn¥ vid¥t:

〈u|v〉 = 〈u|U†U |v〉.

Rovnost U†U = E rovn¥º ukazuje, ºe sloupce (°ádky) matice U tvo°í
ortonormální bázi. Unitární matice jsou zjevn¥ normální.

V¥tu o spektrálním rozkladu normálních operátor· m·ºeme nyní také for-
mulovat tak, ºe operátor je normální, práv¥ kdyº je unitárn¥ diagonalizo-
vatelný, tedy kdyº p°íslu²ná matice p°echodu je unitární. To musí platit,
protoºe jak výchozí, tj. kanonická báze, tak cílová báze vlastních vektor·
jsou ortonormální. (Kanonická báze je ortonormální z de�nice; jinak °e-
£eno, operátory zapisujeme podle dohody vºdy v bázi, která je v daném
unitárním prostoru ortonormální.)

Diracovo zna£ení umoº¬uje elegantní zápis operátor· projekce Pv na zvolený vektor
v. Platí:

Pv = |v〉〈v|.

Sou£inem aritmetického (tj. sou°adnicového) zápisu vektor· |v〉 a 〈v| v tomto po°adí
je £tvercová matice. �e se jedná o projek£ní operátor, je vid¥t ze zápisu

Pv|u〉 = |v〉〈v|u〉

a z faktu, ºe skalární sou£in 〈v|u〉 ur£uje velikost projekce vektoru u na vektor v.
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Snadno se také nahlédne, ºe kaºdý normální operátor lze napsat jako lineární
kombinaci projekcí na vlastní vektory v1, v2, . . . , vn (tvo°ící ortonormální bázi).
Tedy

A =

n∑
i=1

ai|vi〉〈vi|,

kde ai je vlastní £íslo p°íslu²né vektoru vi.
To také unmoº¬uje de�novat standardní funkce komplexních £ísel pro operátory.

Je-li f : C→ C n¥jaká funkce, znamená f(A) operátor

f(A) =

n∑
i=1

f(ai)|vi〉〈vi|.
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