
Kvaterniony

P°ipome¬me, ºe kvaterniony jsou £ty°dimenzionální algebra (tedy vektorový pro-
stor s distributivním násobením vektor·) K nad reálnými £ísly generovaná prvky
{1, `, j, k}, které spl¬ují

`2 = j2 = k2 = `jk = −1.

První z generátor· bývá ozna£ován i, ale abychom se vyhnuli zmatk·m zp·sobeným
identi�kací s komplexní jednotkou, budeme pouºívat `. Vynásobením rovnosti `jk =
−1 z obou stran prvkem k dostaneme k`j = −1. Podobn¥ jk` = −1. Imaginární
generátory jsou tedy cyklicky zám¥nné. Vynásobením jen jedním k také dostaneme
`j = k, a symetricky jk = ` a k` = j. Z `j = k dále dostaneme vynásobením
` zleva rovnost j = −`k a podobn¥ k = −j` a kj = −`. Generátory jsou tedy
antikomutativní. Kaºdý kvaternion v²ak zjevn¥ komutuje s reálným £íslem (které
je samo kvaternionem).

Pro q = a+ b`+ cj + dk de�nujeme sdruºený prvek q∗ = a− b`− cj − dk.
Normu q de�nujeme jako N(q) := qq∗ = a2 + b2 + c2 + d2 = |q|2, kde |q| je

eukleidovská norma v R4. Sféra S3 je tedy p°irozen¥ identi�kována s jednotkovými
kvaterniony K1 (tj. kvaterniony normy jedna).

Platí (pq)∗ = q∗p∗. Z toho plyne N(pq) = N(p)N(q), a jednotkové kvaterniony
(kvaterniony s normou jedna) tvo°í multiplikativní grupu. Inverzní prvek kvaterni-
onu q má tedy tvar q−1 = q∗/N(q), neboli q−1 = q∗ pro jednotkové kvaterniony.

Kvaterniony tvaru b` + cj + dk se nazývají imaginární. Jednotkové imaginární
kvaterniony lze identi�kovat se sférou S2 a platí pro n¥ p2 = −1 (jako pro generá-
tory), nebo´ p−1 = −p.

Nyní ukáºeme nejd·leºit¥j²í vlastnost kvaternion·. Konjugace imaginárního kva-
ternionu libovolným kvaternionem odpovídá rotaci trojrozm¥rného prostoru.

V¥ta. Pro 0 6= q = (r + x`+ yj + zk) ∈ K, je zobrazení

ρq : R3 → R3

(b, c, d) 7→ (b′, c′, d′)

ur£ené vztahem

b′`+ c′j + d′k = q(b`+ cj + dk)q−1

rotace kolem osy procházející bodem (x, y, z) o úhel

ω = 2 arccos
r√
N(q)

.

D·kaz. Protoºe qpq−1 = (tq)p(tq)−1 pro libovolné reálné t, m·ºeme bez újmy na
obecnosti p°edpokládat, ºe q je jednotkový a qpq−1 = qpq∗.

Konjugace je automor�smus K. Navíc je identitou na reálných £íslech, protoºe
reálné £íslo s libovolným kvaternionem komutuje. Dále platí

N(qpq−1) = N(q)N(p)N(q−1) = N(p).

Konjugaci tedy m·ºeme chápat jako ortonormální zobrazení R4, které zachovává
první sou°adnici. Z toho plyne, ºe je také ortonormální na ortogonálním dopl¬ku
první sloºky. Nech´ je q = r + v, tedy v je imaginární £ást q. Pak platí

qvq∗ = (r + v)v(r − v) = (r + v)(rv − vv) = (r + v)(r − v)v = N(q)v = v .

Vidíme, ºe ρq je isometrie s pevným bodem (x, y, z).
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Vyjád°eme q jako

q = cos
ω

2
+ sin

ω

2
(` sinϑ cosϕ+ j sinϑ sinϕ+ k cosϕ) ,

kde

v′ = ` sinϑ cosϕ+ j sinϑ sinϕ+ k cosϕ

je jednotkový imaginární kvaternion vyjad°ující osu rotace pomocí jejích polárních
sou°adnic. Ozna£me

κ = cos
ω

2
+ sin

ω

2
k,

tedy situaci, kdy v′ = k. P°ímým výpo£tem obraz· ρκ(`), ρκ(j) a ρκ(k) dostáváme

[ρκ]`,j,k =

cosω − sinω 0
sinω cosω 0

0 0 1


a v¥ta pro tento p°ípad platí. Podobn¥ (nebo ze symetrie) dostaneme platnost pro
p°ípady v′ = ` a v′ = j, tedy pro rotace kolem druhé a t°etí osy R3.

Uvaºme nyní kvaterniony

qϕ = cos
ϕ

2
+ k sin

ϕ

2
,

qϑ = cos
ϑ

2
+ j sin

ϑ

2
.

Jejich akce odpovídá p°íslu²ným rotacím, takºe

qϕqϑkq
∗
ϑq
∗
ϕ = v′ ,

a tedy

qϕqϑκq
∗
ϑq
∗
ϕ = q .

Odtud

qpq∗ = qϕ(qϑ(κ(q∗ϑ(q∗ϕpqϕ)qϑ)κ∗)q∗ϑ)q∗ϕ

neboli

ρq = ρϕ ◦ ρϑ ◦ ρκ ◦ ρ−1
ϑ ◦ ρ

−1
ϕ ,

tedy ρq je zobrazení podobné zobrazení ρκ, jinak °e£eno, je to rotace o úhel ω
vzhledem k jiné ortonormální bázi. Konkrétn¥

[ρq]ρ∗ϕ◦ρ∗ϑ(`,j,k) = [ρκ]`,j,k .

Protoºe pevný bod ρq uº známe, je d·kaz hotov. �

Poznámka: P°ímým výpo£tem obraz· ϕq(`), ϕq(j) a ϕq(k). Do-
staneme (pro jednotkové q) matici

[ϕq]`,j,k =

1− 2(y2 + z2) 2(xy − rz) 2(ry + xz)
2(xy + rz) 1− 2(x2 + z2) 2(yz − rx)
2(xz − ry) 2(rx+ yz) 1− 2(x2 + y2)

 .

M·ºeme ov¥°it, ºe je ortogonální s determinantem 1.
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Geometrie projektivních unitárních operátor·

Pokud ztotoºníme unitární operátory, které p·sobí stejn¥ na t°ídách daných pro-
jektivní ekvivalencí, dostaneme projektivní unitární grupu, kterou zna£íme PU(2)
(dvojka zna£í dimenzi). Operátor U pak ztotoº¬ujeme s operátorem eiϕU . (P°ipo-
me¬me, ºe eiϕ zde zastupuje tzv. skalární matici, tedy diagonální matici se v²emi
indexy na diagonále rovnými eiϕ, mající tedy determinant ei2ϕ.)

Uv¥domme si nejprve, jak vypadá obecný unitární operátor U . Jeho prvním

sloupcem je n¥jaký jednotkový vektor

(
a
b

)
. Druhý sloupec je pak na n¥j kolmý, je

to tedy aº na komplexní jednotku vektor

(
−b∗
a∗

)
. Obecný p°ípad unitární matice

je tedy

U =

(
a −eiψb∗
b eiψa∗

)
,

s determinantem eiψ. V bázi vlastních vektor· má U tvar(
eiϕ1 0

0 eiϕ2

)
,

kde ψ = ϕ1 + ϕ2. Matice U je projektivn¥ ekvivalentní matici

e−i
ψ
2 U =

(
e−iψ/2a −eiψ/2b∗
e−iψ/2b eiψ/2a∗

)
=

(
c −d∗
d c∗

)
,

kde c = e−iψ/2a a d = e−iψ/2b, s determinantem jedna a diagonálním tvarem(
e−iω/2 0

0 eiω/2

)
,

kde ω = ϕ2 − ϕ1. Nabízí se tedy zvolit tohoto jednoduchého reprezentanta unitár-
ních operátor· projektivn¥ ekvivalentních s U . To je prvek speciální unitární grupy

ozna£ené SU(2). Takoví reprezentanti jsou ov²em dva! A sice ±e−iψ/2U .
Poznámka: Dal²í p°irozenou volbou je matice e−iϕ1 , která má di-
agonální tvar (

1 0
0 eiω

)
.

V²imn¥me si zajímavého rozdílu. Zatímco zobrazení

R(ω) =

(
1 0
0 eiω

)
má periodu 2π, zobrazení

T (ω) =

(
e−i

ω
2 0

0 ei
ω
2

)
má periodu 4π, p°i£emº matice T (ω) a T (ω+2π) se li²í o znaménko,
jsou to dva reprezentanti v SU(2) téhoº prvku z PU(2).

Zapí²eme-li c = p− ti a d = s− ri, kde p, r, s, t ∈ R, (p, r, s, t) ∈ S3, dostáváme(
p− ti −s− ri
s− ri p+ ti

)
.
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Znaménko prvku SU(2) m·ºeme nyní volit tak, ºe budeme volit p jako nezáporné.
(Pokud je p = 0 budeme volit znaménko t nebo dokonce s.) Výhodou takto zapsané
matice je vztah(

p− ti −s− ri
s− ri p+ ti

)
= pE + r(−iX) + s(−iY ) + t(−iZ),

poskytující rozklad do matic E, −iX, iY , −iZ spl¬ujících stejné de�nující relace
jako generátory kvaternion· 1, `, j, k. M·ºeme tedy ztotoºnit ` = −iX, j = −iY ,
k = −iZ a dostáváme jednozna£nou korespondenci mezi jednotkovými kvaterniony
s nezápornou reálnou £ástí a prvky PU(2). Kaºdý prvek U ∈ PU(2) tedy m·ºeme
jednozna£n¥ vyjád°it jako

U = cos
ω

2
E + (x`+ yj + zk) sin

ω

2
,

kde (x, y, z) ∈ S2 a ω ∈ [0, π). To se v kvantové mechanice £asto vyjad°uje tzv.
roz²í°enou Eulerovou formulí

U = e−i
ω
2 ξ·σ = E cos

ω

2
− i ξ · σ sin

ω

2
= cos

ω

2
E + (x`+ yj + zk) sin

ω

2
,

kde ξ = (x, y, z) a σ = (X,Y, Z). Kaºdé dvojici ξ, ω odpovídá rotace R(ξ, ω) pro-
storu R3 kolem osy ξ o úhel ω. Tyto rotace tvo°í speciální ortonormální grupu

SO(3), tedy grupu matic, jejichº sloupce (a °ádky) tvo°í ortonormální bázi a je-
jich determinant je jedna. Kaºdá neidentická rotace je p°itom de�nována dv¥ma
dvojicemi kv·li rovnosti R(ξ, ω) = R(−ξ,−ω).

Poznámka: Identita E zp·sobuje jisté technické komplikace, pro-
toºe její �osu� je moºné volit libovoln¥ (p°i£emº ω = 0). Je p°irozené

zavést pro E konvenci x = y = z = 0, tedy ξ = ~0.

Existuje tedy bijekce mezi S2 × (0, 2π) a SU(2) \ {E}, p°i£emº vºdy dva prvky
odpovídají jedné rotaci z SO(3), resp. jednomu prvku PU(2). Na²e úvahy m·ºeme
shrnout takto:

PU(2) ∼= SU(2)/Z2
∼= S3/Z2

∼= K1/Z2
∼= S2 × (0, 2π)/Z2 ∪ (~0, 0) ∼= SO(3) .

Symbol ∼= zde chápeme voln¥ jako vý²e uvedená p°i°azení.
Mezi krajními £leny je ov²em vztah mnohem t¥sn¥j²í, zprost°edkovaný vztahem

mezi rotacemi a akcí konjugace kvaternion·, vyjád°ený v následující v¥t¥.

V¥ta. Zobrazení

Φ : SO(3)→ PU(2)

R(ξ, ω) 7→ e−i
ω
2 ξ·σ

je isomor�smus grup. Navíc pro kaºdou rotaci ρ ∈ SO(3) platí

ρ = S−1 ◦ Φ(ρ) ◦ S,

kde S : S2 → CP1 je stereogra�cká projekce.

D·kaz. Pro U = e−i
ω
2 ξ·σ máme

R(ξ, ω) = ρU
Φ7−→ U.

Zobrazení je tedy prosté a na, p°i£emº skládání rotací odpovídá násobení matic.
Zbývá ukázat, ºe R(ξ, ω) p·sobí na S−1(|ψ〉) stejn¥ jako U na |ψ〉. K tomu pouºijeme
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operátor hustoty. Operátor obrazu U |ψ〉 má tvar

U |ψ〉〈ψ|U† =
1

2
E +

i

2
U(b`+ cj + dk)U† .

Z v¥ty o akci konjugace kvaternion· plyne, ºe S−1 (U |ψ〉) se skute£n¥ rovná ρU (b, c, d)
a následující diagram komutuje.

S2CP1

CP1 S2

e−i
ω
2 ξ·σ

S

R(ξ, ω)

S

�
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