KVATERNIONY

Pfipomenme, Ze kvaterniony jsou ¢tyFdimenzionalni algebra (tedy vektorovy pro-
stor s distributivnim néasobenim vektort) K nad readlnymi ¢isly generované prvky
{1,4,j, k}, které splhuji

2 =42 =k =Vljk=—1.

Prvni z generatori byva oznacovan i, ale abychom se vyhnuli zmatkim zptsobenym
identifikaci s komplexni jednotkou, budeme pouZzivat £. Vynasobenim rovnosti £jk =
—1 z obou stran prvkem k dostaneme k¢j = —1. Podobné jk¢ = —1. Imaginarni
generatory jsou tedy cyklicky zaménné. Vynasobenim jen jednim £ také dostaneme
{7 = k, a symetricky jk = £ a kf{ = j. Z {j = k déle dostaneme vynasobenim
¢ zleva rovnost j = —fk a podobné k = —jf a kj = —{. Generétory jsou tedy
antikomutativni. Kazdy kvaternion v8ak zjevné komutuje s redlnym cislem (které
je samo kvaternionem).

Pro g = a + bl 4 ¢j + dk definujeme sdruZeny prvek ¢* = a — bl — cj — dk.

Normu q definujeme jako N(q) := q¢* = a® + b> + ¢ + d*® = |q|?, kde |q| je
eukleidovska norma v R%. Sféra S? je tedy pfirozené identifikovana s jednotkovymi
kvaterniony K; (tj. kvaterniony normy jedna).

Plati (pq)* = ¢*p*. Z toho plyne N(pg) = N(p)N(q), a jednotkové kvaterniony
(kvaterniony s normou jedna) tvo¥i multiplikativni grupu. Inverzni prvek kvaterni-
onu ¢ méa tedy tvar ¢! = ¢*/N(q), neboli ¢~! = ¢* pro jednotkové kvaterniony.

Kvaterniony tvaru b¢ + cj + dk se nazyvaji imagindrni. Jednotkové imaginarni
kvaterniony lze identifikovat se sférou S? a plati pro né p?> = —1 (jako pro generéa-

tory), nebot p~t = —p.

ternionu libovolnym kvaternionem odpovida rotaci trojrozmérného prostoru.
Véta. Pro 0# q = (r + a2l + yj + zk) € K, je zobrazeni
pg: R* > R3
(b,c,d) — (b',c,d")
uréené vztahem
Vi+cj+dk=qbl+cj+dk)g?

rotace kolem osy prochéazejici bodem (z,y, z) o thel

w = 2arccos

r
N(q)
Diikaz. Protoze qpq~' = (tq)p(tq)~! pro libovolné redlné ¢, miZeme bez Gjmy na
obecnosti pfedpokladat, Ze ¢ je jednotkovy a gpg~' = gpg*.

Konjugace je automorfismus K. Navic je identitou na realnych &slech, protoze
realné ¢islo s libovolnym kvaternionem komutuje. Déle plati

N(apg™') = N(g)N(p)N(q~") = N(p).
Konjugaci tedy muzeme chapat jako ortonormalni zobrazeni R*, které zachovava
prvni soufadnici. Z toho plyne, Ze je také ortonormalni na ortogonélnim dopliiku
prvni slozky. Necht je ¢ = r + v, tedy v je imaginarni ¢ast ¢. Pak plati
qug* = (r+v)v(r—ov)=(r+v)(rv—w)=(r+v)(r—v)v=N(qQuv="ov.

Vidime, ze p, je isometrie s pevnym bodem (z,y, z).
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Vyjadieme ¢ jako
q= cos% + sin%(@sinﬁcosgp + jsin¥sing + kcosp),
kde
v = £sind cos ¢ + jsin ¥ sin ¢ + k cos @
je jednotkovy imaginarni kvaternion vyjadiujici osu rotace pomoci jejich polarnich

soufadnic. Oznac¢me
w . w
K = cos — + sin 51@,

tedy situaci, kdy v' = k. Pfimym vypoctem obrazi p.(¢), px(j) a px(k) dostavame

cosw —sinw 0
[ocleje = | sinw cosw 0
0 0 1

a véta pro tento pripad plati. Podobné (nebo ze symetrie) dostaneme platnost pro
ptipady v/ = ¢ a v/ = j, tedy pro rotace kolem druhé a t¥eti osy R>.

Uvazme nyni kvaterniony
¥

¢ L
= +k
qu COS 5 Sin B) s

q§:c0s5+jsm§.

Jejich akce odpovida piislusnym rotacim, takze
4pq0kqyq, = ',

a tedy
Qpqokdydy = q -
Odtud
apq” = qp(qo(k(a)(appae)a) " )ay)ag
neboli
Pa=Pp0psopeopytopt,

tedy pq je zobrazeni podobné zobrazeni p,, jinak Feceno, je to rotace o thel w

vzhledem k jiné ortonormadlni bazi. Konkrétné

[0alpz 003 (0,5,6) = [Prleon -
0

Protoze pevny bod p, uz zname, je dikaz hotov.
Poznamka: Pfimym vypoctem obrazi ¢,(¢), ¢4(j) a ¢q(k). Do-

staneme (pro jednotkové ¢) matici

1—2(y?+2?) 2(xy — rz) 2(ry + zz)
[©qlejk = 2(xy +rz) 1—2(2? + 22) 2(yz — rx)
2(xz —ry) 20re +yz)  1-2(2%+4?)

Mizeme ovérit, ze je ortogonalni s determinantem 1.



GEOMETRIE PROJEKTIVNICH UNITARNICH OPERATORU

Pokud ztotoznime unitarni operatory, které piisobi stejné na tiidach danych pro-
jektivni ekvivalenci, dostaneme projektivni unitdrni grupu, kterou znac¢ime PU(2)
(dvojka zna¢i dimenzi). Operator U pak ztotoziiujeme s operatorem e!?U. (Pf¥ipo-
mefime, Ze e'? zde zastupuje tzv. skaldrni matici, tedy diagonalni matici se viemi
indexy na diagondle rovnymi e*¢, majici tedy determinant e®2¢.)

Uvédomme si nejprve, jak vypadd obecny unitarni operator U. Jeho prvnim
a

sloupcem je néjaky jednotkovy vektor (b

). Druhy sloupec je pak na néj kolmy, je
. —b* . e .
to tedy az na komplexni jednotku vektor < o > Obecny piipad unitarni matice
a —e¥p*
U= (b e a* ) )
s determinantem e*¥. V bézi vlastnich vektori ma U tvar
eher 0
0 ez )’
kde ¢ = @1 + @2. Matice U je projektivné ekvivalentni matici
¥ e"W/2q  —ei/2p c —d*
eilfU = . . =
T e ®W/2p eW/2¢x ) T \d ¢ )7
kde ¢ = e""/2q a d = e~ ™/2}, 5 determinantem jedna a diagonalnim tvarem

efiw/Q 0
0 eiw/Z ’

kde w = p3 — ¢1. Nabizi se tedy zvolit tohoto jednoduchého reprezentanta unitar-
nich operatort projektivné ekvivalentnich s U. To je prvek specidlni unitirni grupy
oznacené SU(2). Takovi reprezentanti jsou oviem dva! A sice +e~"¥/2U.

je tedy

Poznamka: Dal§i piirozenou volbou je matice e %1, ktera m4 di-

agonalni tvar
1 0
0 eiw .

Vsimnéme si zajimavého rozdilu. Zatimco zobrazeni

ro- (7 2)

mé periodu 4, p¥i¢em? matice T'(w) a T (w+2m) se lisi o znaménko,
jsou to dva reprezentanti v SU(2) téhoz prvku z PU(2).

ZapiSeme-li c =p —ti a d = s — ri, kde p,r,s,t € R, (p,7,s,t) € S, dostévame

p—ti —s—ri
s—ri p4+ti )



Znameénko prvku SU(2) muiZeme nyni volit tak, Ze budeme volit p jako nezaporné.
(Pokud je p = 0 budeme volit znaménko ¢ nebo dokonce s.) Vyhodou takto zapsané
matice je vztah

(f_ Z ps+ t?) — pE + r(—iX) + s(—iY) + t(—iZ),

poskytujici rozklad do matic F, —iX, 1Y, —iZ splhujicich stejné definujici relace
jako generatory kvaternionu 1,74, j, k. Muzeme tedy ztotoznit { = —i X, j = —iY,
k = —iZ a dostavame jednoznacnou korespondenci mezi jednotkovymi kvaterniony
s nezépornou realnou ¢asti a prvky PU(2). Kazdy prvek U € PU(2) tedy muiZeme
jednozna¢né vyjadiit jako

U:COS%EJr (:c€+yj+zk)sin%,

kde (7,y,2) € S* a w € [0,7). To se v kvantové mechanice ¢asto vyjadiuje tzv.
rozsirenou Eulerovou formuli

U=e 1287 = ECOS% —if-asin% ZCOS%E—F (mﬁ—i—yj—i—zk)sin%,
kde £ = (z,y,2) a 0 = (X,Y, Z). Kazdé dvojici &, w odpovida rotace R(&,w) pro-
storu R® kolem osy & o thel w. Tyto rotace tvoii specidlni ortonormdini grupu
SO(3), tedy grupu matic, jejichz sloupce (a Fadky) tvofi ortonormélni bazi a je-
jich determinant je jedna. Kazda neidenticka rotace je pfitom definovana dvéma
dvojicemi kvili rovnosti R(§,w) = R(—¢, —w).

Poznamka: Identita E zpusobuje jisté technické komplikace, pro-
toZe jeji ,,osu* je mozné volit libovolné (pFicemz w = 0). Je pfirozené
zavést pro E konvenci z =y = z = 0, tedy & = 0.
Existuje tedy bijekce mezi S? x (0,27) a SU(2) \ {E}, pfi¢emz vzdy dva prvky
odpovidaji jedné rotaci z SO(3), resp. jednomu prvku PU(2). NaSe avahy muiZzeme
shrnout takto:
PU(2) 2 SU(2)/Zy = S?/Zy = Ky /7y = S* x (0,27) /72 U (0,0) = SO(3).

Symbol & zde chapeme volné jako vySe uvedend piirazeni.
Mezi krajnimi ¢leny je ovSem vztah mnohem tésnéjsi, zprostfedkovany vztahem
mezi rotacemi a akci konjugace kvaterniont, vyjadieny v nasledujici vété.

Véta. Zobrazeni

o : SO(3) — PU(2)

R(&,w) — e 287
je isomorfismus grup. Navic pro kazdou rotaci p € SO(3) plati
p=5"Tod(p)oS,

kde S : S — CP! je stereograficki projekce.
Diikaz. Pro U = 7% €7 mame

R(¢,w) = pu N

Zobrazeni je tedy prosté a na, pri¢emz skladani rotaci odpovida nasobeni matic.
Zbyva ukazat, ze R(&,w) ptsobi na S1(]1))) stejné jako U na |1)). K tomu pouZijeme



operator hustoty. Operator obrazu Uly) mé tvar
1 .
UI|U" =SB+ U+ cj +dk)U*.

Z véty o akci konjugace kvaternionii plyne, ze S~ (U|v))) se skuteéné rovna py (b, ¢, d)
a nésledujici diagram komutuje.

CP! A S2?

g e R(E.w)

Cpl —— §2
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