CHOLEVUV ODHAD

7 postulatu méfeni plyne, ze von Neumannova entropie piesné odpovida entropii
nahodné veli¢iny, kterou je méfeni daného smiSeného stavu v bézi jeho vlastnich
vektoru. Jak uz jsme ale tekli, ,,spravné“ definované entropie by méla brat v avahu
vSechna mozna méfeni. Ndhodn4 veli¢ina, o které se méfenim snazime ziskat in-
formaci je ndhodna veli¢ina s rozdélnim definujicim soubor stavi. Piesny vztah
von Neumannovy entropie k informaci dosazitelné libovolnym méfenim neni znam.

bound).

Veéta (Choleviv odhad). Necht X je diskrétni ndhodna veli¢ina s rozdélenim Pr[X =
i] = p;. Necht p = Y7 pip; je smiSeny stav vznikly zakodovanim hodnoty X po-
moci stavi p;. Necht Y je ndhodna veli¢ina vysledkt néjakého méfeni stavu p.
Pak

n
I(X:Y)<S(p) - ZP@S(P1)~
i=1

Cholevuv odhad fiké, Ze Von Neumannova entropie je hornim odhadem pro infor-
maci dostupnou jakymkoli méfenim o ndhodné veli¢ing X . Pokud jsou v8echny stavy
pi Cisté, pak méa nerovnost tvar I(X : Y') < S(p). Navic vime, ze S(p) < H(X), coz
dava klasické I(X : V) < H(X).

Rovnost S(p) = H(X) pfitom nastava, pravé kdyz jsou stavy ¢isté a rozliSitelne.
Pak se totiz jednd o klasickou ndhodnou veli¢inu, neni dilezité, Zze jeji hodnoty
chapeme kvantové. Pak také I(X :Y) = H(X) pro méfeni v bazi obsahujici volené
stavy, kdy Y = X.

Pro diikaz Cholevova odhadu uvazujme kromé samotného piipravovaného a mé-
Feného systému, ozna¢me ho ), jesté systém P, ktery obsahuje informaci o hodnoté
nahodné veli¢iny X zakoédovanou do bézovych stavi, a systém M, obsahujici nao-
pak podobné zakédovany vysledek Y méfeni, které necht je dano operatory (MM;).
Po piipravé je matice hustoty tohoto slozeného systému

po M =" piliy(i| @ pi ®10)(0]

a po méfeni je
PP = N7 piliy (i © MM @ 1) (.
i

Ukazuje se, ze Choleviv odhad je vlastné nerovnost

S(pt ") < S(pf < p)-

Ovéfme pro pravou stranu:

ob =Y plili S(py) = H(X)
P(?:P:Zpipi S(P?):S(P)
Py =D pilidil @ pi S(py'?) = H(X) + > _piS(pi)

Pro levou stranu si nejprve uvédomme, ze tr(M;p;M;) je pravdépodobnost, ze vy-
sledek méfeni bude j, za podminky, Ze méfeny stav je p;, oznacme ji pj;. Protoze
1



je vysledek méfent na volbé X nezavisly, je p;p;j; sdruZend pravdépodobnost i a j,
oznacme ji p;;. Tedy:

pfzzpml I—Zpl S(pt) = H(X)
Z%Uﬂ Zmy S(p¥) = H(Y)

mel il ®15) Ul S(pi™) = H(X,Y)

Choleviuv odhad nyni plyne takto:
M M
S(pg = p§) = S(py = p™) = S(p1 : o) = S(pf = p1).
Odvozeni vyplyva ze ti intuitivnich (a dokazatelnych) principi:
e vzajemné informace se nezméni pfidanim dodatetného (nekorelovaného)
systému;
e vzajemnou informaci dvou systému nelze zddnym méfenim (ani Zadnymi
unitarnimi operacemi) zvysit;
e vzijemnou informaci nelze zvysit odstranénim ¢asti jednoho ze systémui.

Prvni princip jednoduSe plyne ze vztahu entropie rozlozitelnych stavi S(c®p) =
S(o) + S(p), ktery dostaneme piimo z definice.

Tteti princip plyne ze silné subaditivity. V naSem piipadé mame

PQM M
S(pr M) + S(pi") < S(p™) + S(pPM),
odkud dostavame pozadované
M PQM
S(pr) +S(pt") = S(pi™) < S(p1) + S(p?™) = S(py M),

Pokud jde o druhy princip, v8imnéme si nejprve, ze matice UpUT jsou podobné,
tedy maji stejny diagonalni tvar, tedy S(p) = S(UpU"). Je piirozené, Ze entropie se
neméni volbou jiné baze. Pro méfeni muzeme princip redukovat na princip druhy
tim, Ze ukdZeme, 7ze kazdé méfeni lze chapat jako unitarni transformaci naseho
systému spolu s néjakym vnéj§im, dodateénym systémem, ktery po méteni opét
odstranime. Tato elegantni a uzite¢na konstrukce probiha nasledujicim zpusobem.

Oznafme méfeny systém () a uvazujme méfeni pomoci operatora (M;). Doda-
te¢ny systém M bude mit bazové prvky |j). Pak plati, Ze ,indexujici“ zobrazeni

U:le)®10) = Y Myle) ®15)

J
je unitarni. Pfesné&ji feceno, toto zobrazeni zachovava skalarni soucin (jak lze pfimo-
Cafe ovélit za pouziti vztahu Gplnosti »_,; M JT M; = F), a mizeme ho tedy rozsifit
na unitarni zobrazeni systému Q) ® M. Vysledna matice hustoty je tedy

M _
pM =U(l¢) (el ® |0)(0))UT = Zle Wl M}, @ |5) (5]
3.3’
a redukovand matice pro puvodni systém je
p? =" Mjle)(p|M],
J

jak jsme chtéli.
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