CHARAKTERY A DISKRETNI FOURIEROVA TRANSFORMACE

Nejdulezit&jsim kvantovym algoritmem je Diskrétni Fourierova transformace (DFT).
Divody jsou dva:

e DFT je pro kvantové pocitace exponencialné rychlejsi nez pro pocitace kla-
sické;
e DFT umoziiuje (mimo jiné) faktorizaci pfirozenych &isel.

Diskrétni Fourierova transformace se tyké zobrazeni z kone¢né komutativni grupy
G do C. Kazdé takové zobrazeni f lze chapat jako vektor (f(g1), f(g2), .., f(gn)),
kde n = |G| a g; jsou prvky G. MnoZina v8ech zobrazeni tak tvoii vektorovy prostor
C™, pficemz bazi, ke které se uvedeny zapis vztahuje, je baze charakteristickych
funkei jednotlivych prvka, tedy funkei by, bo, ..., b, definovanych vztahem b;(g;) =
;-

DFT je pfechod od “chronologického” zépisu funkce v této bazi, k zapisu v bazi
tzv. charakteri grupy G, které vyjadiuji “frekvencéni” rozklad funkce. Pro porozu-
méni DFT je proto tfeba nejprve pojednat o charakterech koneénych grup.

Necht (G, -) je komutativni grupa. Kazdy grupovy homomorfismus

x: (G = (C)

se nazyva charakter grupy G. Dale budeme uvazovat pouze kone¢né grupy G.
Charaktery tvoii také grupu, s ndsobenim definovanym

(X1 - x2)(9) = x1(9) - x2(9)-
Jednotkovym prvkem této grupy charakteru je identickd jednicka, kterou znacime
€ a nazyvame trividlnim charakterem.

Véta. Nechf je X grupa charaktera koneéné komutativni grupy G. Pak
X =G

Diikaz. ProtoZze je G kone¢né, museji se vSechny jeji prvky zobrazovat na jednot-
kovou kruznici. Pfesnéji, prvek g se musi zobrazovat na r-tou odmocninu z 1, kde
r je fad prvku g. Mame tedy

x(g) = exp [27”'1:] ;

pro néjaké k € Z,.
Necht {h1,...,hy} je néjakd minimalni mnozina generatora grupy G, kde prvek
h; ma ¥ad r;. Pak
G=lypy X Lipy X -+ XL
a charakter x je jednoznacné urcen volbou

(ki,.. . km) €Ly, X Lipy X -+ X7

Tm

Tm

tak, ze
k;
X(h;) = exp [2mi—| .
Ty
Je snadné ovéfit, Ze zobrazeni x — (k1, ..., k) dava pozadovany isomorfismus. O

Vzhledem k tomu, Ze se pohybujeme na jednotkové kruznici, plati

X Hg) =x(9) " =x(9)"



Dale je uZitecné si vSimnout, Ze pro g,h € Zy, X Zy, X - -+ X L, plati

Xn(9) = Xg(h).
Obé strany rovnosti se totiz rovnaji
kit;
T“j ’

() exp 2m’Z (
j=1
kde g = (k1,kay ... km) a h = (01,02, ..., lm).
Pro pocitani s charaktery je kli¢ové nasledujici tvrzeni.

Lemma. Pro libovolny netrividlni charakter x grupy G plati

> x(g) =0

geG

Diikaz. Necht je x netrividlni, a zvolme h € G tak, Ze x(h) # 1. Protoze g — hg je
permutace grupy G, dostavame

D o x(9) =Y x(hg) = x(h) > x(9),

geG geG geqG

> x(g) =0

geG

a tedy

O

Nésledujici tvrzeni ukazuje, ze charaktery jsou ortogonalni mnozinou vzhledem
ke standardnimu skalarnimu soufinu (pracujeme tedy v Hilbertové prostoru H,,,
nikoli pouze v C,,).

Lemma. Necht x1 a x2 jsou dva razné charaktery grupy G. Pak plati

Z x1(9)"x2(g) = 0.

geG

Diikaz. Protoze x1 # X2, je XiXx2 = X1_1X2 netrividlni charakter, a tvrzeni plyne z
predchoziho lemmatu. O

Norma kazdého charakteru y je

1> x(9)*x(9) = Vn.
geG
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je ortonormaélni baze H,, které fikime bdze charakterii.

Vidime proto, Ze mnozina

Jak uz bylo feceno na zaCatku, Diskrétni Fourierova transformace je pievod
zobrazeni f : G — C ze zapisu v bézi charakteristickych funkci do zapisu v bazi
charakteri. Protoze jsou obé& béaze ortonormélni, jedn& se o unitarni zobrazeni.
Matice DFT je tedy inverzni matice k matici pfechodu od kanonické bézi k bazi
charaktertu. Protoze inverzni matice unitarni matice je matice adjungovana, mame

1 *
[DFT]x, = T o (90)%,
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kde g1, g2, ..., gn je né&jaké ocislovani prvka grupy G. Diky vySe dokdzané zamén-
nosti indextt jsou DFT a DFT ' komplexné sdruzené a pro zjednoduseni zapisu
se obvykle uvazuje inverzni transformace IFT (uSetfime tim znaménka minus v
exponentu).

KVANTOVY ROZKLAD DISKRETNI FOURIEROVY TRANSFORMACE

Kvantova ralizace Diskrétni Fourierovy transformace spociva v konstrukci ob-
vodu, ktery pocita operator DFT, tedy v rozkladu DFT na malé operétory.

Vyse jsme definovali DFT pro obecnou grupu G. Nejdulezitéjsi a nejobvyklejsi
je DFT pro cyklickou grupu (Zy,+) a neni-li feeno vyslovné jinak, rozumi se
oznacenim DFT préavé tento pripad.

Pro ilustraci a procvifeni oviem provedeme nejprve DFT na grupé (Z3',+).
Mame M = 2™ a k-ty bazovy prvek Hj; budeme jako obvykle zapisovat |k) =
|k1ka ... km), kde k1ka ...k, je binarni zapis k. Budeme také pfirozené pfedpokla-
dat, ze ocislovani grupy Z3* tomuto zapisu odpovida, Ze tedy k-ty prvek je praveé
(k1 kay ey km).

Podle (¢) pak mame

kil 1 m ks 1
[DFT]j, ¢ exp |2mi Yy L | = —— (1) Y = (-
j=1

1
T NoTD

To je ovSem matice, kterou zname jiz z Deutschova-Jozsova algoritmu; nad Z3'
dostavame snadny rozklad

DFT = H®™,
Obratme se nyni k pfipadu (Z s, +). VyuZijeme poznamku na konci piedchoziho
oddilu a budeme rozkladat IFT, kde

kl
[IFT]&@ = 27’1’i:| .

1
——ex
VoA [ M
Obvod je vzdy definovan na bazovych prvcich. Cheeme tedy sestrojit obvod, ktery
vstup |k) = |k1)|k2) - - - |km) zobrazi takto:

coz po rozkladu

dava

To mizeme rozlozit jako souc¢in m dvou clennych soucti

iwé) 21: exp [Qm } ® <|0 + exp [2771} |1>>

j:l Ejzo :



Faktor u |1) rozepiSeme:

k
exp [277@'%] = exp {277@'

27

a z periodicity exponenciely dostavame

moom=tp
Zt:l t] = exp [

m

t=m—j+1

2i Z o(m—t=i) .

t=1

k )
€xp {27“'2]} = exp |27 Z 2(’”4*])/%

|

Pro néazornost zapisu bude uZzite¢né rozsitit bindrni zapis i za ,,desetinnou‘, resp.
spise ,,polovinnou“ ¢arku a psat

Pak lze IFT vyjadrit takto:
10) + exp [2i(0, km )] [1)

O7a1a2...

a
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|0) + exp [27%(0, kp—1km)] 1)

k) =

V2

V2

0) + exp [273(0, ko - - - Ky 1k )] |1
10) + exp Rri(0, e+ T 1) 1)

V2

0) + exp [27i(0, k1 - - - ky—1km)] 1)

Zkonstruovat obvod, ktery IFT poéit4 uz neni tézké. VSimnéme si nejprve, ze

vého posunu

|0) + exp [27%(0,a)] 1)

V2

kde H je Hadamarduv operator. Dale budeme potiebovat matice relativniho fazo-

1
r=

které budeme aplikovat kontrolované bitem na t-té pozici za “desetinnou” ¢arkou.
Konstrukce j-tého kubitu vystupu vypada nyni takto:

0
e2mi/2t |
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|Km—j+1)

|km—j+2)

|Erm—j43)

‘km—1>

[Fm)

10)

H

Rpy—ji2

Roy—ji3—

— Ry1 —

Ry, —

Stadi tedy pouzit m pomocnych kubit, na pocatku ve stavu |0), jako vystupni
registr transformace.

Je oviem také mozné pomocné kubity usetfit, pokud si v§imneme, ze prvni kubit
vstupu je potieba pouze pro vypocet n-tého kubitu vystupu, druhy kubit vstupu
pouze pro vypocet poslednich dvou kubiti vystupu atd. Diky tomu muzeme zacit



konstrukei posledniho kubitu vystupu v prvnim kubitu vstupu, a takto postupné
odzadu konstruovat v j-tém vstupnim kubitu j-ty vystupni pocitano odzadu.
Dostaneme tedy Fourierovu tranformaci “vzhiru nohama”, coz jisté neni vazny
problém. Pokud bychom chtéli i tuto neptesnost odstranit, sta¢i na zacatku obratit
pofadi vstupnich kubiti pomoci |2 | transpozic. Transpozice bézovych kubiti je

2
samoziejmé unitarni (jako kazda permutace), znadi se

a neni tézké ovérit, ze plati

Celkova podoba obvodu IFT pro Zs« je zndzornéna na nasledujicim obrazku.

|k1) * H -
|k2) HH Ry —
|k3) H — R2 + R3

|K4) H H Ry Ry H Ry

Je ziejmé, ze slozitost algoritmu (pocet hradel) je O(m?) = O(log® M). Nejrych-
lejsi klasicky algoritmus, tzv. rychld Fourierova transformace, ma pfitom slozitost
O(M log M). V tomto piipadé pfinaseji tedy kvantové pocitace exponencialni zrych-
leni.
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