KVANTOVA ENTROPIE

Entropie je mirou informac¢niho obsahu ndhodné veli¢iny. Klasicka entropie, mé-
Fend v bitech a nazyvana podle svého objevitele Shannonova, je pro diskrétni na-
hodnou veli¢inu X s pravdépodobnostmi Pr[X = i] = p;, definované vzorcem

H(X) = =} p(i)log ;.

Tuto hodnotu lze neformalné interpretovat jako priumérny pocet biti adresy néa-
hodného jevu, ke kterému doslo. Zakladni vlastnost Shannonovy entropie, ktera
ukazuje, ze skute¢né vyjadiuje informacni obsah, je véta o kdédovani zdroje, na-
zyvané téz véta o kompresi nebo véta o kapacité kanalu bez Sumu. Ta ukazuje, Ze
posloupnost n nezavislych kopii ndhodné veli¢iny X lze zakédovat posloupnosti biti
délky nH(X) s pravdépodobnosti chyby asymptoticky jdouci k nule pro velka n.
(Véta se dokazuje tak, Ze si vSimneme, Ze pievazna vétsina posloupnosti mé oceka-
vané rozlozeni poctu pismen, a ukdzeme, ze takovych typickych posloupnosti délky
n je téméi presné 27H(X))

Celkova informace dvojice ndhodnych veli¢in H(X,Y") je nejvyse soucet H(X)+
H(Y'), muze vSak byt mensi. Pokud je napiiklad Y funkci X, pak je hodnota (X,Y)
zcela urcena hodnotou X a plati H(X,Y) = H(X). Zbyly informac¢ni obsah Y pii
znalosti X je entropie podminéné nahodné veli¢iny H (Y | X). (Spravné bych meéli
fict ,,primérné entropie“, protoze jde o primér pies rizné hodnoty X. Entropie
H(Y') sama je ostatné prumérem pfes riuzné hodnoty Y.) Hodnota H(Y)—H (Y | X)
tedy vyjadiuje kolik informace o Y se dozvidame, pokud zname X. Podobné je
H(X)— H(X|Y) mirou informace, kterou Y odhaluje o X. Plati o¢ekavany vztah
HX)Y)=HX)+HY|X)=H(Y)+ H(X|Y). Hodnota

I(X:Y)=HX)+HY)-HX,Y)=HX)-HX|Y)=HY) - HY|X)

je tedy mirou zavislosti obou veli¢in a je nazyvana vzdjemné informace. VSimnéme
si, ze tato hodnota je symetricka vzhledem k X a Y.

Informac¢ni obsah kvantového systému je dana nejistotou o vysledcich méfeni.
Jinak feceno, vysledek daného méfeni daného systému je ndhodna veli¢ina s néjakou
entropii. Entropie kvantového stavu vSak musi brat v iivahu vSechna moZn4 méfeni.
Je-li systém v ¢istém stavu, existuje mé¥eni, jehoz vysledek je dan jednoznacné (je
to jakékoli mé&feni v béazi obsahujici mé&feny stav). Entropie kvantového systému je
tedy nenulova jen v piipadé smiSenych stavi a pochézi z nejistoty o piipraveném
stavu. Ovliviwgje ji ale také povaha souboru. Ilustrujme to na stavech, které se
vyskytuji v protokolu BB84. Vime-li, v jaké béazi Alice koduje, ale nevime jaky
kéduje bit, je systém ve stavu
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Meéfteni v kanonické bazi je ekvivalentni pfijeti nidhodného bitu. Skuteénost, ze hod-

nota byla zakédovina kvantové, a ne klasicky zde nehraje zadnou roli. Entropie
takového stavu by tedy méla byt rovna jedné. Vime-li naopak, ze Alice kddovala

nulu, ale nevime v jaké bézi, dostavime matici
) <2+4ﬁ 0 )
~J 27\/5 .
0 1

1 1 (3 0 B
P—§|0><0\+5\+><+|— 0 0 + =

NN T
(S
i o

e NN,



Diagonalni tvar je vié¢i (znormovanym) vlastnim vektortm
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Stejnou matici hustoty tedy dostaneme, pokud zvolime |v;) nebo |vg) s pravdé-

podobnostmi % a 2’4—\/5. Klasicka entropie takové nahodné veli¢iny je
24vV2, 24V2 2-V2  2-V2 .
) log 1 4 log - 0.6.

Entropie neni rovna jedné, protoze zvoleny bit byl zakédovan do dvou stavi, které
nejsou zcela rozliSitelné, ¢imz se ¢ast informace ztratila.

Na tomto piikladu miuzeme také ilustrovat nezavislost vysledku méteni na zpu-
sobu, jakym dana matice hustoty vznikla. Zkoumejme pravdépodobnost, s jakou pii
méfeni v bazi |0), |1) dostaneme vysledek odpovidajici |0). Podle Postulatu 3’ je
to tr(|0)(0|p) = 3/4. To odpovida prosté uvaze: s pravdépodobnosti jedna polovina
méme stav |0), a pak vysledek méfeni odpovida |0) s jistotou; s pravdépodob-
nosti jedna polovina mame stav |+), kdy vysledek odpovida |0) s pravdépodobnosti
jedna polovina. Podobn& bychom mohli ovéfit, ze pokud |v1) = a1]0) + 51]1) a
|v2) = a2|0) + B2[1), pak
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Uvedené piiklady vedou k definici Von Neuwmannovy entropie matice hustoty

p. Je to entropie ndhodné veli¢iny odpovidajici volbé vlastnich vektoru p, coz lze
usporné zapsat jako

laa |* +

S(p) = —tr(plogp).
Vyjmenujme nékteré vlastnosti kvantové entropie. Pro entropii smiSeného stavu
p =, pipi plati
S(p) < H(X) + ZPiS(pi),
i

kde X je ndhodna veli¢ina vybéru stavu p;, tedy diskrétni ndhodn4 veli¢ina s prav-
dépodobnosti Pr[X = i] = p;. Rovnost pfitom plati pravé kdyZ jsou stavy p; roz-
lisitelné, tedy pokud jsou definované na vzajemné kolmych prostorech. Entropie
stavu p je nejvySe entropie piislu§ného procesu volby p; plus primérnéd entropie
obsazend v samotnych p;. Jsou-li stavy p; ¢isté, dostavame S(p) < H(X). Jsou-li
Cisté a rozligitelné, mame S(p) = H(X). Pak se totiz jedna o klasickou nahodnou
veli¢inu, neni dulezité, ze jeji hodnoty kédujeme kvantove.
Pro slozené systémy plati silnd subaditivita:

S(p*P9) + S(p?) < S(p*P) + S(p") .

Definujme po vzoru klasické vzajemné informace vzajemnou informaci dvou
kvantovych stavi jako

S(p™: pP) = 5(p™) + 5(p") = S(p*?).
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