HUSTOTA PRVOCISEL
Necht m(n) zna¢i pocet prvocisel mensich nebo rovnych n. Plati
. m(n)-logn
lim 7(n) -logn

n—00 n

:]_’

kde log znaci pfirozeny logaritmus.
Chovéni funkce 7 (n) nas bude zajimat pro velkd n. Pro mala n je mozné spocitat
m(n) pfesné. Pro n < 20 mame:

n @ 7(n) n % w(n)
21 29 1 11| 4.6 5
3| 2.7 2 12| 4.8 5
4 1 2.9 2 13| 5.1 6
5] 3.1 3 14| 5.3 6
6 | 3.3 3 15| 5.5 6
71 3.6 4 16 | 5.8 6
8 | 3.8 4 17| 6.0 7
9 | 4.1 4 18 | 6.2 7
10| 4.3 4 19| 6.5 8
a pro 20 < n < 1000 ukazuje vztah % a m(n) nasledujici graf
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podle néjz je tedy spodnim odhadem poctu prvocisel.

Prvodéisel neni prili§ mnoho. Pro velkd n ukdzeme horni odhad pocétu prvodisel

3n
< .
m(n) < logn

Zékladem je CebySeviiv odhad (dokazany niZe), podle néjz plati

Hp<4”.

p<n
1



Otézka zni, jak z Cebysevova odhadu dostat informaci o 7(n). Pfirozené je vyraz
zlogaritmovat:
Z logp < nlog4.
p<n
Vzhledem k tomu, Ze se zabyvame vztahem

m(n)logn ~ n,

potifebujeme odhadnout vztah mezi logn a aritmetickym prameérem log p.

Soucet logaritmi prvocisel mensich nez n muZeme zdola odhadnout souctem
logaritmi prvocisel mezi \/n a n, jejichz logaritmus odhadneme logaritmem +/n.
Tedy

nlog4 > Z logp > Z logp > (7(n) — 7(v/n)) log v/n >
p<n Vn<p<n

> (m(n) lfg“jﬁnog /.

Upravou ziskavame
7(n)logn < n-2log4 + 6y/n.
Tim jsme hotovi, protoze pro velkd n plati

n-2log4 + 6/n < 3n.

Konkrétné to plati pro vSechna n > 696. Pro mensi n je mozné (a kvili indukei
nutné) vztah ovétit piimo (viz graf a tabulka na prvni strang).

Diikaz Cebysevova odhadu. Vyjdeme ze vztahu

ktery plyne napf. z binomické véty pro (1+1)™ nebo z toho, ze (?) je pocet binarnich
¢isel délky n s j jednickami a pocet vSech ¢isel délky n je 2. Pro n = 2k + 1 z toho

dostavame
2k +1 2k +1 2k +1
92k+1 > =2.
e )T s ko)

g2k o (2k+1
- ,ZC .

Nyni uz mizeme dokazat Cebyseviiv odhad indukei. Soucin prvocisel mensich nez
2k + 1 rozdélime na dvé c¢asti:

a tedy

k+1 2k+1
II »=1I»-1I»
p<2k+1 2 k2

Prvni s¢itanec odhadneme pomoci indukéniho predpokladu. Pro druhy plati

2k+1
(k+2)-(k+3)--2k-(2k+1)  (2k+1
[[»< 1.2 (k—1) -k ( k >§22k'

k+2



Celkem tedy

k+l 241
H p:Hp_Hp<4k+1.4k:42k+1.
p<2k+1 2 k+2

Pro sudé slozené ¢isla mame

H p= H P < 42k+1 < 42]{:—"—2.
p<2k+2 p<2k+1

Prvodisel neni prilis malo. Zamysleme se nad kombina¢nim ¢islem

2k\  (k+1)-(k+3)---(2k—1)-2k
(k> 1-2---(k—-1)-k

Je vidét, ze pro zvolené m obsahuji ¢itatel a jmenovatel zhruba stejné mnozstvi
nasobkt m, totiz
k
)

Pro jmenovatel je tento pocet presny, citatel mize obsahovat o jeden nasobek vic.
Napft. pro k = 17 obsahuje ¢itatel t¥i ndsobky Sesti (18,24, 30), zatimco jmenovatel

jen dva (6,12).
Plati, ze citatel obsahuje
%| |k
m m
nasobkd m. Necht k = hm + z, kde z < m. Pak
2k 2
2] 2]
m m
takze pocet nasobklt m je v Citateli o jednu vétsi nez ve jmenovateli, pravé kdyz

z > m/2; jinak je stejny.
Pfedchozi tivahy jsou inspiraci pro nasledujici tvrzeni.

()
v = val, )

p¥ < 2k.

Lemma. Oznacme

Pak

Dikaz. Na zékladé predchozich tvah lze dikaz neformalné vyjadrit tak, ze kazda
mocnina p’ pfispéje do p-valuace nejvyse jednickou. a to pravé kdyz &k mod p/ >
P /2.

Podrobnéji: Plati

val,, (2:) = val, ((2k)!) — 2val,(k!),

pricemz pro kazdé n mame
log,, n

val,(nl) = Y V‘J .

J
= LP



Mame tedy

ok el ok k
()= 3 (5] 2 L)
Jj=1

pricemz

2

HEERE

P I

je bud 0, pokud & mod p? < p’/2, nebo 1, pokud k& mod p/ > p’ /2. O

Diisledkem pfedchoziho lematu je odhad

Ze vztahu
2k
2k
2 )
=0
plyne

22k 2k
< )
2k+1 7~ \ k
protoze (Qkk) je ze vSech kombinacnich ¢isel v sumé nejvétsi. Dostavame tedy zaklad

pro dolni odhad pro 7(n)
22k

2k +1

< (2k)ﬂ(2k)

Po zlogaritmovani vychéazi

2k log(2k + 1)
>0 _ e\ )
w(2k) > Tog 2% (log2 ok ) ,

pridem? pro k = 20 uz je log 2 — 28D 06,

Prvodisla jsou rozloZena rovnomérné. Ukazeme pouze tzv. Bertrandiv postu-
1at, podle néjz mezi n a 2n vzdy lezi néjaké prvocislo, a jeho zobecnéni, podle néjz
je mezi n a 2n alespon r prvocisel pro kazdé n > n,..

Uvazujme opét cislo
2k
m = .
k

m = Hpvalp(m)‘

Rozdélme prvocisla mensi nez 2k do ¢tyf intervali:
e 1 : p <2k, kde pouzujeme odhad

Plati zfejmé

pval,,(m) < 9%k

o : V2k<p< %k, kde uz plati p*> > 2k, takZe val,(m) je nejvyse jedna
(viz tvahy o poctu ndsobkil p ve jmenovateli a Citateli).

o I5: %k‘ < p < k; v tomto intervalu je k& mod p < p/2, takze val,(m) = 0.

o I, : k < p < 2k; poCet prvocisel v tomto intervalu, ktery nas zajima,
oznacme 7.



Dostavame

(2:> < (26)V - ] p-(2k)"

pEl2

92k _ 2%k
2k +1 k

Hp< Hp<4%k
k

Za pouziti odhadu

a Cebysevova odhadu

pel2 p<3
dostavame
2 )2k 43k (2k
2 . 435 . r
tedy

45 < (2 + 1)(2k) VA1 < (2k)V2RHT+2,
Odtud po zlogaritmovani dostavame
log 4 k
> : — 2k -2,
3 log(2k)
coz je rostouci funkce, ktera garantuje r > 0 pro k > 507. Bertrandiv postulat pro

mensi ¢isla lze snadno ovérit posloupnosti prvodcisel 3, 5, 7, 13, 23, 43, 83, 163, 317
a 631.




