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Regitelnost rovnic na slovech

Rozhodnutelnost rovnic na slovech

1970 : Nerozhodnutelnost fesitelnosti diofantickych rovnic (10. Hilbertiv
problém)

1977 : Rozhodnutelnost feSitelnosti rovnic na slovech s konstantami: G. S.
Makanin
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Regitelnost rovnic na slovech

Makanintv algoritmus

Zakladni myslenky

e Omezeni exponentu periodicity p v fedeni. Reeni, které je piilis
periodické, tj. néjakd proménnd se zobrazuje na slovo obsahujici
néjaky faktor tvaru uP pro prilis velké p, Ize zkratit.

@ Nedeterministické transformace rovnic:

e Volba vzajemného vztahu délek jednotlivych neznamych
e Transformace garantujici rlist exponentu periodicity

o = Konecny graf, ktery je tfeba prohledat
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Regitelnost rovnic na slovech

SlozZitost Makaninova algoritmu

Slozitost zavisi na exponentu periodicity.

1996 A. Koscielski, L. Pacholski:

P(n) € O,
kde n je délka rovnice.

1998 C. Gutierrez : Slozitost Makaninova algoritmu je dana velikosti grafu
jako

SPACE(20("))
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Regitelnost rovnic na slovech

Plandowského algoritmus

W. Plandowski, W. Rytter(1998), W. Plandowski(1999b)
@ Redeni Ize exponencidlné komprimovat
@ Komprimovana forma reSeni se nedeterministicky uhodne
@ Ovéreni spravnosti je polynomialni

@ Vysledna slozitost:

NPTIME(n - log N(n)), PSPACE(n)

kde N(n) je omezeni délky jind forma kédovani reseni

nejkratsiho reseni.
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Regitelnost rovnic na slovech

Optimalni slozitost

1979 D. Angluin Je NP-tézké rozhodnout, jestli dané slovo lezi v daném
pattern language

abaaabab = xyabxpbaxiabxo

= NP jako dolni odhad.
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Regitelnost rovnic na slovech

Optimalni slozitost

Nejlepsi horni odhady:

NPTIME(n - logN(n)), PSPACE(n)
Odhady délky nejkratsiho feseni N(n):

@ Makanin(v algoritmus: 22"
e W. Plandowski (1999a):
22<9(n)
= NEXPTIME
Hypotéza:
o Nejkratsi reseni je nejvyse exponencidlné dlouhé

o Resitelnost rovnic na slovech je NP-uplna
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Regitelnost rovnic na slovech

Mnozina resSeni

1982 G. S. Makanin: zobecnéni algoritmu pro volné grupy

1985 A. A. Razborov: reprezentace vSech reseni konecnym grafem pro volné
grupy

1990 J. Jaffar: vycisleni feSeni (terminuje pro koneéné mnoho fesent)

2006 W. Plandowski: reprezentace vSech reseni kone¢nym grafem pro slova
v EXPSPACE
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Nékolik malo proménnych

Jedna proménnd

1994 S. Eyono Obono, P. Goraléik, M. N. Maksimenko: O(nlog n)
2002 R. Dabrowski, W. Plandowski: O(n + # log n)

ApXA1 X ... XA, = XB1 X ... XBs
Zakladni vlastnosti:
@ log n kandididatskych dvojic (u, v): BiXB1X je prefix BiAgAo;
@ pro kazdou kandidatskou dvojici
0

Sol(e) ﬂ (uwv)Tu =< (uv)ku pro jediné k

)k
(uv)tu tzv. "dlouhd Feseni”
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Nékolik malo proménnych

Jedna proménnad : otevreny problém

Problém: Kolik riznych (tj. s riznymi kandidatskymi dvojicemi) feseni

muze existovat?

Hypotéza: Nejvyse dve.

AoXALX .. XA, = XB, X ... XB.
Zakladni vlastnosti:
@ log n kandididatskych dvojic (u, v): BiXB1 X je prefix B1ApAo;

@ pro kazdou kandidatskou dvojici

Sol(e) m (uw)tu=1<{ (uv)k

)<u  pro jediné k
(uv)tu

tzv. "dlouha reseni”
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Nékolik malo proménnych

Jedna proménnad : otevreny problém

Problém: Kolik riznych (tj. s riznymi kandidatskymi dvojicemi) feseni
miZe existovat?

Hypotéza: Nejvyse dveé.
ApXA1 X ... XA, = XB1 X ... XBs
2009 W. Plandowski, M. Laine
@ dlouhé reseni nepripousti Zadné jiné
@ pro rovnice s nejvyse Ctyfmi vyskyty proménné existuji nejvyse dvé
reSeni

Priklad: Rovnice XbXacbcac = cbcacbXaX ma reSeni ¢ a cbcac.
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Nékolik malo proménnych

Jedna proménnad : otevreny problém

Problém: Kolik riznych (tj. s riznymi kandidatskymi dvojicemi) feseni
miZe existovat?

Hypotéza: Nejvyse dveé.
ApXA1 X ... XA, = XB1 X ... XBs
2009 W. Plandowski, M. Laine
@ dlouhé reseni nepripousti Zadné jiné
@ pro rovnice s nejvyse Ctyfmi vyskyty proménné existuji nejvyse dvé
feseni
Priklad: Rovnice XbXacbcac = cbcacbXaX ma reseni ¢ a cbcac.

cbcacbcac = cbcacbcac cbcacbcbcacacbcac = cbcacbcbcacacbcac
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Nékolik malo proménnych

Dvé proménné

@ Bez konstant: pouze komutujici Feseni
@ S konstantami

2004 R. Dabrowski, W. Plandowski: Popis fedeni v &ase O(n°)
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Nékolik malo proménnych

Tri proménné

Bez konstant: Posledni parametrizovatelny pripad.

Pfiklad: Rovnice xz = zy ma parametrické reseni

x = (uv)’ y = (vu)’ z=(uv)u

1971 J. I. Hmelevskij: Kazda rovnice ve tfech proménnych je
parametrizovatelna. Rovnice xyz = zvx parametrizovatelna neni.
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Nékolik malo proménnych

Tri proménné

Bez konstant: Posledni parametrizovatelny pripad.

Pfiklad: Rovnice xz = zy ma parametrické reseni

x = (uv)’ y = (vu)’ z=(uv)u

1971 J. I. Hmelevskij: Kazda rovnice ve tfech proménnych je
parametrizovatelna. Rovnice xyz = zvx parametrizovatelna neni.

Problém: Nezdvislost systému rovnic
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Systémy rovnic

Véta o kompaktnosti

Véta: (M. H. Albert, J.
Lawrence 1985; V. S. Guba
1985)

Kazdy systém rovnic

S = {(u,-,v,-) ‘ i € I} ma
ekvivalentni konecny
podsystém T C S.

Dikaz: Vnoreni do prostoru
matic + Hilbertova véta o bazi.
O
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Systémy rovnic

Véta o kompaktnosti

Véta: (M. H. Albert, J.
Lawrence 1985; V. S. Guba
1985)

Kazdy systém rovnic

S = {(u,-,v,-) ‘ i € I} ma
ekvivalentni konecny
podsystém T C S.

Dikaz: Vnoreni do prostoru
matic + Hilbertova véta o bazi.
O

ekvivalentni formulace

Véta: Kazdy jazyk L ma
konecnou testovaci mnozinu T.

Definice: T C L je testovaci
mnozina jazyka L, pokud pro
libovolné dva homomorfismy g
a h plati

g=Th & g=,h
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Systémy rovnic

Véta o kompaktnosti

Véta: (M. H. Albert, J.
Lawrence 1985; V. S. Guba

g Véta: Kazdy jazyk L ma
1985) = kone¢nou testovaci mnoZinu T.
Kazdy systém rovnic £
— o v || f . o
> . {(u, V',) |0 ev I,} ma - Definice: T C L je testovaci
ekvivalentni konecny s o
podsystém T C S. E r.nnozma,Jazyka L, pokusi pro
o libovolné dva homomorfismy g
Dikaz: Vnoreni do prostoru = a h plati
matic + Hilbertova véta o bazi. ¢
O g=Th & g=,h

Problém: Je velikost ekvivalentniho podsystému (resp. testovaci mnoZiny)
pro dany pocet proménnych omezena?

St&pan Holub (MFF UK) Proménné, rovnice a feseni Vila Lanna, 19. 3., 2011 15 / 22



Systémy rovnic
Tri proménné

Problém: Je velikost nezdvislého systému rovnic ve trech nezndmych
omezena?

Hypotéza: Neexistuje nezavisly systém tfi rovnic o tfech nezndmych,
ktery by mél neperiodické reseni.

St&pan Holub (MFF UK) Proménné, rovnice a feseni Vila Lanna, 19. 3., 2011 16 / 22



Systémy rovnic
Tri proménné
Problém: Je velikost nezdvislého systému rovnic ve trech nezndmych
omezena?
Hypotéza: Neexistuje nezavisly systém tfi rovnic o tfech nezndmych,

ktery by mél neperiodické reseni.

2003 D. Nowotka, T. Harju: Nezavisly systém dvou rovnic o tfech
nezndmych s neperiodickym resenim obsahuje pouze balancované
rovnice.
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Systémy rovnic
Tri proménné
Problém: Je velikost nezdvislého systému rovnic ve trech nezndmych
omezena?
Hypotéza: Neexistuje nezavisly systém tfi rovnic o tfech nezndmych,

ktery by mél neperiodické reseni.

2003 D. Nowotka, T. Harju: Nezavisly systém dvou rovnic o tfech
nezndmych s neperiodickym resenim obsahuje pouze balancované

rovnice.
Priklad:
Xyz = zyx Xyyz = zyyx
xX+—a yw—b zw— aba X+—a yw— b z+— abba

xX+—a y—b z—a
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Testovaci mnoziny

Omezené jazyky

Definice: L C agaj - - aj,
Rovnosti g(w) — h(w) vedou k rovnicim xf0xk .. xks — yloyJo .k
ovnosti g(w) = h(w) vedou k rovnicim xg°x;* - - - X[ =y 0 -y,
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Testovaci mnoziny

Omezené jazyky

*

Definice: L C agaj---a

n
Rovnosti g(w) = h(w) vedou k rovnicim xé( k. xke = y0 Dy 0 kn
1998 J. Kortelainen: Systém
UXgU1X{ U2 * + * Un—1Xpln = VOYQVIYiV2 *** Vim—1YmVim
pro i € Ng je ekvivalentni podsystému pro i =0,1,...,m+ n+ 2.
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Testovaci mnoziny

Omezené jazyky

*

Definice: L C agaj - - aj,

ki k,,_

Rovnosti g(w) = h(w) vedou k rovnicim xé( = y0 0y .. yke,

1998 J. Kortelainen: Systém
UoXgU1X{ U2 -+ + Un—1XpUn = VOYQVIYV2 " * Vin—1YmVim
pro i € Ng je ekvivalentni podsystému pro i =0,1,...,m+ n+ 2.

2001 S.H: Systém o , o .
X0X1 X = YoYi*** Ym

pro i € N je ekvivalentni podsystému pro 1,2, 3, 4.
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Testovaci mnoziny

Omezené jazyky

*

Definice: L C agaj - - aj,

ki k,,_

Rovnosti g(w) = h(w) vedou k rovnicim xé( = yo 0y .. yke,

1998 J. Kortelainen: Systém
UOXQUIX{UD -+ + Up—1XpUn = VOYOVIYIV2 ** * Vm—1YmVm
pro i € Ng je ekvivalentni podsystému pro i =0,1,...,m+ n+ 2.

2001 S.H: Systém S
Xéxi...xr’]:y(’)y{...yr’n
pro i € N je ekvivalentni podsystému pro 1,2, 3, 4.
Problém: Stacin=1,2,37
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Testovaci mnoziny

Prize problem

| will pay 100 € to the first person who gives an answer (with a proof) to
the following question:

Is there a positive integer n > 2 and words uy, up, ..., u, such that both
equalities
(uup - up)® = viud - u
(U1UQ...un)3 p— LI]‘?-’LI2 ... u

hold and the words u;, i = 1,...,n, do not pairwise commute (that is,

o 3 =, (= DA
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Testovaci mnoziny

Komutativni jazyky

Definice: S kazdym slovem ajay - - - a, € L obsahuje L také vSechny jeho
permutace a,(1)ag(2) * * * Ag(n)-

1997 1. Hakala a J. Kortelainen: Kazdy komutativni jazyk nad n
proménnymi m4 testovaci mnozinu velikosti O(n?). Existuji
komutativni jazyky jejichz testovaci mnoziny maji velikost (n?).
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Testovaci mnoziny

Komutativni jazyky

Definice: S kazdym slovem ajay - - - a, € L obsahuje L také vSechny jeho
permutace a,(1)ag(2) * * * Ag(n)-

1997 1. Hakala a J. Kortelainen: Kazdy komutativni jazyk nad n
proménnymi m4 testovaci mnozinu velikosti O(n?). Existuji
komutativni jazyky jejichz testovaci mnoziny maji velikost (n?).

2001 S.H. a Kortelainen: Nejmensi testovaci mnoZina jazyka

{a5(1)30(2) " " 30(n) | 0 € Sy}

ma velikost mezi n — 1 a 5n.
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Ekvivalenéni mnoziny

Ekvivalenéni mnoziny

Definice: Ekvivalenéni mnozina homomorfismi g a h je

Eq(g, h) = {w | g(w) = h(w)}.
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Ekvivalenéni mnoziny

Ekvivalenéni mnoziny

Definice: Ekvivalenéni mnozina homomorfismi g a h je

Eq(g, h) = {w | g(w) = h(w)}.
Rozhodnout, zda Eq(g, h) obsahuje neprazdné slovo je zndmy Postiiv

korespondenéni problém (PCP).
1979 K. Culik I, A. Salomaa, A. Ehrenfeucht a R. Rozenberg: Kazdou

rekursivné vycislitelnou mnozinu lze vyjadfit pomoci ekvivalencni
mnoziny.
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Ekvivalenéni mnoziny

Binarni ekvivalenéni mnoziny

Eq(g,h) = {w | g(w) = h(w)}, w e {a b}’
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Ekvivalenéni mnoziny

Binarni ekvivalenéni mnoziny

Eq(g,h) = {w | g(w) = h(w)}, w e {a b}’

2003 S.H.: Kazda binarni ekvivalenéni mnoZina je generovana nejvyse
dvéma slovy. Dvougenerované mnoziny maji tvar {a'b, ba'} .
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Ekvivalenéni mnoziny

Binarni ekvivalenéni mnoziny

Eq(g,h) = {w | g(w) = h(w)}, w e {a b}’

2003 S.H.: Kazda binarni ekvivalenéni mnoZina je generovana nejvyse
dvéma slovy. Dvougenerované mnoziny maji tvar {a'b, ba'} .

2008 J. Hadravova, S.H.: Jednoduché jednogenerované mnoziny s alespor
9 vyskyty obou pismen jsou tvaru (ab)’'a nebo a'b’.

Problém: Uplnd charakterizace jednogenerovanych binarnich
ekvivalencnich slov.
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DEKUJI ZA POZORNOST
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