POLYNOMIALNI INVERZY MATIC

Dulezitou vlastnosti generujici matice je existence jejiho polynomiélniho pravého
inverzu. Pravijm inverzem matice G tvaru b X ¢ rozumime matici G’ tvaru ¢ x b
takovou, ze GG’ = I},. Pravy inverz zfejmé miZe existovat pouze pro matice s plnou
hodnosti (tedy hodnosti b, pokud b < ¢), coz budeme v této kapitole predpokladat.
Pro generujici matice je tato podminka spliiena vzdy, ale vysledky této kapitoly
plati, stejné jako vysledky o Smithové rozkladu, pro libovolné racionalni matice.

Pozn.: V kontextu konvoluénich kéda znamena pravy inverz dekddovaci zafizeni.
Existence polynomialniho pravého inverzu tedy znamena polynomiélni dekédo-
vac.

Pravy inverz matice snadno dostaneme z jejtho Smithova rozkladu. Je-li totiz
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Vsimnéme si, ze A~! i B~! jsou polynomiélni. Zménou pofadi sloupci B~ a fadki
C~! tedy dostdavame Smithiiv rozklad matice G’. Necht

oy
B1

Qp

By
Pak je ziejmé G’ polynomiélni, pokud a; = 1. Opa¢na implikace neni zcela zfejma,
ale také plati, jak ukazuje nasledujici lemma, které poskytuje jesté jednu ekviva-
lentni charakteristiku existence polynomialniho pravého inverzu.

Lemma 1. Necht G je generujici matice typu b X ¢ s b-tym invariantnim faktorem
ap/Pp ve zkraceném tvaru. Nasledujici podminky jsou ekvivalentni

(1) ap = 1

(2) G ma polynomialni pravy inverz.

(3) Pro kazdé u € F(D)® plati: uG € F[D]¢ = u € F[D]’.

Diikaz. Necht je

A - (C|0)- B,
Smithuv rozklad matice G.
(1) = (2): Je-li ap = 1, pak a1 = ag = --- = a3, = 1. Pak je C~! polynomiélni a
B/C~'A~! je polynomialni pravy inverz G, kde B’ je prvnich b sloupci B~1.
(2) = (3): Necht je G’ polynomialni pravy inverz matice G. Je-li uG polynom, je
také u = uGG’ polynom.
(3) = (1): Dokazeme nepiimo. Necht je ap # 1 a polozme u = g—’;ebA_l. Protoze
(’%eb = uA~'A neni polynomialni, neni polynomialni ani u. Naproti tomu uG
polynomiélni je, protoze to je b-ty fadek matice B, jak snadno spocitame. ([l

Pfipomenime, Ze pracujeme s Laurentovymi fadami, tedy s fadami ve formalni
proménné D, které maji n&jaky nenulovy zacatek (kone¢né zpozdéni), ale nemusi
mit koneény stupeni. Pokud bychom chtéli, mohli bychom namisto D uvazovat for-
mélni proménnou D~ 1.



Pozn.: V literatuie se invertovana proménna nékdy pouziva, éasto z~', coz ma
svoji logiku v analogii s redlnymi ¢isly.

Z pohledu formalni fady, tedy pokud nechceme za proménnou dosazovat, na
volbé nezalezi. Je ale dilezité mit na paméti nasledujici vztahy. Téleso F((D~1))
neni rovno t&lesu F((D)), pfi¢em? jejich prunik jsou pravé fady s kone¢nym nosi¢em.
Naproti tomu F(D) aF(D~!) splyvaji. Racionalni matici proto mtizeme vZdy chapat
obojim zptisobem, aniz by to mélo na vyklad né&jaky vliv. Rozdil se ovSem ukaze v
pripadé Smithova rozkladu, protoZe ten se vztahuje k zékladnimu okruhu, kterym je
bud F[D], nebo F[D~!]. Podobné je rozdil mezi polynomidlnim pravym inverzem
(podle definice chapanym nad F[D]), a praviym inverzem polynomidlnim v D~*,
tedy pravym inverzem s koeficienty v F[D~!], ktery budeme znacit G’ ;. Tento
druh inverzu bude pozdéji hrat dulezZitou roli a plati pro néj alternativa predchoziho
lemmatu.

Lemma 2. Necht G je racionalni matice typu b X ¢ a ap/f je b-ty invariantni
faktor matice G v okruhu F[D~!] ve zkrdceném tvaru. Nasledujici podminky jsou
ekvivalentni

(1) ap = 1

(2) G ma pravy inverz polynomialni v D~*.

(3) Pro kazdé u € F(D)® plati: uG € F[D~!]° = u € F[D~1}’.

Diikaz. Plyne z piedchoziho lemmatu po substituci D~! za D, vzhledem k tomu,
ze F(D) =F(D™1). O
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Mezi existenci dvou polynomidlnich pravych inverzii (v D a D!) je pomérné
tzka souvislost. Uvazme nejprve, ze pokud oy je v libovolné polynom, ktery nema
tvar D¥. pak je u = %,eb Laurentova fada s nekoneénym nosi¢em, zatimco nosic¢
uG je kone¢ny. Z toho je snadno vidét, Ze podminka (3) je (pro vhodny D-posun
u) porusena v obou pi¥ipadech, a matice G tedy neméa ani jeden polynomialni pravy
inverz.

Pozn.: Takové matici se fikd katastrofickd. Katastrofa spo¢iva v tom, Ze kone¢né
kodové slovo je nékdy treba dekddovat na nekoneény vzor, coz diky linearité
znamena, ze koneény pocet chyb pii pfenosu muze vést k nekoneéné velké chybé
pii dekédovani.

Asymetrie mezi existenci polynomialnich pravych inverzi tedy miZe nastat, jen
pokud je oy v jednom piipadé 1 a v druhém D*. To je vidét i z toho, Ze vyjadieni g
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pomoci determinantti tedy plyne, Ze se dvé uvazované podoby Smithovy matice
mohou liSit pouze v mocninach D.

v D1, 7 definice invariantnich faktort

v D odpovida pro n&jaké £ vyjadreni
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Matice G; ma polynomialni pravy inverz



a Smithuv rozklad

V F[C], C = D1, plati
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Plati:
(Dil +171)'G2 = (17071)

(CrP+14+0,C7Y -Gy =(1,C,0).
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