ZAKLADNI, REDUKOVANE A KANONICKE MATICE

Polynomialni matice G se nazyva zdkladni, pokud spliiuje ekvivalentni podminky
nasledujici véty.
Véta. Necht je G polynomidlni matice bx c. Ndsledujici podminky jsou ekvivalentni:
(1) G md nejmensi vnitini stuperi ze viech polynomidlnich matic s ni ekviva-
lentnich.
(2) Smithova normdlni forma G je (I. | 0).
(8) Subdeterminanty matice G Tddu b jsou nesoudélné.
(4) Matice G(«) md hodnost b pro kazdé o z algebraického uzdvéru F.
(5) Matici G lze doplnit ¢ — b Fadky na unimoduldrni.
(6) G md polynomidlni pravy inverz.
(7) Je-li uG polynomidlni, pak je polynomidlni také u.

Diikaz. & Obé podminky jsou podle definice Smithovy normalni formy
ekvivalentni rovnosti v, = 1.

& Subdeterminanty fadu b jsou nesoudélné, pravé kdyZz nemaji zadny
spoleény kofen v algebraickém uzévéru F. To je ekvivalentni tomu, Ze pro libovolné
« je alespon jeden takovy subdeterminant nenulovy, a matice G(a) mé tedy plnou
hodnost.

= (2) Necht G = A(C|0)B je Smithiv rozklad. Pak je polynomialni matice
B, sestavajici z prvnich b fadkt matice B ekvivalentni matici G a ze vztahu G =
ACB; plyne

intdeg G = deg |C| + intdeg B, .
Z minimality intdeg G plyne deg~;---7 =0, a tedy v, = 1.

= Je-li C =1, pak G = AB;. Nechf je B, matice tvofena poslednimi
c— b radky B. Pak je matice
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unimoduléarni.

= @ Necht je M = ((?) unimodulérni a necht G’ je prvnich b sloupcii
1

matice M. Pak GG’ =I,.

@ = Necht je G’ polynomialni pravy inverz matice G. Kazda matice ekvi-
valentni s G je tvaru TG. Je-li TG polynomiélni, pak je také T = TGG’ polyno-
midlni a plati

intdeg TG = deg|T| + intdeg G < intdeg G .
Ekvivalence & (6 < je pfedmétem charakterizace existence pravého

polynomiélntho inverzu.
O

Pro polynomiélni matici G se stupni fadka v; definujme matici nejuyssich koefi-
cientii G jako matici b x ¢ nad F, kde (G);; je koeficient u D¥i v polynomu ggj).
Daéle fekneme, Ze matice G ma ocekdvany stuperi vjstupu, pokud pro kazdé u # 0
plati

deguG = mlax(deg u® 4+ 1;).

Polynomialni matice se nazyva redukovand, pokud spliuje ekvivalentni podminky
nasledujici véty.



Véta. Necht je G polynomidlni matice bx c. Ndsledujici podminky jsou ekvivalentni:
(1) G md nejmensi vnéjsi stupen ze vsech matic TG, kde T je unimoduldrni.
(2) Matice nejoyssich koeficientii G md hodnost b.
(3) intdeg G = extdeg G.
(4) Matice G md ocekdvany stuper vyjstupu.

Diikaz. = Ptedpokladejme, ze G nemé4 plnou hodnost. Necht G = 0, kde
0+# 2z = (21,22,...,2) € F’ a nechf je £ < b nejvyssi index, pro ktery je z, # 0.
Bez Gjmy na obecnosti také jako obvykle predpokladame 1y < vy < --- < 1. Nyni
plati, Ze stupen
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je mensi nez v;. Je-li tedy T matice pficitajici k zy-ndsobku ¢-tého fadku z; DVe—Vi-
nasobky Fadka ¢ < £, ma TG mensi vngj§i stupen nez G. Matice T je vSak unimo-
dulérni.

2) & 7 definice determinantu snadno odvodime, Ze pro libovolnou podmatici
M velikosti b x b matice G je deg |M| nejvyse v = extdeg G = > v; a koeficient
u D" je navic roven |M|, kde M je odpovidajici podmatice G (viz dodatek k
této kapitole). ProtoZe intdeg G je definovan jako max deg |M|, plati pro libovolnou
polynomiélni matici G nerovnost intdeg G < extdeg G a rovnost nastavé, pravé
kdyz existuje M takova, ze |M’ # 0, tedy pravé kdyz ma G plnou hodnost.

& Zvolme u # 0 a polozme d = max(degu” + ;). Necht je T vektor
koeficientii u D? ve vektoru v = uG. Ziejmé deguG < d a rovnost plati, pravé
kdyZ je T nenulové. Polozme u = (uy,us, . . ., up), kde u; je koeficient u® u D4=v:,
Vsimnéme si, ze u # 0 a ovéime, ze 7 = uG. Ma-li tedy G plnou hodnost, je T # 0
a vystup uG mé ocekavany stupeii. Pokud naopak G plnou hodnost nema4, existuje
u, pro které je v = 0, coz dosvédcéuje, Zze G nema ocekdvany stupeinn vystupu.

= Z rovnosti intdeg TG = deg | T| + intdeg G vidime, Ze vSechny unimo-
dulédrné ekvivalentni matice maji stejny vnitini stupeni. Z vyse uvedené nerovnosti
intdeg G < extdeg G nyni plyne, Ze extdeg G je v ramci unimodularné ekvivalent-
nich matic minimalni, je-li roven intdeg G. O

Matice, ktera je zakladni a redukovand, se nazyva kanonickd. Zasadni dulezitost
kanonickych matic vyplyva z néasledujici véty.

Véta (O stavovém prostoru kodu). Dimenze stavového prostoru Xc je rovna vnéj-
Stmu stupni libovolné kanonické matice.

Diikaz. Necht G = (g1,82,---,8p) je kanonicka matice C. Ukazeme, Ze
bij=D7g;, i=1,2,....b, j=1,2,...,u

je baze C. Zvolme libovolny prvek kodu a napisme ho ve tvaru uG. Rozlozme
Z(u) = s + t tak, aby platilo

degs® < —u;, delt® > —y; .

Jinak Feceno, Z(u) je rozdéleno na slozku t, ktera v ¢ase nula je§té ovliviiuje stav
kodovace G v piimé formé, a na ,,jiz zapomenutou slozku® s, pro kterou je K(sG) =
0. Méame tedy

KUG) = K((s + t + K(1))G) = K(5G) + K(tG) + L(K(u)G).



Protoze K(K(u)G) i K(sG) lezi v C*, reprezentuje uG stejny stav jako tG. Vek-
tor tG je ovSem podle definice linearni kombinaci vektora b; ; (nad F), konkrétné

b v
tG = Zzu(jzbz,] .

i=1 j=1

Ukézali jsme, ze t¥idy [b; jlc generuji Ye.
Zbyva ukédzat linedrn{ nezavislost. Necht pro néjaké nenulové u = (u, ..., u®),
kde

uld = Zu(_i;D*j ,
j=1
plati

b v
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Existuje tedy néjaké w, pro které
K(uG) =wG.

Protoze G méa polynomiélni inverz G/, plati w = K(uG)G’, a w je tedy polyno-
mialni. Plati tedy deg(u — w) > 0, a protoze ma G oCekavany stupeil vystupu, je
i deg(u — w)G > 0. To je v8ak ve sporu s K((u — w)G) = K(uG) — K(wG) = 0.
Ttidy [b; j]c jsou tedy linedrn& nezavislé, ¢imz je dikaz dokonden. O

Existuji i nepolynomialni matice, jejichz kodovac¢ v primé formé ma stupei roven
stupni kodu. (Také ty se nekdy v literatuie nazyvaji kanonické a zabyvat se jimi
nebudeme.) Nésledujici véta oviem ukazuje, Ze neexistuji zadné jiné takové matice
polynomiélni.

Véta. Pro polynomidlni matici G generujici kod C plati extdeg G = degC, prdvé
kdyz je G kanonickd (tj. zdkladni a redukovand).

Diikaz. ,,=“ Necht plati extdeg G = deg C a necht G je né&jaka zakladni a reduko-
vand matice generujici C. Takovou matici ziskdme tak, Ze zvolime né&jakou zakladni
matici ekvivalentni s G, a k ni poté unimoduladrné ekvivalentni redukovanou. Na-
sobeni unimodularni matici pfitom neméni vnitini stupen, takze vysledna matice
zistava zakladni. Nyni plati

(a) (b)
extdeg G; = intdeg G < intdeg G < extdeg G.
Protoze je extdeg G = extdeg Gy = degC, plati v obou neostrych nerovnostech

rovnost. Pfitom rovnost (a) znamené, ze G je zakladni, (b) Ze je redukovana.
,<=" Tato implikace je pfedmétem véty o stavovém prostoru kédu. (I
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Dodatek:

Lemma. Pro libovolnou podmatici M velikosti b x b matice G je stupei |M| nejvyse
v =Y v; a koeficient u D¥ je navic roven |M|, kde M je odpovidajici podmatice

G.

Diikaz. Oznatme M v8echny bijekce mnoziny {1,2,...,b} amnoziny indexi sloupci,
ze kterych sestava M. Pak méa definice determinantu M podobu

b
‘M| = Z Hgi,a(i)a

ceMi=1
a tedy

b b b
deg|M]| = max deg (H 8i,0(i)> V) - glea@;deg 8io(i) < Z vi=v.

i=1
Pro polynom p € F[D] ozna¢me coeff(p, n) jeho koeficient u ¢lenu D". Z maximality
v; dostavame

b b
coeff (M|, v) = Z coeff (H giﬂ(i)ﬂ/) = Z (H coeff(giya(i),l/i)> = |H‘ .
i=1

oceM oceM \i=1
O
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