JAKOBIHO SYMBOLY

Legenderiiv lze roz§itit i pro sloZené jmenovatele induktivni definici:

() = (0)-(2):

Na zékladé konvence budeme i v tomto pfipadé uvazovat jen liché jmenovatele.

Tomuto zobecnénému symbolu fikdme Jakobiho symbol. Znadi se stejné, protoze
se jedna jen o rozsifeni. Jakobiho symbol ztraci pro slozené jmenovatele nékteré
vlastnosti Legenderova symbolu. Obecné napi. neplati
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uz proto, ze hodnota vpravo ¢asto pro slozené n neni rovna £1, jak vime z Rabinova-
Millerova testu. Jakobiho symbol také obecné neni indikadtorem kvadratické rezidu-
ity. Pokud je a kvadratickym reziduem pro k - £, je kvadratickym reziduem pro k i
pro ¢. Pripad (%) = —1 tedy vzdy znamena, Ze a je kvadratické nereziduum modulo
n, musi byt totiz kvadratickym nereziduem pro alespoini jedno prvoéislo v rozkladu
n. Naopak to ale neplati: pokud je a kvadratické nereziduum modulo k i ¢, je jisté
kvadratickym nereziduem i modulo k - £, prestoZe (ﬁ) = (%) . (%) =—-1--1=1.
Nékteré dulezité vlastnosti Legenderova symbolu jsou vSak zachovany i pro slo-
Zené jmenovatele. Je to zejména vypocet hodnoty pro —1, pro 2 a také formule pro

reciprocitu.

Véta. Necht a,b € Z a necht m,n € Z jsou licha &isla. Pak plati

= b b
(=) -)-(3)

(2) Proa=b mod n plati

() (%) =

Diikaz. Prvni dva body plynou okamzité z definice a vlastnosti Legenderova sym-
bolu.

Zbyvajici dokdZeme indukci podle poétu €lentt v prvoéiselném rozkladu jmeno-
vatele. Pouzijeme opakované vztah

(&%) E-D+EH-D+-Dy-1)=2y—-1.
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Necht n = k - £. Pak podle indukéniho piedpokladu plati

(nl) - <k1> <zl> e T b | R T | e
= () = ()T

Trieti rovnost plyne z toho, ze % je sudé, ¢tvrta vyuziva (é).

Podobné dostaneme na zékladé pozorovani, ze ¢tverec lichého &isla je vzdy roven
jedné modulo 8, bod (4):
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Stejné odvodime i kvadratickou reciprocitu. Vzhledem k symetrii m a n staci
uvazovat slozenost jen jednoho z éisel.
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Ptedchozi véta ma velké praktické vyuziti pro vypocet Jakobiho symboli. Po-
stupnym vyuzitim zakona reciprocity totiz muZeme hodnotu Jakobiho symbolu
spocitat jen délenim se zbytkem, bez znalosti faktorizace uvazovanych cisel. Ze
vzniklych sudych &isel odstranime dvojky pouzitim explicitniho vzorce (5).



