Linearni operatory v euklidovskych prostorech

V této ¢asti pouzijeme obecné vysledky o linedrnich operatorech ve vektorovych pro-
storech nad komplexnimi ¢isly z predchozich kapitol k podrobnéjsimu zkouméni linearnich
operatoru v realnych prostorech se skaldrnim soucinem.

Na pocatku budeme predpokladat, Zze A je linearni operator na realném vektorovém
prostoru V dimenze n. Véta 87 o existenci vlastniho vektoru u libovolného linearniho
operatoru na komplexnim vektorovém prostoru ma v redlném pripadé nasledujici podobu.
Také zde se musime odvolat na zakladni vétu algebry.

Véta 99. Pro kazdy linearni operator na realném vektorovém prostoru )V existuje inva-
riantni podprostor dimenze 1 nebo dimenze 2.
Dtkaz. Zvolime néjakou bazi eq,..., e, prostoru V. Budeme opét zkoumat soustavu li-

nearnich rovnic

ai1C1 + a19Co + - - -+ aincy = )\Cl,

a21€1 + ag2c2 + + -+ + agpcp, = Aca,

ap1C1 + Gpaca + - -+ + AppCp = Ay

a hledat néjaké nenulové feSeni 9, ..., této soustavy. Takové FeSeni existuje pravé kdyz

je hodnota parametru A zvolena tak, aby platilo

a1 — A a192 e A1n
a1 o9 — AL Aoy,
det . . ) . = 0.
anl Ano cer Opm — A

Tato podminka vede stejné jako v ditkazu Véty 87 k algebraické rovnici n-tého stupné,
tentokrat ale s redlnymi koeficienty. Protoze kazdé redlné ¢islo je soucasné komplexnim
¢islem, plyne ze zakladni véty algebry, ze charakteristickd rovnice operatoru A ma aspon
jeden komplexni kofen )\y. Potom jsou mozné dva pripady.

a) Cislo \g je realné. Nase soustava linedrnich rovnic ma potom nenulové realné fesenf
Ay, ...,c2. Tato redlna ¢isla jsou soufadnice vektoru x # 0 vzhledem k bézi eq,...,e,.
Vektor x je potom vlastnim vektorem operatoru A a Ay je prislusné vlastni ¢islo.

b) Kofen )\ charakteristické rovnice operatoru A je komplexni ¢islo \g = a+1if, 3 # 0.

Nage soustava linedrnich rovnic ma potom opét nenulové Feseni cf,...,c2, tentokrat ale
nemiizeme predpokladat, Ze jsou ¢isla ¢?, ..., realna. Jsou to obecnd komplexni &isla,

tedy
C%ka—l-ink, E=1,...,n.
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Dosadime za g a cj do nai soustavy linedrnich rovnic a oddélime redlné a komplexni
casti. Dostaneme tak dvé soustavy linearnich rovnosti:

a11é1 + a12é2 + -+ + a1, & = a&y — B,
a21&1 + a2282 + -+ + a2 &y = als — [no,

an1&1 + an2ba + -+ apnén = €y — ﬂnn-

a
a1in + aenz + <+ A1pn = am + B8,
az21m1 + a2n2 + <+ a2pnn = an + B8,
1M + Gn2f2 + -+ -+ Gppfn = oy + B
Redalna cisla &1,&9,...,&, budeme povazovat za soutadnice néjakého vektoru x € V
vzhledem k bazi eq, ..., e, a podobné mizeme ¢isla 7y, 79, ..., n, povazovat za souradnice
vektoru y € V vzhledem k téze bazi eq,...,e,. Oba vektory x,y nejsou soucasné nulové.

Potom miizeme posledni dvé soustavy rovnosti zapsat ve tvaru

A(x) = ax — By, A(y) = px+ay.

Kdyby byly vektory x a y linedrné zavislé, plynulo by z libovolné z predchozich dvou sou-
stav rovnosti, Zze aspon jeden z vektoru x,y je vlastnim vektorem operatoru A a prislusné
vlastni ¢islo by bylo realné.

Vektory x a y jsou tedy linedrné nezavislé a generuji dvoudimenzionalni podprostor
P C V. Zrovnosti A(x) = ax— fy, A(y) = Bx+ ay plyne, 7e P je invariantni podprostor
operatoru A. [

V poslednim dikazu jsme ukézali o néco vice, nez jenom existenci dvoudimenzionalniho
invariantniho podprostoru P operatoru A v pripadé, Ze operator A ma vlastni ¢islo A =
a+ i, které neni realné. Ukazali jsme navic, Ze v invariantni roviné P existuje baze x,y,
kterou operator A zobrazuje nasledovné

A(x) = ax — By, A(y) = px+ay.

Pripomenme jesté poznamku uvedenou za Definici 44, Ze kazdy linearni operator na
realném vektorovém prostoru liché dimenze ma aspon jeden vlastni vektor, neboli aspon
jeden invariantni podprostor dimenze 1.

Ortogonalni operatory. Nyni k nasim dvaham pftibereme skaldrni soucin, ktery je v
euklidovském prostoru V definovany.



Definice 46. Linearni operator A na n-dimenzionalnim euklidovském vektorovém prostoru
V se nazyva ortogonalni operator, jestlize zachovava skalarni soucin, tj. plati-li pro kazdé
dva vektory x,y € V rovnost

(A(x), Aly)) = (x,¥).

Zvolime-li x =y, dostaneme rovnost
1A)|? = (A(x), A(x) = (x,x) = |[x[]%,

neboli kazdy ortogonalni operator zobrazuje libovolny vektor x € )V do vektoru stejné délky.
Vzpomeneme-li si jesté na vyjadieni thlu ¢ mezi dvéma vektory x,y pomoci skalarniho
soudinu,

(x,y)
[Ix[l[ly 1

uvidime zZe ortogonalni operatory zachovavaji rovnéz tthel mezi dvéma vektory. Specidlné
zobrazuji dva kolmé vektory na jiné dva kolmé vektory. Odtud nazev ortogonalni operatory.

e v v

cosp =

opét na nenulovy vektor A(x). Plyne to z toho, 7Ze nulovy vektor 0 je jediny vektor délky
0. Kazdy ortogonalni operator ma tedy nulové jadro a je proto vzajemné jednoznacny.
Je-li eq,..., e, néjakd ortonormdlni baze v prostoru V, pak vektory A(e;), A(es),...,
A(e,) také tvoii ortonormélni bazi. Bud (a;x) matice operatoru A vzhledem k ortonor-
malni bazi ey, ...,e,. Potom k-ty sloupec matice (a;;) tvoii souradnice vektoru A(eg) v
ortonormalni bazi eq, ..., e,. Pro libovolna dvé rizna c¢isla k,l = 1,...,n proto plati

0= (er €)= (Aler), Ale;)) = Zaz’kailv

a stejné tak

1= (ek,ek) = (A(ek),A(ek)) = Zaikaik.

Definice 47. Ctvercovd matice M = (a;;) ¥adu n slozend z redlnych &isel se nazyva

ortogonalni matice, plati-li
n

E aikGil = Okl

i=1
pro libovolné k.l =1,...,n.

Ctvercova matice M je tedy ortogonalni pravé kdy# plati MM = I, kde M’ je matice
transponovana k matici M. Z véty o nasobeni determinanti (Véta 64) a z Véty 60 plyne,
7e

det M'det M = det M det M =detI =1,

neboli det M = £1 pro kazdou ortogonalni matici M.



Determinant matice ortogondlniho operatoru A vzhledem k libovolné ortonormalni bazi
eq,...,e, se tedy rovna +1. Ortogonalni operator A, jehoz determinant se rovna +1,
se nazyva vlastni ortogonalni operator. Je-li determinant matice operatoru A roven —1,
nazyva se A nevlastni ortogonalni operator.

V pripadé ortogonalnich operatortt ma kazdy invariantni podprostor invariantni dopl-
nek. Tato dilezita vlastnost ortogonalnich operatorti ma snadny diikaz.

Véta 100. Je-li P invariantni podprostor ortogonalniho operatoru A na euklidovském
prostoru V, pak také ortogonalni doplnék P+ podprostoru P je invariantni podprostor
operatoru A.

Dikaz. Je-li y € P+, pak plati (x,y) = 0 pro kazdy vektor x € P. ProtoZe je operator A
vzajemné jednoznac¢ny na celém prostoru V), je také vzajemné jednoznacny na podprostoru
P. Proto existuje pro kazdy vektor x € P vektor z € P takovy, Zze A(z) = x. Potom plati
pro kazdé x € P

(x, A(y)) = (A(2), A(y)) = (z,¥) = 0,
neboli A(y) € Pt pro kazdy vektory € P. O

Probereme ted ortogonalni operdtory v malych dimenzich. Nejsnazsi to je v piipadé
jednodimenzionalniho prostoru. Zvolime v ném né&jaky vektor e délky 1. Potom A(e) = e
a z podminky ortogonality A plyne

1=(e,e)=(A(e), A(e)) = (he, Xe) = A\%(e.e) = A2

Plati tedy A = £1. Na jednodimenzionalnim euklidovském prostoru tedy existuji pouze
dva ortogondlni operatory. Je to bud identicky operator A(x) = x (vlastni ortogonalni
operator) a nebo operator A(x) = —x (nevlastni).

Bud nyni A ortogonélni operdtor na dvoudimenziondlnim euklidovském prostoru V.
Zvolme v ném ortonormalni bazi e{, es a necht

a b
c d
je matice operatoru A vzhledem k bazi e;, e5. Budeme déle predpokladat, ze operator A

je vlastni ortogonalni operator, tj. plati ad — bc = 1.
Matice operatoru A musi byt navic ortogonalni, tj. musi platit

(10) (5 3)

7 rovnosti ad — bc = 1 plyne jiné vyjadieni inverzni matice k matici operatoru A:

() =)



Protoze je inverzni matice k libovolné regularni matici urc¢ena jednoznacné, dostavame
rovnosti a = d, ¢ = —b. Matice operatoru vzhledem k bazi e, es ma tedy tvar

a —b

b a )’
kde a? + b2 = 1. Polozime-li a = cos ¢ a b = sin ¢, dostaneme Ze kaZzdy vlastni ortogonalni
operator A na dvoudimenzionalnim euklidovském prostoru ¥V ma vzhledem k libovolné

ortonormalni bazi e, es matici
cosp —singp
sing cosp )’

kde ¢ je vhodny tihel. Operator A tedy neni nic jiného nez pootoceni o tihel .

Nyni budeme uvazovat pfipad nevlastniho ortogonalniho operatoru A, tj. pripad ad —
bc = —1. Charakteristicky polynom A% — (a+d)A — 1 operdtoru A ma potom realné kofeny.
Existuje tedy vlastni vektor e operatoru A, tj. plati A(e) = Ae, kde A = +1. Vektor
e doplnime do ortonormalni baze vektorem f. To je podle Véty 100 také vlastni vektor
operatoru A, tedy A(f) = +f. V bézi e, f mé tedy matice operatoru A matici

+1 0
0 =£1)°

Protoze je ale A nevlastni ortogonalni operator, jsou pro vybér znamének pouze dvé moz-

nosti
1 0 -1 0
0 —-1)° 0o 1/°

Nevlastni ortogonalni operator ve dvoudimenzionalnim euklidovském prostoru V je tedy
osova symetrie vzhledem k ose prochazejici pocatkem.
V libovolné dimenzi plati nasledujici véta.

Véta 101. Bud A ortogondalni operator v n-dimenziondlnim euklidovském prostoru V.

Potom v prostoru V existuje ortonormalni baze eq,...,e,, ve které ma operator A matici
1
1
-1
-1
cos 1 —sinp;
sinp;  cos
cos Y —sin py,

sin g~ €OS Y



Vsechny ostatni prvky matice jsou nulové.

Dukaz. Podle Véty 99 ma operator A na prostoru V invariantni podprostor P, ktery ma
dimenzi 1 nebo 2. Ma-li podprostor P dimenzi 1, zvolime v ném vektor e; délky 1. Jestlize
zadny invariantni podprostor dimenze 1 neexistuje, ma podprostor P dimenzi 2. Vybereme
v ném ortonormalni bazi eq, es.

V prvnim piipadé plati A(e;) = +e;. Ve druhém piipadé je operator A na podprostoru
P vlastni ortogonalni operator (jinak by v P existoval jednodimenzionalni invariantni
podprostor operatoru A). Vzhledem k bazi e;, e ma matici

cosp —singp
sing cosp /)

Ortogonalni doplnék P+ podprostoru P je podle Véty 100 také invariantni podpros-
tor operatoru A. Opétovnym pouzitim Véty 99 v ném najdeme invariantni podprostor Q
dimenze 1 nebo 2, v ném zvolime ortonormalni bazi, atd.

Dostaneme tak postupné n navzajem ortogonalnich vektort délky 1. Ty tvori bazi
e, ..., ey, vzhledem ke které ma matice operatoru A blokové diagonalni tvar. Vhodnou
zménou poradi vektord v nalezené bazi ziskdme matici hledaného tvaru. Kazdé cislo +1
na hlavni diagondle odpovida jednodimenzionalnimu invariantnimu podprostoru, kazda

bunka
cos p; —sin;
sinp;  cos ;
urcuje jeden invariantni podprostor dimenze 2. [J

Pravé dokazana véta ma radu disledkt. Par si jich uvedeme. Nazvéme jednoduchou
rotaci vlastni ortogonalni operator A, ktery v néjakém dvoudimenzionadlnim invariantnim
podprostoru P ptisobi jako oto¢eni o tihel ¢, a v ortogonalnim doplitku P+ zobrazuje kazdy
vektor do sebe. Ve vhodné zvolené bazi ma potom A matici

cosp —singp
sinp  cosp

Jednoducha reflexe je nevlastni ortogonalni operator A, ktery ma jednodimenzionalni
invariantni podprostor P, na kterém zobrazuje kazdy vektor x do opac¢ného vektoru —x, a
ktery dale zobrazuje kazdy vektor ortogonalniho doplitku P+ do sebe. Ve vhodné zvolené



bazi ma potom operator A (diagonalni) matici

1

7 Véty 101 si pak snadno dokazete

Dusledek 102. Kazdy ortogonalni operator A na euklidovském prostoru V muzeme vy-
jadrit jako slozeni nékolika jednoduchych rotaci a nékolika jednoduchych reflexi. [

Vsimnéme si jesté, ze ma-li operator A na dvoudimenzionalnim prostoru vzhledem k
néjaké ortonormalni bazi e, e; matici
-1 0
0o -1)’

jde vlastné o otoceni o tihel w. Povazujeme-li otoceni o tithel 7 také za prostou rotaci,
dostaneme dalsi disledek.

Ddsledek 103. Kazdy vlastni ortogonalni operator na euklidovském linedrnim prostoru lze
slozit z nékolika prostych rotaci. Kazdy nevlastni ortogonalni operator Ize slozit z nékolika
prostych rotaci a jedné prosté reflexe. [

V euklidovském prostoru dimenze 3 pro kazdy vlastni ortogonalni operator A existuje
ortonormalni baze eq, e, ez, ve které ma A matici

1 0 0
0 cosp —sing
0 sinp cosp

Pro vSechny vektory x invariantniho podprostoru P generovaného vektorem e; tak plati
A(x) = x, vSechny prvky P tedy zistavaji na misté. Na ortogonalnim doplitku vekto-
ru e; (tj. v roviné generované vektory es,esz) operator A ptlisobi jako otocdeni o tihel .
(Pfipoustime i pfipad ¢ = 0, tj. 7e operator A je identicky operdtor na celém prostoru
V.) Operétor A je tedy rotace kolem osy urcené vektorem e;. Kazdy vlastni ortogonalni
operator v t¥idimenzionalnim euklidovském prostoru V je tedy rotace kolem néjaké osy.

SloZeni dvou vlastnich ortogonalnich operdtort je zase vlastni ortogondlni operator (po-
dle véty o nasobeni determinanti). Je-li operator A v euklidovském prostoru dimenze 3
otoceni o thel ¢ kolem osy urcené vektorem e a operator B otoceni o tihel 1 kolem osy
urcené vektorem f, pak slozeni BA téchto dvou operatoru je opét otoceni o néjaky thel
x kolem osy urcené néjakym vektorem g. Zajimavé cviceni spoc¢iva v nalezeni thlu x a
vektoru g, jsou-li dany uhly ¢, ¢ a vektory e, f.



