DIOFANTICKE ROVNICE
Pozorovdni. Linearni diofanticki rovnice
a1xy + -+ apy
mé FeSeni pravé tehdy, kdyz NSD(ayq, ..., a,) d&li b.

Véta. Cela &isla @, y, z splinji 22 + y? = 22, pravé kdy# (aZ na piipadnou zaménu
x ay) plati z = (a® — b?)c, y = 2abc a z = (a® + b?)c, kde a,b a c jsou libovolna
cela ¢isla.

Diikaz. Je snadné ovéfit, ze pro libovolnou trojici ¢isel a, b, ¢ rovnost plati. Dokazme
opacnou implikaci.

Cislo ¢ volme jako nejvétsiho spoleéného délitele ¢isel z, y a z, kterého vytkneme,
a muzeme déle pfedpokladat, Ze x, y a z jsou nesoudélna.

Zkoumejme vztah

(z + yi)(x — yi) = 2%

Necht «a je néjaké Gaussovo prvoéislo délici z. Pokud by a délilo jak x + yi, tak
x — yi, délilo by obé ¢&isla také @ a tedy i N(«a), v rozporu s nesoudélnosti = a y.
Tedy a? déli bud z + yi nebo = — yi pro kazdé Gaussovo prvoéislo v rozkladu z.
(Specialng neni zadny prvocinitel ze Z.)

Je tedy o +yi = u(a+bi)?, v —yi = u(a —bi)? a 2 = a®> + b, kde a,b € Z a u je
invertibilni, tedy u € {44, £1}. Protoze i = (—1)%, —i = (—i)?, ~-1 =42 a1 =12,
mame x + yi = (va + vbi)?, kde v je invertibilni a u = v2. Dostavidme dvé rizné
moznosti:

2

pro v = +i.

r=a?—-b%y=2ab prov==+l
r = —2ab,y =b%>—a

Uvedené moznosti odpovidaji symetrii proménnych =z a y, v jednom piipadé je
y sudé a z (diky predpokladu nesoudélnosti) liché, ve druhém pi¥ipadé je tomu
naopak. O

Véta. Treti mocnina 23, 2z € Z, je soudtem &tvercii, pravé kdyz je z nezaporné a

valp(2) je sudé pro kazdé prvoéislo p = 4k + 3.

Diikaz. Necht je 2% +y? = 23, tedy (z+iy)(z—iy) = 23. Je ziejmé, Ze soucet Etverctt
nemuze byt zaporny. Uvazujme néjaky Gaussuv prvocinitel p € Z, tedy p = 4k + 3.
Pak p? déli z+iy, prave kdyz deli x—iy, a tedy 3val,(z) = val,(z+iy)+val,(z—iy) =
2val,(x + iy), kde valuaci chapeme v Z[i|. Zfejmé je tedy val,(z) sudé.

Pro z spliujici podminky véty staéi zvolit x a y tak, aby rozklad x + iy na
Gaussovy prvocinitele mél tvar

((p + Zy) = H p%-valp(z) . H a3va1p(z).

p=4k+3 p=aa=4k+1
O
Jako specialni piipad dostavame nésledujici vétu.
Véta. Diofantickd rovnice 22 + 1 = 23 ma jediné Fegeni (z, z) = (0,1).
Diikaz. 7 predchozi véty vime, ze x + i je tvaru (a + bi)3. Tedy 1 = 3a?b — b =
b(3a® — b?). Z toho plyne b = +1 a snadno dostaneme jedinou moznost a = 0,
b=—1. |



