ENDOMORFISMY CYKLICKYCH GRUP
Pozorovani. Identita je jediny endomorfismus okruhu Z,,.

Pozorovdni. Endomorfismy grupy (Z,,+) jsou ¢ — i-a. Automorfismus dostavame
pro a invertibilni.

Pozorovdni. Ekvivalentni charakteristiky invertibilnich prvka v Z,,:
e NSD(a,n) = 1;
® 2Ly = Zna
e q je invertibilni;
e i — i-a je automorfismus.
e @ je generator grupy Z,,.

Definice. Eulerova funkce, p(n).

Turzend.

n=> ¢(d
d|n

Diikaz. Ukézeme, ze suma odpovidé rozkladu prvkt grupy Z, na tfidy prvkt podle
jejich fadu (ktery musi délit ¥ad grupy). Ozna¢me Ay mnozinu prvki, které maji
rad d. Kazdy prvek Ay generuje cyklickou podgrupu fadu d. Takova podgrupa je
ale v Z,, jen jedna. Mnozina Ay je tedy mnozinou generatoru cyklické grupy fadu
d, a proto m4 velikost (d). O

Mnoziny A4 uvedené v predchozim dikazu maji fadu ekvivalentnich charakte-
ristik, které odpovidaji charakteristice invertibilnich prvki. Jsou to:
tiidy vzdjemné asociovanych prvki (prvky Ay se vzdjemné déli),
mnoziny prvki a, pro které je NSD(a,n) = %,
mnoziny prvka fadu d,
mnoziny generatord podgrupy dZ,,
prvky tvaru j - %, kde j € Zj.

Pfipomenme, Ze nad kazdym télesem plati:
Lemma. Polynom stupné d ma nejvyse d kofeni.

Je to dusledek toho, ze okruh polynomt nad télesem je eukleidovsky (norma
odpovida stupni polynomu).

Vyse uvedené tvrzeni nyni umoznuje dokazat pomérné silnou vétu o multiplika-
tivni grup€ libovolného télesa.

Véta. Kazda konecna multiplikativni podgrupa komutativniho télesa je cyklicka.

Diikaz. Necht G je n-prvkova multiplikativni podgrupa télesa T'. Rozdélme si prvky
G do t¥id A, podle jejich fadu jako v dikazu Tvrzeni. Pfedpokladejme, ze G neni
cyklicka, tedy ze A, je prazdna mnozina. 7Z Tvrzeni nyni plyne, Ze alespon jedna
mnozina A, obsahuje vice nez ¢(d) prvki. Necht ¢ lezi v Ay. Cyklickd grupa (t)
generovand t obsahuje ¢(d) prvka Ay. Existuje tedy jesté alespoii jeden prvek ¢’ €
Ag, ktery nelezi v (t). Tim dostavame d+ 1 kofenti polynomu 2+ 1; jsou to viechny
prvky grupy (t) a prvek t’. To je ale spor s Lemmatem. O

Lemma. Pokud d|n, pak zobrazeni Z,, — Z4 dané a — a mod d je homomorfismus
okruhi.
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Véta. Cinska véta o zbytcich pro Z,.

Lemma. Invertibilni prvky kartézského soucinu.

Tvrzent.
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