CYKLOTOMICKE POLYNOMY

Pro kazdé n € N je cyklotomicky polynom t,, € C[X] definovan jako
ty = H (z — wh).
kezr,

Jinymi slovy, je to polynom, jehoz kofeny jsou pravé vSechny primitivni n-té od-
mocniny z jedné. Napr.

t1 =x — 1,

to =z +1,

te = (r —we)(r —wg ) = 2% 4+ 2(w +wg 1) + 1.
V poslednim pfipadé plati, Ze ws + wg 1 — 1, protoze imaginarni ¢sti se ode¢tou
a Re(wsg) = %, coZ je vidét napt. z toho, Ze body 0, 1 a wg komplexni roviny tvori
rovnostranny trojihelnik. Také tg je tedy celocisleny. Ukazeme, ze ve skutecnosti
jsou vSechny cyklotomické polynomy prvky Z[z] a jsou tam ireducibilni.

Véta. Cyklotomické polynomy jsou celociselné.

Diikaz. Poznamenejme nejprve, ze vsechny cyklotomické polynomy jsou zjevné mo-
nické. Protoze kazda n-t4 odmocnina z jedné je d-ta primitivni odmocnina z jedné
pro néjaké d|n, dostavime

thz H (x —wh)y=2"—1.

d|n kEZn
Pokud tedy pouzijeme indukéni pfedpoklad, ze ¢, je celocisleny pro vSechna d < n
(pfiGemz pro t; to plati) dostaneme, Ze i ¢, je celodiselny (soucin neceloéiselného
polynomu a celoé¢iselného monického polynomu nemuze byt celo¢isleny). O

Vété o ireducibilité cyklotomickych polynomt predesleme nésledujici pomocné
tvrzeni, které vyuziva pojem formdlni derivace polynomu. Formélni derivace poly-
nomu «a je definovana stejné jako derivace v analyze a znaci se rovnéZ a’. Formalni
se ji Fik4 proto, ze od ni neéekdme zadné topologické (limita) ani geometrické (smér-
nice teény) vlastnosti. Je to prosté jen zobrazeni R[x] — R[z], které je uzitecné tim,
ze spliuje
(a+b) =d +V
(ab) = a'b+ b a.

Lemma. Necht p je prvocislo, které nedéli n. Pak je polynom z™ — 1 v Z,[z] bez-
¢tvercovy, tj. neni délitelny ¢tvercem zadného nekonstatntniho polynomu.

Diikaz. Predpokladejme, ze 2™ —1 = a2 -b. Pak zderivovanim obou stran dostavame
naz""t = a(ab’ + 24d'b).
Polynom 2" —1 a jeho derivace nz™ ! jsou nesoudélné, jak je vidét napf. z rovnosti:
n = x(nz" ") —n(z" - 1).
Dosazenim dostéavame
n=a- (xab' + 2xa’b — nab),
z ¢ehoz plyne, Ze a je konstanta (protoze n # 0 v Zj). O

Véta. Cyklotomicky polynom ¢, je ireducibilni v Z[z].
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Diikaz. Necht f je ireducibilni monicky celoéiselny délitel ¢,,, ktery ma v C kofen
«. Necht je dale p prvoéislo nesoudélné s n. Ukdzeme, ze pak i a® je kofenem f.
Protoze p nedéli n, je o, podobné jako «, primitivni n-tou odmocninou z jedné,

a tedy kofenem t,. Pfedpokladejme, pro spor, Ze of neni kofenem f. Pak je v C
kofenem polynomu g :=t,,/f, coz je podle Gaussova lemmatu celoéiselny monicky
polynom. Uvazujme polynom g(z?), ktery vznikne z g nahrazenim élenti gpx* ¢leny
grz*P. Ten ma podobné jako f kofen «, a je s nim tedy soudélny. ProtoZe je ale f
ireducibilni, musi f délit g(aP).

V pozadi je fakt, ze Eukleidiiv algoritmus provadény v C[z] je soucasné Eu-

kleidovym algoritmem v Q[z], a tudiz dostaneme racionalni nejvétsi spole¢ny

délitel f a g(zP) stupné alespori jedna. Podle Gaussova lemmatu je tento spo-

le¢ny délitel dokonce celociselny.
Celkem tedy plati
tn:f'gv g(l‘p):f]L
kde h = g(z?)/f je celodiselny polynom. Nyni piejdeme do Z,[z] pomoci zobrazeni

Ty Llx] — Zy[z], které spociva v redukei koeficienttt modulo p. Toto zobrazeni je
homomorfismem, a mame tedy

a:?@ g(itp):?ﬁ7
kde pruhem oznacujeme piislusné polynomy po redukci. Klicovym bodem dikazu
nyni je fakt, Ze v Z,[x] plati

g(xr) =g".
Protoze f déli gP, neni ,, bezétvercovy. Vskutku, kazdy ireducibilni faktor  poly-
nomu f déli g¥ a tedy g (protoze Z,[z] je obor jednoznaéné faktorizace), a tudiz s
dsli t,,.

To je ovSem spor, protoze 2™ — 1 je podle pfedchoziho lemmatu v Z, [x] bezétver-
covy a je délitelny ¢,. Tim je dokonden dtikaz tvrzeni, Ze f mé pro kazdy kofen a
a kazdé p nedélici n také korfen oP.

Ireducibilita ¢,, uz plyne snadno: pro kazdou faktorizaci ¢,, musi mit faktor s ko-
fenem w,, také vSechny kofeny w”, k € Z*. Takovy faktor je tedy roven samotnému

n
tn, a faktorizace je trivialni. O



