Véta. Pokud 2"y™ = 2P, kde x,y,2 € X7 an,m,p > 2, pak slova z, y a z komutuji.

Dikaz. Diky symetrii miZeme pfedpoklddat |z™| > |y™|.

Slovo z™ m4 periody |z| a |z|. Pokud |z™| > |z|+]|z|, pak maji podle Periodického
lemmatu « a z periodu, ktera déli |z| a |z|, z ¢ehoZ je snadno vidét, ze vSechna slova
komutuji. Podobné je tomu, pokud |y™| > |z| + |y|-

Ptedpokladejme tedy, Ze 27! je vlastni prefix z a y™ ! je vlastni sufix z. Pak
plati [2"| < 2|z| a |[y™| < 2|2|, a tedy p < 4. Pokud n > 3, pak dokonce |z"| < 2|z|
a n. Podobné pro y™. Z toho je vidét, ze p < 4, a pokud p = 3, pak n = 2 nebo
m=2.

Necht je p = 3. Pokud n > 3, pak |2?| < |z| implikuje |23| < 3|z| v rozporu s
predpokladem |z"| > |y™|. Tedy n = 2 a |z| > |y|. Existuji slova u,v,w takova, zZe
T =uw = wv, z = zu = wou a y"™ = vuwvu. Slovo vwv = xv = uxr mi periodu |u|
a periodu |y|, pfi¢emz |uwv| = |u| + |z| > |u|+ |y|. Podle Periodického lemmatu ma
tedy uwv periodu d délici |u| i |y|, a délici tedy také |z| = |y™|— |uv| = |y™| — 2|ul.
Slova y a z tedy maji periodu, ktera déli |y| i |z|, a jsme hotovi.

Zbyva pifpad p = 2. Tedy z = 2" u = wy™, kde uw = z. Pak wz = (wu)" =
w?y™ a ditkaz dokon¢ime indukei podle |z|. O

Nasledujici alternativni diikaz od Tera Harju a Dirka Nowotky vyuziva elegantné
neohranic¢enych slov.

Dikaz. Pro spor mizeme predpokladat, Ze slova x, y a z jsou primitivni a x # y.
Jako v prvnim ditkazu ukdzeme, Ze |z| < |z| a |y| < |z|.

Je-li p > 2, pak 2P obsahuje alespon dva vyskyty Lyndonova slova konjugovaného
se z. Alesponi jeden z nich je tedy faktorem z™ nebo y™. To je ale spor, protoze
Lyndonovo slovo je neohranicené.

Ptipad p = 2 fesime jako v prvnim diukazu. (I



