NEZAVISLE SYSTEMY ROVNIC

Necht S = {(uj,v;) | i € Is} a T = {(u;,v;) | @ € It} jsou systémy rovnic.
Rekneme, 7e S a T jsou ekvivalentns, pokud maji stejnd fesen.

Systém S se nazyva nezdvisly pokud neni ekvivalentni zddné své vlastni podmno-
ziné. Jak velké mohou byt nezavislé systémy rovnic s danym poctem neznamych
neni znamo. Je ale znadmo, ze nemohou byt nekoneéné:

Véta (O kompaktnosti). Kazdy systém rovnic nad koneénou mnozinou neznamych
obsahuje kone¢ny ekvivalentni podsystém.

Dukaz véty o kompaktnosti se opird o Hilbertovu vétu o bézi, kterou lze zfor-
mulovat analogicky k nasemu tvrzeni tak, ze kazdy systém polynomidlnich rovnic
s koneénym poétem nezndmych nad noetherovskym okruhem (v nasem piipadé
to bude Z) obsahuje koneény s nim ekvivalentni. Vztah k obvyklé formulaci, ze
kazdy idedl nad noetherovskym okruhem je koneéné generovany, je dan tim, ze po-
lynomidlni rovnice (P;(X), Q:(X)) € Z[X] x Z[X] pfevedeme na polynomy P;(X)—
Q;:(X) a vsimneme si, ze pokud pro néjaké ohodnoceni proménnych ¢ : X — Z
plati po dosazeni P(p(X)) — Q(¢(X)) = 0 pro bdzové prvky idedlu generovaného
polynomy P;(X) — Q;(X), pak tato rovnost plati pro vSechny polynomy v idedlu.

Abychom mohli Hilbertovu vétu vyuzit, musime rovnice na slovech néjak prevést
na polynomy. Udélame to pomoci matic dvakrat dva, které které budeme chapat
jako monoid s béznym maticovym nasobenim.

Nejprve reprezentujeme monoid {a, b}*.

Lemma. Monoid SLy(N) matic s jednotkovym determinantem a pfirozenymi koefi-
cienty je volné generovan maticemi

(1) »=G1)

Dikaz. Chceme ukazat, ze kazdy prvek SLy(N) lze pravé jednim zpusobem vyjadrit
jako sou¢in matic a a b (pficemz prazdny souéin je jednotkovd matice). Viimnéme

si, ze
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m = (‘CL Z) € SLy(N).

Ukazme, ze pokud m neni jednotkovd, pak je jeden z fadku dominantni. Jinak
feCeno, plati jedna z nasledujicich podminek:

a uvazujme

(1) m je jednotkova matice,

(2) a>cab>d,

(3) a<cab<d.
Jesté jinak 1ze tvrzeni formulovat tak, ze pokud je soucin dominanci diagonaly
kladny, tedy (a — ¢)(d — b) > 1, pak je m jednotkova matice. Rovnost ad — bc = 1
je ekvivalentni rovnostem

(a—c)b+(d—b)c+(a—c)(d—b)=(a—c)d+ (d—b)c=1.
Je-li tedy (a — ¢)(d — b) > 1, plyne z druhého vyjddreni, Ze museji byt oba ¢initelé
kladni. Z prvniho vyjadieni pak plyne, zeb=c=0aa—c=b—d =1, tedy m je
jednotkova.



Pokud tedy m neni jednotkova, lezi pravé jedna z matic
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v SL(Np). Dikaz lemmatu dokonéime indukei podle a + b+ ¢ + d. O

Déle zakédujeme do matic 2 x 2 neznamé. Necht Z = {z; | i = 1,2,...n} a
X={x;|i=1,2,...n}, kde
a@ )
X =i g

a X ={a b @) 4@ | j=1,... n} je abeceda proménnych.

Lemma. Homomorfismus monoidu « : E* — (X) definovany pomoci « : ; — x; je
izomorfismus.

Diikaz. Chceme ukézat, ze (X) je volné generovany mnozinou X. Uvazme tedy
néjaky soucin x = Xy, Xg, - - - Xg,, . Chceme ukdzat, ze indexy k; jsou ddny jedno-

zna¢né. Oznacime-li
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Vsimnéme se, ze (1) B + d*1) D obsahuje jako jeden z monomt d ' d"* ... a"",
z néhoz je ziejméa mnozina indexu, ale nikoli jejich poradi, protoze okruh je komu-
tativni. Podobné ale polynom D obsahuje monom d*? --~d(k"), a proto a*) B +
b(*1) D obsahuje monom A ~-~d(k"), a to jako jediny monom s jednim b a ji-
nak samymi d. Z tohoto monomu tedy muzeme urcit k;, a diukaz dokoncit indukci.
Miuzeme si piipadné také vsimnout, ze monomy s jedinym b v a®*) B 4+ b%*1) D jsou
tvaru

aF)gk2) o qkizn) pks) L gkit) g(ki2) oo g (Rn)

ze kterych lze urcit vSechna k;, kde j je ddno poctem a. O

Véta o kompaktnosti. Z charakteristiky SLo(N) plyne, ze ¥* lze vnotit do SLy(N)
pro libovolnou nejvyse spocetnou abecedu ¥ = {a; | i € I C N}, a to predpisem
t:a; — ba'. Zde vyuzivame fakt, ze {ba’ | i € N} je kéd.

Spolu s isomorfismem « : 2% — M méme pro jakykoli homomorfismus ¢ : 2% —
3* komutujici diagram
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kde ¢ = 1o poa~t. Necht je nynf
S ={(us,v;) | i €I}



systém rovnic v neznamych = a
S = {(a(w),a(vy)) | i € I}

odpovidajici systém rovnic v neznamych X, coz je vlastné systém polynomialnich

rovnic {( w (k))
s ={ M.V,

Ui(l) Ui(z) Vi(l) Vi(2)
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nad X, kde

Podle Hilbertovy véty o bazi ma S’ koneény ekvivalentni podsystém 77, a tedy i S
ma konecny ekvivalentni podsystém
T = {(a(w), (i) | i € T},
kde J je mnozina indexu, které se vyskytuji v 1.
Je snadno vidét, ze
T: {(U,j,’l}i) | 1 S J}

je ekvivalentni podsystém S. Pro libovolny homomorfismus ¢ : =2* — ¥* a li-
bovolnou rovnici (u;,v;) totiz plati, ze p(u;) = ¢(v;), pravé kdyz ¢(a(u;)) =
P(u(vi)). 0

k3%

Véta o kompaktnosti plati i pro volné grupy (rozmyslete si, pro¢ je tvrzeni ve
volnych grupdch silngjsi). Dukaz je stejny jako vyse, pouze je tfeba namisto matic

a a b pouzit matice
1 2 1 0
0o 1)’ 2 1)’

které generuji volnou grupu. Naproti tomu matice a a b spliuji netrivialni grupovou

relaci
1 pa—lp—1_ (2 -1
aba™ =ba ‘b = (1 K
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