CHARAKTERY A GAUSSOVY SOUCTY

Necht (G, ) je komutativni grupa. Kazdy grupovy homomorfismus
X (Gz) - (Ca )

se nazyva charakter grupy G. Déale budeme uvazovat pouze koneéné grupy G.

Charaktery tvori také grupu, s nasobenim definovanym

(x1 - x2)(9) = x1(9) - x2(9)-
Jednotkovym prvkem této grupy charaktert je identickéd jednicka, kterou znacime
€ a nazyvame trividlnim charakterem.
Véta. Necht je X grupa charakterti koneéné komutativni grupy G. Pak
X 2G.

Dikaz. Protoze je G konecna, museji se vSechny jeji prvky zobrazovat na jednot-
kovou kruznici. Pfesnéji, prvek g se musi zobrazovat na r-tou odmocninu z 1, kde
r je fad prvku g. Mame tedy

(o) = exp(2rim)

pro néjaké k € Z,.
Necht {g1,...,gm} je néjakd minimdlni mnoZina generatori grupy G, kde prvek
g; mé 1ad r;. Pak
G=lypy X Lypy X -+ XL
a charakter y je jednoznacné urcen volbou

(k1w km) €Zp) X Lypy X -+ X L

Tm

Tm

tak, ze
Kk
x(gj) = exp | 2mi— | .
Tj
Je snadné ovéfit, ze zobrazeni x — (ki, ..., k) dava pozadovany isomorfismus. O

Vzhledem k tomu, Ze se pohybujeme na jednotkové kruznici, plati

X H9) =x(9)" =x(9).

Lemma. Pro libovolny netrivialni charakter x grupy G plati

(0) > x(g) =0.

geG

S elg) = G-

geG

Pro trividlni charakter € plati

Dikaz. Necht je x netrividlni, a zvolme h € G tak, Ze x(h) # 1. Protoze g — hg je
permutace grupy G, dostavame

> xl9) =Y x(hg) =x(h) > x(g),

9geG geG geq

> x(g) =0

g€G
Tvzeni o trividlnim charakteru je zrejmé. [
1

a tedy



Podobny vysledek plati pokud fixujeme prvek grupy:
Lemma. Pro libovolny prvek g # 1 grupy G plati

(09) 3 (o) =o.

xeX

> 1=|al.

XEX

Plati

Dikaz. Z vyse uvedeného isomorfismu G a X plyne, Ze pro g # 1 existuje charakter
~ splitujici v(g) # 1. Pak podobné jako v pfedchozim lemmatu dostédvame

> x(9) =D (v =9 > x(9),

xEX x€X xeXx
a tedy
> xlg) =o.
x€X
Pro g = 1 tvrzeni plyne z |G| = | X]|. -

Nechf je nyni G = Z;. Pak mluvime o Gaussovych charakterech modulo n.
Gaussovym souctem Gaussova charakteru x modulo n je hodnota

g(x) == > x(k)wr,

keZr,

(271'2')
wy, =exp [ —
n

je primitivni n-t4 odmocnina z jedné.

kde

Lemma. Pro netrividlni Gaussav charakter x modulo prvocislo p plati

lg()| = /-

Diikaz. Cheeme ovéfit, ze g(x) - g(x) = p. Protoze x(£) = x({71) a @, = w;e,

dostavame
90) 900 = | Do xkwy | - | Do x(E e | = D x(kewy "
keZy (e kLezs,
Hodnota z = k=1 probiha celé Z,,, pricemz pro zvolené z dostaneme p — 1 s¢itanci

odpovidajicich dvojicim (24, ¢). Vytkneme-li tedy x(z) dostavdme

g(X) m = Z X(Z) . Z wll;(z—l)

2€LY, LeLy,
Pro z = 1 dostavame
0 __
1- E w,=p—L
¢ez;

Pro z # 1 méme
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Uvazme nyni charakter v grupy (Z, +), nikoli tedy (Zj,-), dany vztahem ~(1) =
wr~l. Ze vztahu (o) méme

0= > O =1+ > ).

€7, ez
Tedy
Sl =
=

Podobnou tvahou, tentokrat pro grupu (Z;, -), dostavdme

> x(z) = -1

2€L5
z#1
Celkem tedy

900900 =p-1) =Y x(z)=(p-1)+1=p.
2€L3,
z#1

Uvédomme si, ze vlastnosti Legenderova symbolu dé€laji ze zobrazeni

kka(k>
p
homomorfismus. Je to tedy charakter grupy Z;. Pfislusny Gaussiiv soucet
k
5= Y (2) o
ke, p

se nazyva kvadraticky Gaussiv soucet modulo p. Pro dikaz kvadratické reciprocity
je dulezita nésledujici vlastnost S.

> (3):

Diikaz. Rozdélime-li soucet do dvojic podle komplexné sdruzenych ¢isel wl’,f aw

dostavame ) )
k - —k
s= 2 () (5)="):

—1
1<k 25t

Lemma.

—k
p

Je-li (*71) — 1, vidfme, 7e S je realné &islo
re 5 2(5) Re(eh)
., \P P
1<k<eyt
. , ) . - o s (.
Z predchoziho lemmatu vime, ze |S| = |/p, takze r = +,/pa S* =p = (7> p.
Pokud naopak ( ) = —1, dostavame S =i - 7/, kde

-

-1
1<k 25t



a opét 1’ = %,/p. Tedy i v tomto piipadé mizeme psat S2=—p



