1. ALGORITMY A PROBLEMY

V matematice se Casto setkdvame s tvrzenimi tykajicimi se objektii, které neu-
mime zkonstruovat. Mizeme napf. definovat mnozinu, na které dva homomorfismy
(napf. volné pologrupy) nabyvaji stejnych hodnot, nebo mnozinu posloupnosti ge-
nerujicich prvki grupy, jejichZ soucin je roven jedné. Zajem o konstruktivni stranku
matematiky byl v moderni matematice spiSe okrajovy. Rozvoj vypocetni techniky,
ktery poskytl matematice dfive netusené moznosti, zdjem o problematiku konstruk-
tivniho pristupu vyrazné posilil. Moznosti poskytnuté pocita¢em obratily pozornost
k hranicim téchto moznosti. Navzdory naivnimu predpokladu, Ze hranice moznosti
vypocetni techniky spocivaji pouze v technické strance véci, se objevila cela védni
disciplina tykajici se samotné moznosti néjaky problém algoritmicky vytesit. Uka-
zalo se totiz, ze nékteré jednoduse formulované problémy takové algoritmické reseni
nemaji, a to nikoli z divodu nedostateéného divtipu programétort nebo technické
nedokonalosti hardwaru, nybrz z hlubokych a podstatnych teoretickych duvodi.
Ziejmeé nejslavnéjsim piikladem takové nerozhodnutelné tlohy je tzv. Hilbertav de-
saty problém, ktery byl soucasti seznamu predlozeného slavnym némeckym mate-
matikem Davidem Hilbertem v roce 1900 jako vyzva pro matematiku 20. stoleti:

10. Uré€eni Fesitelnosti diofantické rovnice. Je ddna diofantickd
rovnice s libovolngm poctem nezndmijch a raciondlnimi ciselngmi
koeficienty: je tfeba sestavit postup, kterym je moZno koneénym
poctem kroku urcit, zda je rovnice feSitelna v oboru celych ¢isel.
(10. Entscheidung der Losbarkeit einer diophantischen Glei-
chung. Fine diophantische Gleichung mit irgendwelchen Unbekann-
ten und mit ganzen rationalen Zahlkoefficienten sei vorgelegt: man
soll ein Verfahren angeben, nach welchen sich mittels einer endli-
chen Anzahl von Operationen entscheiden lisst, ob die Gleichung
in ganzen rationalen Zahlen 13sbar ist.)

NegativniTeSeni tohoto problému, tedy dikaz, Ze takovy postup neexistuje, podal
v roce 1970 Jurij Matijasevic.

Tvrzeni, ze neexistuje postup, ktery by v koneéném poctu kroku vyresil néjaky
problém, vyZzaduje upfesnéni. Takovym postupem by totiz mohla byt napf. soustie-
déna snaha v8ech Zijicich matematiki o dané rovnici rozhodnout, zda je, nebo neni
fesitelna. Neni jasné, jak by bylo viibec moZzné dokazat, ze takovy postup nevede v
kone¢ném case k cili. Od postupu, pozadovaného Hilbertem, ocekédvame intuitivné
nékolik vlastnosti:

o Uniformita. S kazdym piipadem se zachézi stejné.

e Jednoznacnost. V kazdé fazi postupu musi byt zfejmé, jak pokracovat. (P¥i-
padné musi existovat kone¢né mnoho pokrac¢ovani, mezi nimiz se predepsa-
nym postupem, napi. hodem minci, vybira.)

e Mechanicnost. Postup nesmi vyzadovat zddny duvtip. Musi byt realizo-
vatelny mechanickym zafrizenim, strojem, resp. diikkladnym tufednikem bez
vlastniho nazoru.

V pribéhu dvacatého stoleti bylo navrzeno nékolik modela popisujicich, jak ma
takovy postup vypadat. Budeme je nazyvat wvipocetni modely. Nejslavnéjsi a nejdi-

On computable numbers with an application to the Entscheidun-
gsproblem, Proc. London Math. Soc. 42 (1936) 230-265.
Po svém tvarci se nazyva Turingtv stroj (Turing machine) a budeme se jim po-
drobné zabyvat. Zminény ¢lanek je pozoruhodny tim, Ze obsahuje nejen genialni in-
tuice, ale také detailni rozpracovani problému az k popisu tzv. univerzalniho stroje,
coz je vlastné prvni ,,opera¢ni systém®.



Turing také diukladné vysvétluje, pro¢ se domniva, Ze jim navrZeny vypocetni
model zahrnuje vSechny postupy, které je mozno rozumné povazovat za algoritmus
ve vySe uvedeném smyslu. Toto presvédéeni se proslavilo pod nazvem Churchova,
resp. Churchova-Turingova teze:

Churchova-Turingova teze: Kazdy vypocetni postup lze realizo-
vat Turingovym strojem.

Churchova teze neni matematické tvrzeni, protoze pojem vypocetniho postupu je
zaloZen pouze na intuici. Soustifedény zajem vSech matematiki napf. za vypocetni
postup nepovaZzujeme, protoZe nespliiuje (pfinejmensim) podminku mechani¢nosti.
Kde je ale pfesnd hranice vypodcetnich postupti neni apriori jasné. Presto je tato
teze vSeobecné piijimana, protoze argumenty uvadéné Turingem v jeji prospéch
jsou velmi pfesvéd¢ivé a navic ji potvrzuje intenzivni vyzkum v priitbéhu celého
dvacatého stoleti, kdy se ukazalo, Ze vSechny alternativni vypocetni modely jsou s
Turingovym strojem ekvivalentni (nebo slabsi).

Vseobecny souhlas s Churchovou tezi vede k tomu, Ze byvé obracena a pouZivana
jako definice vypocetniho postupu:

Definice 1.1 (Obracena Churchova teze). Viypocetnim postupem (algoritmem) je
to a jen to, co lze realizovat Turingovym strojem.

Proté&jskem algoritmu je algoritmicky problém. Uvedme nékolik prikladi:

Priklad 1.2. (1) Pro dané pfirozené &slo najdi ngjaky jeho faktor.
(2) Zjisti, zda dané pfirozené ¢islo je prvoéislo.
(3) Zjisti, zda dana diofantickd rovnice ma feSeni.
(4) Najdi nejkratsi cestu mezi dvéma body orientovaného grafu.
(5) Zjisti, zda v daném grafu existuje hamiltonovska cesta.

Algoritmicky problém se lisi od oby¢ejného problému v tom, Ze nehledame od-
povéd pro jednotlivy p¥ipad (napft. jednotlivy graf), ale algoritmus, ktery najde
odpovéd pro vSechny mozné vstupy. Algoritmicky problém je tedy mnoZzina in-
stanci, tedy vSech moznych zadani problému. Tato mnoZina je typicky nekonecna.
Problémy s kone¢né mnoha instancemi nejsou z teoretického hlediska zajimavé, pro-
toZze vzdy existuje algoritmus, ktery spo¢iva v tabulce spravnych odpovédi. (Existuji
samoziejmé i problémy s koneéné mnoha instancemi, které jsou z praktického hle-
diska zajimavé, napt. problém rozhodnout v dané pozici na Sachovnici, zda existuje
vitézny tah.) Na druhou stranu, kazd4a instance problému musi byt konefné, aby
mohla byt zadana. Problém je tedy typicky spocetnd mnozina instanci.

Podle typu odpovédi rozeznavame problémy wvyhleddvaci a rozhodovaci. U roz-
hodovaciho problému ocekédvame odpoved ANO/NE (jsou to napf. vySe uvedené
problémy 2, 3 a 5), vyhledavaci problém ma vétsi pocet moznych odpovédi (napft.
problémy 1 a 4).

7 praktickych divodi ¢asto omezime naSe zkouméani na problémy rozhodovaci.
Toto omezeni neni tak zésadni, jak by mohlo vypadat. Vyhledavaci problémy lze
prevést na sérii rozhodovacich problému typu: ,,je i-ty bit odpovédi 0 nebo 17¢.
Pokud je napt. takovy rozhodovaci problém polynomialni, je také vysledny vyhle-
dévaci algoritmus polynomialni.

2. TURINGOVY STROJE

Stroj, ktery jako univerzalni vypocetni model navrhl Turing, ma podobu na obé
strany nekone¢né pasky rozdélené na policka a opatfené hlavou, kterd se v daném
okamziku nachazi na jednom policku pésky.

Policka mohou byt prazdna nebo nést rtizné symboly vybrané z néjaké konecné
mnoziny. Hlava muze ¢ist a prepisovat symbol na policku, na kterém se nachazi,



a pohybovat se po pasce vpravo nebo vlevo. Kromé toho obsahuje vnitini pamét,
kterd miize nabyvat koneé¢ného poctu stavi.

Na pocatku vypoctu je paska prazdna az na kone¢nou souvislou posloupnost
policek, kterd nese wvstup. Hlava je na prvnim policku vstupu.

Chovani stroje se ¥idi programem, coz je mnozina instrukci predepisujicich, co
ma hlava v daném okamziku v zavislosti na svém stavu a ¢teném symbolu dé&lat.
Algoritmus je skryt pravé v programu, z matematického hlediska je Turingtv stroj
totoZny se svym programem.

Matematicky tedy definujeme Turingtv stroj nasledovné.

Definice 2.1 (Turingiv stroj). Necht ¥ a @ jsou neprazdné konefné mnoziny.
Mnozinu ¥ nazveme mnoZinou symbold, mnoZinu () mnozinou stavi. MnoZina X
obsahuje symbol [, ktery znamena prézdné policko. Mnozina ) obsahuje jeden
vyzna¢ny prvek ¢, ktery nazyvame pocdtecni stav. Necht M = {«, —, —}.

Program Turingova stroje je libovolna podmnozina P C Q X X X Q) X 3 X M.
Libovolny prvek (g, s,q’,s’,m) € P se nazyva instrukce. Turingiv stroj je ¢tvefice
T= (Q7E,C]57P)~

Mnozinu vSech Turingovych strojt zna¢ime TM.

MnoZinu kone¢nych posloupnosti symbolii z mnoziny 3 (véetné prazdné posloup-
nosti) zna¢ime X*. Takové posloupnosti piSeme typicky bez ¢arek a nazyvame je
slova, pfitem# prvky ¥ nazyvame pismena. Mnozinu neprazdnych slov zna¢ime X 7.
Turingiv stroj T' spolu se svym vstupem z € ¥* definuje vipocet. Na pocatku vy-
poctu je hlava umisténa na prvnim symbolu vstupu. Vypocet sestava z jednotlivych
kroku. Kazdy krok spociva v aplikaci jedné instrukce a je dan okamZitym popisem
stroje v daném okamziku. OkamZity popis je dvojice (¢,s) € @ x X, kde ¢ je mo-
mentalni stav hlavy a s je symbol na policku, na kterém se hlava pravé nachézi,
tzv. ¢teny symbol.

Nasledujici krok je dan instrukei (g, s,¢’, s’,m) € P a ma tii slozky:

e Cteny symbol se zméni z s na s’,
e stav hlavy se zméni z ¢ an ¢/,
e hlava provede pohyb m.

Mozné pohyby hlavy jsou tfi. <— znamen4 pohyb na sousedni levé policko, — pohyb
na sousedni pravé policko a — znamend, Ze hlava ztstane na stejném policku, na
kterém byla na zacatku kroku.

Vypocet skonéi, pokud se stroj dostane do okamzitého popisu, pro ktery ne-
existuje zadna instrukce (coz typicky znamena, ze dosahl koncového stavu).

Po ukonceni vypoctu ziistane na pasce vgstup, coz je posloupnost neprazdnych
symbolti, které se na pasce vyskytuji.

Pokud vypocet neskonci, fekneme, Ze vypocet stroje T na vstupu x diverguje.
Jinak rikame, ze konverguje.

Na Turingovy stroje se ¢asto kladou dodateéné pozadavky, které usnadiuji jejich
studium. Takové dodateéné pozadavky budeme vznaSet, kdykoli to bude vhodné.
Vzdy by mélo byt zfejmé, Ze nemaji vliv na zkoumané vlastnosti. K nejéast&jsim
pozadavkim patii:

e Vypocet, pokud konverguje, konéi vzdy v jednom koncovém stavu, ktery se
jinak béhem vypo¢tu nepouzivé.

e Stroj nikdy nezapisuje prazdny symbol. V tomto pfipadé se obvykle zavadi
novy pseudoprazdny symbol, ktery odlisi prazdné nenavstivené policko od
prazdného navstiveného a ktery neni povazovan za soucést vystupu.

e Vystup je souvisly, nenf pferusen prazdnymi ani pseudopréazdnymi symboly.

e Hlava nikdy neztistava na misté. Mnozina M se tedy omezuje na {+, —}



Nase definice Turingova stroje nevyzaduje, aby pro dany okamzity popis existo-
vala jedina instrukce. Pokud existuje instrukei vice, neni vypocet definovan jedno-
znacné. Turingovy stroje jsou tedy obecné nedeterministické. Pokud chceme tuto
skute¢nost zduraznit, piseme NTM misto TM.

Pokud maé stroj T pro kazdy okamzity popis jedinou instrukci, nazyva se de-
terministicky. Mnozinu deterministickych Turingovych stroji oznacujeme DTM.
Deterministicky stroj chapeme jako zvlastni piripad stroje nedeterministického, je
tedy DTM C NTM.

Okamzity popis Turingova stroje je lokalni, omezuje se na situaci v misté hlavy.
Celkovy stav pasky v daném okamziku nazyvame plny popis, konfigurace nebo
snimek stroje.

Snimek zapisujeme

o =0%uy qus, 0%,
kde ujus je tsek pasky obsahujici neprazdné symboly. Pokud pfijmeme konvenci,
7e stroj nezapisuje prazdné symboly, je ujus € (X \ {O})*. Hlava ¢te prvnf symbol
Z us a je ve stavu q. Pocatecni a koncové [J* muZeme vynechavat.

Pocatetni snimek stroje se vstupem z je tedy gsx. Turingiav stroj T definuje
relaci dr mezi snimky. PiSeme

o
gy — 02,

pokud snimek oy vznikne ze snimku o7 jednim krokem.
Priklad 2.2. Instrukee (q,1,q’,0,—) pfevadi snimek 10¢10 na 100¢’0.

Tranzitivni obal relace dr zna¢ime d7.. Zapis

o1 —T> agg,
tedy znamend, Ze existuje (libovolné dlouhy) vypocet, ktery pievadi snimek o na
snimek os.

V ptipadé deterministického Turingova stroje existuje pro kazdy vstup praveé
jeden vystup nebo stroj diverguje. Pro T' € DTM oznacujeme vystup 7' na vstupu
x jako T'(z), pFicemz pro divergujici vypocet definujeme novy symbol * a piSeme
T(x) ="

Skutec¢nost, ze Turinglv stroj je totozny se svym programem, muze byt ma-
touci. Ocekavame, Ze stroj se bude podobat spiSe pocitadi, ktery programy vyko-
nava. Pocita¢ je oviem také program, a sice operaéni systém, ktery umi vSechny
ostatn{ programy realizovat. To vede k dulezité mySlence, Ze Turingiv stroj miize
byt reprezentovan néjakym kodem, ktery sim muze byt vstupem jiného Turingova
stroje. Turingovy stroje sice obecné obsahuji neomezené mnoho symbolt a stavi,
ale v8echny je lze zakodovat konecnou abecedou. Zvolme né&jakou kone¢nou abecedu
¥ a fixujme né&jaké kodovani mnoziny TM Turingovych stroji, které budeme dale
nazyvat standardni. Muzeme zvolit ¥ = {0,1} (coz se, jak dobfe vime, skutetns
dgje ve vypodetni technice) nebo, pro lepsi predstavu, n&jakou bohatsi abecedu,
napf. ¥ ={0,1,(,|,)}. Zakédovany Turingiv stroj pak mize vypadat napf. takto:

(010[L[O[L)(O[L[O[T1)(L[1[1[1[1)(1]10]10]10[1)(0[10[10[0[1)

Ko6d Turingova stroje T budeme znagcit [T]. Neni nutné, abychom zde standardni ko-
dovani presné definovali, protoze ho nebudeme konkrétné pouzivat. Diulezita ovSem
je, aby toto kddovani bylo ,,srozumitelné® v tom smyslu, zZe existuje néjaky Turingiv
stroj U, ktery, kdyz dostane na vstupu dvojici ([T, z), spocte T'(z) (vEetné toho, ze
diverguje, pokud T'(z) diverguje). Takovému U se fika univerzdlni Turingiv stroj.
Prace univerzalniho stroje U je zalozena na simulaci prace stroje 7. MySlenka, ze
vSechny mozné algoritmy je mozné realizovat jedinym strojem pomoci programu,
ktery je uloZen v paméti podobné jako vstup (tzv. stored-program computer), je



zésadnim pfinosem Alana Turinga a znamenala fakticky zacatek teoretické infor-
matiky. Pavodni Turingtv ¢lanek obsahuje detailni popis programu univerzéilniho
stroje, coz lze povazovat za diikaz existence takového stroje. MoZznost simulace stroje
na zékladé rozumného zapisu jeho instrukei je oviem pomérné intuitivni a v dnesni
dobé predevsim duvérné znamy fakt.

3. REKURSIVNI FUNKCE A JAZYKY

Vstupem i vystupem Turingova stroje je néjaky prvek ¥*. Uvazujeme-li stan-
dardni kédovani Turingovych stroji, mizeme dokonce predpokladat, ze X je fixni
pro v8echny Turingovy stroje a stejné jako abeceda standardniho kédovani Turin-
govych stroju.

Deterministicky stroj T tedy miizeme chéapat jako zobrazeni ¥* — ¥*. (Namisto
»zobrazeni“ budeme také Casto Fikat ,funkce“.) To je v souladu se zvolenym zépi-
sem T(z) = y, pokud je y vystupem stroje T' na vstupu x. Zdraznéme, Ze tato
definice dava dobry smysl pouze pro deterministické stroje. Pokud stroj na vstupu
x diverguje, piSeme T'(z) =7, coZ je nejlepsi chapat tak, Ze zobrazeni T neni na x
definovano. Je to tedy zobrazeni cdstecné.

>* je spoCetnd mnozina, lze ji tedy ocislovat pfirozenymi Cisly. Ocislovdnim
néjaké mnoziny S rozumime libovolnou bijekci f : N — S. Nejvhodnéjsi ocislovani
mnoziny ¥* je dano jeho maximo-lexikografickym uspofadéanim <.

Definice 3.1 (Maximo-lexikografické usporadani). UvaZujme néjaké linearni uspo-
radani prvki X a prislusné lexikografické uspofadani < na %*.
Mazximo-lexikografické uspordddni < odpovidajici < je definovano pravidly:
a) Je-li u delsi nez v, pak v < u.
b) Maji-li u a v stejnou délku, je u < v pravé kdyz je u < v.

Takto definujeme bijekci v : N — X*. v(0) je prazdny fetézec a v(i) je i-té
neprazdné slovo v usporadani <. Pfirozenost tohoto uspofadani spo¢iva v tom, Ze
pokud X ={1,2,...,k} a < je b&zné usporadani, pak v(m) je k-adicky zapis ¢isla

m, tj.
j . .
CjCj—1...C1 =V Zci-kjj_’ .
i=1

O objektech, které lze algoritmicky zkonstruovat rikdme, ze existuji efektivné. Je
ziejmé, Ze zobrazeni v efektivni je, tj. existuje Turinguv stroj T, ktery na vstupu
n vrati v(n). Videéli jsme, Ze toto zobrazeni je ve skute¢nosti identita, pouzivame-li
k-adicky zépis &isla. Stejné tak je efektivni inverzni zobrazeni v~ !.

Pti daném ocislovani >* pfirozenymi ¢isly, odpovida kazdy deterministicky Tu-
ringtv stroj T' € DTM ¢asteéné funkei fr: N — N.

Definice 3.2 (Rekursivni funkce). Céstetna funkce f : N — N, pro kterou existuje
n&jaky T € DTM takovy, ze f = fr, se nazyva cdstecnd rekursivni. Je-li ¢astecna
rekursivni funkce definovana na celém N, nazyva se uplnd rekursivni nebo prosté
rekursivni.

MnoZinu v8ech ¢astecnych rekursivnich funkei budeme znacit PRF (partial recur-
sive functions) a mnozinu rekursivnich funkci RF.

Rekli jsme, ze kazdy deterministicky Turingtv stroj predstavuje néjakou ¢astec-
nou rekursivni funkci. To ovSem neznamend, ze muzeme mnoziny DTM a PRF
ztotoznit. DTM obsahuje v8echny deterministické Turingovy stroje, tedy vSechny
mozné deterministické seznamy instrukci. Mnoho rtznych Turingovych stroju v8ak
podita stejnou funkei. Stadi uvazit stroj, ke kterému piidame stav, ktery nebude
nikdy dosazen. Pro takovy stav pak miizeme libovolné tvorit instrukce, aniz se
prislusna funkce zméni.



Pravé vztah mezi (Gasteénymi) funkecemi f : N — N a Turingovymi stroji je pred-
métem teorie, kterou zde rozvijime. Kazda funkce je nekone¢ny objekt (algoritmicky
problém s nekoneéné mnoha instancemi), zatimco prislusny Turingiv stroj je ko-
necny reprezentant tohoto nekone¢ného objektu, resp. koneény postup umoznujici
tuto funkci poéitat. Turingiv stroj T' je pfitom reprezentovan svym (standardnim)
kodem [T, coz je také prvek ¥*. Ne kazdy prvek ¥* je ovSem kodem néjakého
Turingova stroje. Presto plati nasledujici tvrzeni.

Tvrzeni 3.3. Standardni kédy (deterministickych) Turingovych stroji lze efektivné
ocislovat.

Diikaz. Kody budeme ¢islovat podle maximo-lexikografického usporadani <. Oznacme
takové o¢islovani G : N — TM. Hodnota G(i) je kod Turingova stroje, ktery je i-
tym slovem z TM vzhledem k maximo-lexikografickému uspoiadani.

UkaZzme, Ze funkce G je rekursivni. Turingtv stroj, ktery ji po¢ita, bude postupné
v maximo-lexikografickém usporadani generovat vSechna slova ze %*. U kazdého
slova ovéii, zda se jedna o platny kod (deterministického) Turingova stroje, a pokud
ano, zvysi své pocitadlo (vyhrazeny kus pasky) o jedna. Ve chvili, kdy na pocitadle
dosdhne vstupni hodnotu ¢, oznami jako vystup posledni nalezeny kéd Turingova
stroje. O

Myslenka ¢islovani mnoziny kone¢nych posloupnosti pochéazi od Kurta Godela,
ktery ji poprve pouzil v kontextu formalni logiky pro oé¢islovani logickych formuli.
Na jeho pocest pouzivime znaceni G. Takové ocislovani se také nékdy nazyva Go-
delovo.

Céstetnou rekursivni funkci poéitanou strojem G (7) budeme také znacit ;. Po-
sloupnost (p;)ien je tedy vyctem viech PRF. Znovu ov8em piipomenme, Ze kazda
funkce se v seznamu vyskytuje vicekrat (dokonce nekone¢né mnohokrat). Nako-
nec muzeme definovat univerzdlni rekursivnd funkci ® : N x N — N predpisem
®(i,n) = p;(n). Je snadné si rozmyslet, ze P je sama rekursivni (s pfirozenym
rozsifenim nasi definice rekursivnich funkeci na funkce dvou — a vice — proménnych,
pripadné s pouzitim n&jakého efektivniho oéislovani dvojic ¢isel).

Po predchozim positivnim vysledku obratime svou pozornost k vysledkim nega-
tivnim. Optimistickd predstava, podle které lze kazdy problém resit algoritmicky, je
neudrzitelnd uz proto, Ze vSech funkci je nespocetnd mnoho (kontinuum), zatimco
Turingovych stroji, a tedy rekursivnich funkci jen spocetné. Muzeme tedy dokonce
Fici, Ze funkce jsou v drtivé vétsiné nerekursivni.

Problémy, které nas v matematice zajimaji, jsou ovsem vzdy formulovany néja-
kym koneénym popisem. Neni tedy pfedem ziejmé, zda existuji néjaké nerekursivni
prirozené problémy. Jak jsme uvedli v tvodu, ukazuje se, ze i velmi konkrétni ma-
tematické problémy jsou nerekursivni, neboli nerozhodnutelné.

Vsimnéte si, Zze terminologie je z historickych diivodt dosti rozriznéné. Terminy
efektivni, rekursivni, rozhodnutelny maji v podstaté totoZzny vyznam, ackoli se po-
uzivaji v riznych kontextech (efektivni ¢islovani, rekursivni funkce, rozhodnutelny
problém).
kaji otazky, zda dany stroj na daném vstupu konverguje, coz souvisi s otazkou zda
je funkce pocitand danym stroj uplna. Ozna¢me UTM mnoZinu deterministickych
strojua, které pocitaji aplnou funkci.

Tvrzeni 3.4. Neexistuje efektivni ocislovani mnoZiny UTM.

Driikaz. Budeme postupovat sporem. Predpokladejme, Ze existuje rekursivni funkce
H :N — UTM, ktera je na. Uvazme funkci F' : N — N definovanou predpisem

F(i) = fre)(i) + 1.



Ukazme, ze funkce F' je rekursivni. Diky rekursivité H lze pro dané ¢ efektivné
nalézt stroj M = H (i) € UTM, ktery pocita funkci fg(;), a pomoci tohoto stroje
pak spo¢itdme hodnotu F' (%) jako vystup M na vstupu i zvétSeny o jedna.

Funkce F' je navic uplna, a proto existuje stroj T € UTM, ktery ji pocita, a
prirozené &islo ip, pro které H(ip) =T.

Spor dosdhneme otazkou po hodnoté funkce F' v bodé ip. Podle definice F' plati

F(ir) = frp)(ir) +1
Avsak funkce
TH(ir)
je rovna F| a tudiz
F(ip) = F(ir) + 1,
Spor. U

Hlavni mySslenka predchoziho dikazu se nazyva diagonalni argument, protoze
funkce F' byla definovana jako diagonéla tabulky hodnot funkci G(i) zvétSend o
jednu. Stejny postup se pouziva v dikazu, Ze podmnozZiny pfirozenych &isel nelze
oc¢islovat pfirozenymi &isly.

Nésledujici véta je prototyp a zdroj vSech vét o nerozhodnutelnosti.

Véta 3.5. Nelze rozhodnout, zda se Turingiv stroj na daném vstupu zastavi (neboli
zda je dand ddstecné rekursivni funkce na dané hodnoté definovand).

Diikaz. Necht G je efektivni éislovani DTM, zarucené Tvrzenim[3.3] Chceme pouzit
diagonélni argument a funkci F' podobné jako v pfedchozi vété. Nyni oviem G(7)
miize v bodé ¢ divergovat.

Definujme tedy F' takto

Fi) fa@ (i) +1, pokud se G(i) na vstupu i zastavi,
1) =
0, pokud G(7) na vstupu 4 diverguje.

Je-li funkce F' rekursivni, dostaneme spor jako v pfedchozi vété. Jedinym du-
vodem, pro¢ F' neni rekursivni, mize byt neexistence algoritmu, ktery rozhodne,
kterou ze dvou vétvi definice F' pouzit. Tim je véta dokazana. O

Predchozi véta se casto formuluje slovy: HALTINGPROBLEM je nerozhodnutelny.
Zdiraznéme, ze nerozhodnutelnost problému neznamend, Ze pro néj nelze v kon-
krétnim pfipadé nalézt feSeni. Znamena neexistenci algoritmu, ktery bude tspésny
pro vSechny instance.

V pfedchozim textu jsme uvedli do souvislosti algoritmy a funkce N — N. V
piipadé rozhodovacich problémi, tj. takovych, u kterych je vystupem odpoveéd ANO
nebo NE, je situace jeSté o néco jednodu$si. Za obor hodnot pfislusnych funkci
mizeme povazovat mnozinu {0,1} a funkce je charakteristickou funkci mnoZiny
instanci s kladnou odpovédi.

Algoritmus ma pro dany vstup rozhodnout, zda v mnoZziné lezi. Vstupem jsou
slova ze ¥*, libovolna mnozina slov se nazyva jazyk.

Vzhledem k existenci efektivniho ocislovani ¥*, odpovida kazdy jazyk podmno-
ziné N. Mame tedy tfi vzajemné si odpovidajici ihly pohledu:

rozhodovaci problémy =  jazyky = mnoziny pfirozenych Cisel
Pro deterministické stroje mame néasledujici definice.

Definice 3.6. Rekneme, ze stroj T' € DTM prijimd jazyk L C ¥*, pokud x € L,
praveé kdyz T'(x) = 1.
Rekneme, Ze stroj T' € DTM rozhoduje jazyk L C ¥*, pokud
prox € Lplati T(z) =1 a



pro z ¢ L plati T'(z) = 0.

Zasadni rozdil mezi pfijimanim a rozhodovanim jazyka spo¢iva v tom, ze pfiji-
majici stroj miZe na vstupu z ¢ L divergovat (miize také davat jinou hodnotu nez
0 nebo 1, ale to lze snadno zménit na odmitnuti vstupu).

Jazyk, ktery je pfijiman né&jakym deterministickym Turingovym strojem se na-
zyva rekursivné spocetny. Jazyk, ktery je néjakym takovym strojem rozhodovan se
nazyva rekursivni. MnoZinu rekursivné spocetnych jazykt zna¢ime RE (recursively
enumerable) a mnozinu rekursivnich jazyka R.

Komplement jazyka L je jazyk L = ¥*\ L. Mnozinu jazyki, jejichz komplement
je rekursivné spocetny znac¢ime co-RE.

Tvrzeni 3.7.
R =RE ﬂ co-RE.

Diikaz. Je-li jazyk rekursivni pak je on i jeho komplement ziejmé rekursivné spo-
cetny.

Naopak, jsou-li L a L rekurzivné spocetné, pak existuji Turingovy stroje M; a M,
takové, ze M; piijima L a My prijima L. Zkonstruujeme Turingtv stroj 7' pomoci
M; a M, nasledovné. Na vstupu x bude T soubé&zné simulovat chod obou stroju.
Provede vzdy stiidavé jednu instrukci stroje M; se vstupem z a jednu instrukci
stroje M5 se vstupem z. Jeden ze simulovanych stroji se po kone¢ném poctu kroku
zastavi a prijme sviij vstup. Stroj T podle toho, ktery stroj vstup pfijal, odpovi 1
nebo 0. O

Nasledujici tvrzeni poskytuje motivaci pro nazev ,recursively enumerable”.

Tvrzeni 3.8. Pro jazyk L jsou ndsledujici podminky ekvivalentni:
o L je rekursivné spocetny,
e L je oborem hodnot néjaké cdstecné rekursivni funkce,
e L je oborem hodnot néjaké ipiné rekursivni funkce,
Diikaz. Necht je jazyk L C X* rekursivné spocetny a S € DTM ho piijima. Necht
¥ = {al,ag,...}
je néjaké efektivni o¢islovani. Zkonstruujeme stroj M jehoz oborem hodnot bude
L. Béh stroje je znazornén na Obrazku [T}

Rozdélme vypocet stroje M na jednotliva kola. V prvnim kole bude stroje M
simulovat prvni krok stroje S se vstupem a;. V druhém kole stroje se bude simulovat
druhy krok vypoé¢tu S(ay) a prvni krok vypoétu S(az). V i-tém kole se tedy bude
pocitat i-ty krok vypoctu S(aq), (i —1)-ni krok S(az) atd. az po prvni krok vypo&tu
S(a;). Na obrazku [1f jsou jednotliva kola stroje M vyznacena jako tucéné diagonalni
Sipky. V k-tém fadku (k > 1) jsou znazornény kroky stroje S se vstupem ay.
Simulace jednoho kroku vypodctu stroje S je vyznacena krouzkem. Pokud nastane
S(a;) = 1 pron&jaké j > 1 v i-tém kole vypoctu stroje M, pak se slovo a; vypise a v
nésledujicich kolech stroje M se jiz vypocet S(a;) nesimuluje (na obrazku oznaceno
kifzkem).

Protoze stroj M prochézi vSechna slova nad abecedou X a plati inkluze L C ¥*,
musi byt kazdé x € L po kone¢ném poctu krokt stroje M nalezeno. Nyni jiz snadno
definujeme vystup stroje M na vstupu i € N. M bude pocitat tak dlouho, az najde
i slov z jazyka L. Posledni z nich bude jeho vystupem. Je ziejmé, ze M pocita
aplnou rekursivni funkci. Ta je soucasné trividlné i ¢aste¢nou rekursivni funkei.

Zbyva ukazat, ze existuje-li Turingtv stroj S, jehoz obor hodnot je L, pak lze
zkonstruovat stroj M, ktery jazyk L piijima. Pti dotazu x € L zatne M ziskavat
diagonalni metodou (analogicky jako v dikazu prvni ¢asti) véechna slova jazyka L
od stroje S. Tato slova bude porovnavat se slovem x. Plati-li z € L, pak se stroj M



kroky vypocti stroje S

12 i
_ S(a;) o . .
S(ay) 2l o

S(aj) %% x

S(a) ———— vypis g (S(g) = 1)

simulované vypoct

OBRAZEK 1. Schéma vypoc¢tu Turingova stroje M.

po konecném poctu krokt zastavi a odpovi spravné. Stroj M tedy piijima jazyk L
a jazyk L je rekurzivné spocetny. O

4. NEDETERMINISTICKE STROJE

Na Turingovy stroje se divame jako na néstroje, umoznujici efektivné vytesit
néjaky problém. Takovy pohled je ale opravnény jen pro deterministické stroje. Pro
nedeterministické stroje nejen neni jasné, jak je prakticky realizovat, neni dokonce
jasné ani to, co povazovat za jejich vystup. Na daném vstupu totiz muze existovat
mnoho ruznych vypocti, tedy také mnoho vysledki, relace d7. nedefinuje funkci a
symbol T'(x) nedava dobry smysl.

Jak tedy chapat nedeterministické vypocty? Odpovéd déava nasledujici zasadni
definice.

Definice 4.1. f{ekneme, Ze nedeterministicky stroj A pfijimd vstup x, pravé kdyz
na vstupu z existuje alespori jeden piijimajici vypodcet.

Rekneme, Ze nedeterministicky stroj A pFijimd jazyk L, pokud A pfijima vstup
x, pravé kdyz x € L.

Je ditlezité si uvédomit, Ze definice pfijimani vstupu nedeterministickym strojem
je nekonstruktivni, mluvi o existenci pfijimajictho vypoctu, nefika ale nic o tom, jak
takovy vypocet najit, nebo jak s pomoci daného nedeterministického stroje viibec
zjistit, zda existuje. Jedna z moznosti, z myslenkového hlediska nejjednodussi, ale
Casové naroc¢na, je projit vSechny mozné vypocty; o tom mluvi Véta 7.4.

Fungovani nedeterministického stroje si lze ilustrovat na Tvrzeni 3.8. Je-li dan
deterministicky stroj M s oborem hodnot L, mizeme definovat nedeterministicky
algoritmus prijimajici L takto:

e vstup z;

e nedeterministicky zvol 4;

e pokud M (i) = x, pFijmi.
Postupné prohledavani vSech vypocti pouzité v ditkazu Tvrzeni 3.8. je vlastné de-
terministickou simulaci uvedeného nedeterministického algoritmu.

V pripadé nedeterminismu se omezujeme na rozhodovaci problémy. Proto se
nékdy ik, Ze nedeterministicky stroj svij jazyk rozhoduje. Jak je ale vidét i na
predchozim pfikladu, termin ,pfijima“ lépe vyjadfuje asymetrii mezi pfijetim a
zamitnutim vstupu. Nedeterministicky stroj miize na vstupu z piijimaného jazyka
umoziovat mnoho vypoctl, které nekonéi pfijetim; to ale neznamend zamitnuti.
Vstup je ,,zamitnut®, jen pokud neexistuje Zddny prijimajici vypocet.
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5. SLOZITOSTNI TRIDY

Dosud jsme se zabyvali jen otézkou, zda je dany problém vibec algoritmicky
feSitelny. Nasim hlavnim tématem vSak bude otazka, jak sloZité je FeSeni daného
fesitelného problému.

Nejprve definujeme tfidy funkci, jimiz budeme sloZitost mérit.

Definice 5.1. Rekneme, Ze funkce f lezi v O(g), pokud existuji ¢ > 0 a
ng > 0 takové, Ze pro vSechna n > ng plati

|f(n)] <c-lg(n)].
Rekneme, Ze funkce f lezf v o(g), pokud
1)
n—oc [g(n)|

Rekneme, 7e funkce f lezi v 6(g), pokud f € O(g) a soucasné g € O(f).
Rekneme, ze funkce f lezi v (g), pokud g € O(f).
Rekneme, ze funkce f lezi v w(g), pokud g € o(f).

V literatufe se ¢asto namisto f € O(g) pise f = O(g) (a podobné pro ostatni
symboly).

Hlavnimi méfitky néroc¢nosti daného vypoctu je spotieba ¢asu a prostoru. N&-
ro¢nost je vzdy funkci délky vstupu.

Definice 5.2. Necht A € TM. Ozna¢me t/,(x) maximalni pocet krokd vypoctu
stroje A na vstupu x € ¥* (o maximalnim poc¢tu krokt hovofime proto, Ze stroj

je obecné nedeterministicky). Casovd ndroénost algoritmu A je funkce t4 : N — N,
kde

ta(n) = max{ty(x)}.

Podobné ozna¢me s',(z) maximalni po¢et navstivenych poli¢ek béhem vypoétu
na vstupu x. Prostorovd ndrocénost algortimu je funkce

sa(n) = max {54 (@)},

K prostorové naroc¢nosti viz Definici (6.2

Definice 5.3. Rekneme, Ze problém P lezi v TIME (f) (resp. NTIME (f)), pokud
existuje algoritmus A € DTM (resp. € NTM), ktery ho Fesi, a plati t4 < f.

Je-li F' tiida funkci, piseme P € TIME (F), pokud P € TIME (f), pro n&jakou
funkci f € F.

Analogicky definujeme tfidu problémi NTIME (F'), SPACE (f), NSPACE (f),
SPACE (F) pripadné NSPACE (F).

Protoze jsme t'y(z) v Definici ur¢ili jako mazimdlni z moznych vypodty,
museji v nedeterministickém piipadé v daném case skoncit vSechny mozné vypocty,
bez ohledu na jejich vysledek (napf. polynomialni nedeterministicky stroj se tedy
v polynomialnim ¢ase zastavi vZdy).

O algoritmu, ktery ve vySe uvedenych definicich musi existovat, aby problém,
ktery tesi, lezel ve t¥idé C, fekneme, Ze t¥idé C odpovidd. Prestoze jsou predchozi
definice formulovany pro obecné problémy, budeme je pouzivat predevsim pro pro-
blémy rozhodovaci. Pokud fekneme, Ze néjaky jazyk lezi v t¥idé C, znamena to, ze
je rozhodovan néjakym A € TM, ktery odpovida C.

Nekteré dulezité slozitostni t¥idy maji zvlastni jména.

Definice 5.4.
P = | TIME (n*) = TIME (n®®)

E>1
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NP = | J NTIME (n*) = TIME (n°)
E>1
EXP = | | TIME (2"") = TIME (27"
s () ()
E = | J TIME (2*") = TIME (2(9(”))
E>1
NEXP = | | NTIME (2’”) — NTIME (2”0“))
E>1
L = SPACE (log(n))
NL = NSPACE (log(n))

PSPACE = | J SPACE (n*) = SPACE (n®"))
E>1

NPSPACE = | | NSPACE (n*) = NSPACE (n°1)
E>1

)
(

Nejdiilezitéjsi je t¥ida P, protoze algoritmy, které pracuji v polynomialnim case,
jsou tradi¢né povazovany za pouzitelné v praxi. Problémy v P se proto nékdy
oznacuji jako zvlddnutelné. Algoritmus A € TM pracujici v polynomialnim case
budeme jednoduSe oznacovat jako polynomidlni algoritmus.

Je-li C t¥ida jazykii, pak coC znacime tiidu jazyki L, jejichz doplnek L lezi v C.

6. REALISTICTEJSI VYPOCETNI MODELY

Popsany Turingtv stroj ma velmi jednoduchy popis, coz je vyhodné pro zkou-
méni jeho vlastnosti, ale znesnadiuje to ,,psani programi®, tj. tvorbu Turingovych
stroju realizujicich néjaky algoritmus, ktery mame popsan slovné, v pseudokddu
nebo néjakém souCasném programovacim jazyce.

Predpokladejme napf., ze v priabéhu vypoctu chceme pouzivat pocitadlo poctu
dosud provedenych krokt. Takové pocitadlo je mozné realizovat vyhrazenim ¢asti
pasky, coz vSak prinasi komplikace. Nevime-li predem, jak velké ¢islo na pocitadle
budeme potieba zapsat, budeme muset v priabéhu programu prostor pro pocitadlo
zvétSovat. To 1ze posouvanim symbold realizovat, ale je to komplikace, ktera se
skute¢nou povahou algoritmu nema nic spole¢ného.

V této kapitole proto zavedeme pohodInéjsi vypocetni modely. Tim ovSem vznikne
otazka, vzhledem k jakému modelu uvazujeme nase slozitostni t¥idy. Dilezitym
vysledkem bude, Ze Casové i prostorové naroky jednotlivych modeli jsou svazény
polynomiélné. Z toho plyne, Ze tfida P je na pouzitém modelu nezavisla. To by
neplatilo napft. pro t¥idu algoritmu pracujicich v linearnim ¢ase. To je dalsi divod,
proc je t¥ida P hlavnim pfedmétem teoretického zajmu.

6.1. Vicepaskové Turingovy stroje. Problém s pocitadlem se nejlépe vyresi tim,

ze stroji priddme jednu pasku, kterd bude vyhrazena jen pro poé¢itadlo. Takto mu-

zeme pridavat i dalsi pasky pro jednotlivé tkoly programu. To vede k definici vi-

cepaskového stroje. Je to stroj podobny obyc¢ejnému Turingovu stroji opatieny k

paskami a k hlavami. V jednom kroku se provede standardni krok Turingova stroje

na vSech péaskach soucasné. V tomto piipadé je pfirozené povolit, aby dana hlava

zustala na svém misteé.

Matematicky dostavame néasledujici definici.

Definice 6.1. k-pdskovy Turingiiv stroj je ctvefice (Q, X, qs, P), kde 3, Q@ a M

jsou jako v Definici [2.I] a program P je n&jakd mnozina
PCQxYFxQx3FxMF.



12

Jedna instrukce k-paskového stroje ma tedy tvar

s1 s} my
. ! . .
<Q7 : 4 s : ) : > .

Sk s}, my,

Uvédomte si, pro¢ v definici neni Q*, vechny hlavy maji jeden spoleény stav.
Jeden stav stroje muze kontrolovat vSechny hlavy sou¢asné. Mnozinu @ je libovolné
kone¢na mnozina. Nic nebrani tomu, aby byla napf. rovna Q1 X Q2 X - -+ X Q.

Mluvime-li o k-pdskovém Turingové stroji se vstupem a vystupem, rozumime tim
k-paskovy Turinguv stroj, jehoz prvni paska je pouze vstupni, stroj na ni nemize
prepisovat symboly (ale miZe se pohybovat v obou smérech), a posledni paska je
vystupni, stroj miize psat na prazdna policka, ale nemiize pfepisovat ani se vracet.
Na zbylych k — 2 pasek neklademe Zzadné omezeni a nazyvame je pracovni.

Vicepaskovy stroj budeme chapat vzdy jako stroje se vstupem a vystupem. Na
zaCatku vypoc¢tu je vstup napsan na vstupni pasce, hlava vstupni péasky je na po-
¢atku vstupu a ostatni pasky jsou prazdné.

Casové narocnost vicepaskového stroje je definovana obdobné jako u jednopés-
kového stroje.

Pro prostorovou slozitost upiesnime Definice a

Definice 6.2. Prostorovou sloZitost problému méfime vzhledem k vicepaskovému
stroji, pficemz prostorovou naro¢nosti vypoctu rozumime pocet navstivenych poli-
¢ek na pracovnich paskach.

Vstupni a vystupni péska se tedy pii méfeni prostorové néarocnosti nebere v
avahu. To umoziiuje uvazovat stroje, které maji mensi prostorovou naro¢nost, nez
je délka vstupu (napfiklad nulovou - to jsou tzv. kone¢né automaty). Bez takového
pristupu by napiiklad t¥ida L nedavala smysl. V&imnéte si, Ze v definici nebylo nutné
urcovat pocet pasek, protoze vice pasek lze na jedné pésce simulovat se stejnou
prostorovou naro¢nosti (navic jsou pouze oddélovade pasek, coz na sloZitostni t¥idu
nema vliv diky Tvrzeni o linearnim zrychlenf).

Véta 6.3. Je-li néjaky problém P v TIME (f(n)) pro k-pdskovy Turingiv stroj,
pak je v TIME (O(f(n)?)) pro jednopdskovy Turingiv stroj.

Diikaz. Ukazeme, jak na jednopéaskovém stroji simulovat béh k-paskového stroje.
Ozna¢me jednopaskovy stroj J a k-paskovy K.

Péska stroje J bude po fadé obsahovat navstivené tseky jednotlivych pasek
oddé&lené novym symbolem $, véetné informace o poloze hlavy.

Ma4 tedy podobu

$ obsah 1. pasky $ obsah 2. pasky $ ...$ obsah k-té pasky $.

Popiseme simulaci jednoho kroku stroje K. Hlava projede celou pasku zleva do-
prava a zapamatuje si ¢tené symboly na jednotlivych paskach (sq, ..., sk). Soucasné
zkontroluje, zda se hlava na né&jaké pasce nenachazi na krajni pozici vlevo nebo
vpravo (tedy v tésné blizkosti symbolu $). Pokud takova situace nastane, posune
cely obsah své péasky tak, aby vytvorila misto pro pfipadny pohyb pfislusné hlavy
na dosud nenavstivené policko. To je mozné zvladnout jednim projetim.

Pak se hlava vrati a cestou zpét provede pfislusné instrukce, tedy zméni symboly
$1,...,S; na symboly s7,...,s) a provede pohyby mq,..., mg. Celkem tedy pro
realizaci jednoho kroku projede dvakrat svou pasku.

Kazda z diléich pasek ma délku maximalné f(n), nebot vypocet stroje K skonéi
po f(n) krocich a v kazdém kroku se muZe zaplnit maximélné jedno nové policko.
Délka pouzité pasky J je tedy celkové maximalng k f(n) + (k + 1). K simulaci
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jednoho kroku k-paskového stroje musi tedy stroj jednopaskovy vykonat maximalné
2k(f(n) + ¢) kroki, kde ¢ je ndjaka konstanta vyjadiujici kroky nutné k simulaci
zmén na jednotlivych paskach (hlava se ob¢as musi vratit o jedno policko).
Jestlize tedy stroj K provede b&hem vypoctu f(n) krokt, bude pocet kroki
stroje J lezet v O(f(n)?). O

6.2. Stroje RAM. Nejvétsi omezeni Turingovych stroji v porovnéni s nasi pred-
stavou o praci skutec¢nych pocitacu je skute¢nost, ze chceme-li zjistit obsah né&jakého
vzdaleného policka, musi hlava projet celou vzdalenost. Skuteény pocita¢ ma piimy
pristup k buiice paméti, jejiz adresu zna. Vypocetni model, ktery se v tomto smyslu
podobéa skuteénému pocitaci, se nazyva RAM (Random Access Machine).

Policka pasky jsou v tomto modelu nahrazena registry, které mohou obsahovat
libovolné celé ¢islo (RAM je tedy druh tzv. registrového stroje). Registri je ne-
kone¢né mnoho a jsou ocislovany nezapornymi celymi ¢isly, ktera budeme nazyvat
jejich adresy. Nulty registr funguje jako pracovn, nazyva se také nékdy akumuldtor.
Obsah i-tého registru budeme znadit [i].

Dulezitou vlastnosti RAM je schopnost nepiimého adresovdini, tedy moznost
pracovat s registrem, jehoZ adresa je obsahem jiného registru. To lze snadno napsat
jako [[¢]]: obsah registru, jehoz adresa je obsaZena v i-tém registru.

RAM ma dale vstupni a vijstupni kandl, které mizeme chépat jako zvlastni
registry schopné obsahovat kone¢né posloupnosti celych ¢&isel, pricemz ze vstupniho
kanalu je mozné pouze ¢ist (kazdy prvek posloupnosti nejvyse jednou a jeden po
druhém), do vystupniho kanélu lze pouze psét.

Zvlastnim registrem je dale pocitadlo, které ¥idi vypocet, hodnotu pocitadla bu-
deme oznacovat k. Vipocet RAM je, podobné jako u TM, definovin programem.
Program RAM je ocislované posloupnost instrukei, které miizeme rozdélit do ¢tyt
skupin:

e vstup a vystup:

READ j ‘ INPUT — [4] ‘ zapi$ dalsi prvek vstupu do registru j

PRINT j l [j] = OuTpPUT l vytiskni obsah j-tého registru

e komunikace pracovniho registru s paméti:

STORE j [0] = [4] | uloZ obsah pracovniho registru do i-tého registru

STORE 1 ¢ | [0] — [[¢] | uloz obsah pracovniho registru do registru, jehoz ad-
resa je ulozena v registru ¢

LOAD j [7] = [0] | nahraj obsah i-tého registru do pracovniho registru

LOAD 1 ¢ | [[{]] — [0] | nahraj do pracovniho registru obsah registru, jehoz
adresa je uloZena v registru ¢

LOAD =i | i—[0] |zméh hodnotu pracovniho registru na i
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e aritmetické operace:

ADD j [0] + [j] — [0] | pficti obsah i-tého registru do pracovniho re-
gistru

ADD 1 j | [0] 4+ [[4]] — [0] | pFi¢ti do pracovniho registru obsah registru,
jehoz adresa je obsazena v registru j

SUB j [0] — [j] — [0] | odetti obsah i-tého registru od pracovniho re-
gistru

SUB 1 7 | [0] = [[4]] = [0] | odecti od pracovniho registru obsah registru,
jehoz adresa je obsazena v registru j

HALF [[0]/2] — [0] | odstrai nejméné vyznamny bit pracovniho re-
gistru

e fizeni toku instrukci

JUMP j K:=7 jdi na instrukei j

HALT k=0 zastav se (lze nahradit skokem na libovolnou
neexistujici instrukei)

POS j if [0] > O then k := j | je-li obsah pracovniho registru kladny, jdi na
instrukei j

NEG j |if [0] <0 then & :=j | je-li obsah pracovniho registru zaporny, jdi na
instrukei j

ZERO j | if [0] = 0 then & := j | je-li obsah pracovniho registru nula, jdi na in-
strukci j

Vypocet je zahajen instrukei jedna a vykoné&va instrukce programu popofadé,
pokud ridici instrukce neuréi jinak. Provadi se tedy vzdy instrukce « a kazdé nefidici
instrukce zvétsi k o jedna.

Také v pripadé RAM existuje cela fada raznych konvenci tykajicich se zejména
zpusobu manipulace s paméti, které nemaji na vlastnosti zasadni vliv. Dulezita je
ovSem definice aritmetickych operaci, které stroj miZe provést v jednom kroku.
Pokud nap¥. dovolime v jednom kroku nésobit obsah registri, vykon stroje se zvysi
vice nez konstantné (pak se nékdy mluvi o MRAM). Podobné mizeme uvazovat
o dalgich operacich.

Délku zapisu ¢isla a oznacme d(a). Délka vstupu je soucet délek &isel ve vech
registrech, pfi¢emz nula mé nulovou délku. (Uvazujme napiiklad dyadicky zapis
¢isel s jednim bitem rezervovanym pro znaménko.)

Operace s¢itani, od¢itani a déleni dvéma, které jsme dovolili v nasi definici, maji
tu vlastnost, ze jejich ,skute¢na’ narocnost je linearni v délce zapisu, tedy lezi v
log k, kde k je vétsi z operandii.

Existuji dva zékladni pristupy k méfeni slozitosti vypoc¢tu RAM. Prvni z nich,
nazyvané jednotkovd cena (unit cost), po¢ita pouze pocet provedenych instrukci,
druha z nich, logaritmickd cena (logarithmic cost), bere v tvahu i délku zpraco-
vavanych Cisel a provedeni aritmetickych instrukei mé cenu pfimo tmérnou délce
vétsiho z operandi. Faktory logaritmické velikosti jsou tedy obzvlast zavislé na pii-
jatém modelu, coz miZe byt zdrojem riznych nedorozuméni, pokud se zabyvame
slozitostnimi t¥idami, které nejsou dostatecné robustni. Podobné je to s otazkou za-
¢lenéni nésobeni mezi elementarni instrukce. T¥ida P je v8ak vi¢i vSem uvedenym
moznostem invariantni.



Pro ucely simulace RAM Turingovym strojem je nutné uvazovat logaritmickou
cenu, jednotkova cena neni realistickd. Nasledujici tvrzeni omezuje délku éisel, ktera
se v prubéhu vypoctu muzou v registrech objevit.

Lemma 6.4. Po t krocich stroje RAM je délka libovolného registru d(r;) nejvyse
t+d(I)+d(k), kde d(I) je délka vstupu a d(k) je délka nejdelsi konstanty obsaZené
v programau.

Driikaz. Tvrzeni plati pro ¢t = 0. Pfedpoklddejme, Ze tvrzeni plati pro ¢t — 1.

e Piikazy JUMP, POS, NEG, ZERO a HALT obsahy registri neméni.

e Piikazy LOAD a STORE pfresouvaji obsah z registru do registru a tvrzeni
pro né tedy plati.

e Piikaz READ nacita obsah vstupu, jehoz délka je v odhadu zastoupena
s¢itancem d(I).

e Piikaz HALF obsah registru zkracuje.

e Piikazy ADD a SUB scitaji dvé cela &isla a a b, pro néz podle indukéniho
predpokladu plati

d(a), d(b) <t—14d(I)+d(k).
Stadi uvazit, ze d(a + b) je nejvyse max{d(a),d(b)} + 1.
O

Vé&ta 6.5. Jestlize je néjaky problém v TIME (f(n)) pro RAM, pak je v TIME (f(n)?’)
pro 6-pdaskovy Turingiv stroj.

Diikaz. Necht M je 6-paskovy Turinguv stroj, kterym simulujeme vypocet RAM.
Instrukce RAM jsou zaclenény do stavi M véetné stavu pocitadla.

e Prvni paska stroje M je vstupni.

e Druh4 slouzi k reprezentaci registri, kromé nultého. Sestava z posloupnosti
Fetézcd ve tvaru b(i) : [b(7)], kde b je n&jakd permutace na mnoZiné in-
dext registri, se kterymi se jiz pracovalo. Jednotlivé registry jsou oddéleny
specialnim znakem.

e Na tieti pasce je zaznamenéna adresa pravé hledaného registru.

o Ctvrta paska obsahuje pracovni registr a jsou na ni provadény aritmetické
operace.

e Pata paska je vystupni.

Pfi hledani registru j se z druhé péasky postupné nacitaji dvojice b(i) : [b(4)].
Pokud b(i) = 7, je [b(4)] zpracovano podle typu provadéné instrukce.

Pri jakékoli zméné registru se jeho zapis v fadé registrii smaze a zapiSe znovu na
konec. (Tim se vyhneme tvaham o posouvani obsahu a vytvareni mista pro dlouhé
registry.)

Nyni ukadZeme, ze Casova narocnost simulace jednoho kroku RAM naSim Turin-
govym strojem je O(f(n)?), kde n je délka vstupu.

Casové nejnérocnéjsi je aritmetické instrukce s nepfimym adresovanim, kdy je
potieba dvakrat prohledat druhou pasku (poprvé pro nalezeni registru j a poté
registru [j]).

Druhé paska obsahuje O(f(n)) dvojic (v€etné smazanych tusekt). Délka kazdé
dvojice je podle piedchoziho lemmatu také O(f(n)). Vsimnéme si zejména, Ze ad-
resy pouzitych registri také podléhaji omezeni z lemmatu. Pouzity prostor pasky
s registry je tedy v pritbéhu celého vypocétu omezen O(f(n)?) a jeho prohledani
vyzaduje O(f(n)?) krokt stroje M.

Aritmetické operace (ADD, SUB, HALF) pracuji s ¢isly délky O(f(n)), a jejich
vypocet lze tedy provést v ¢ase O(f(n)). Celkem tedy stroj M pii simulaci vykona
O(f(n)?) kroki. O
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7. VZTAHY MEZI TRIDAMI

Tvrzeni 7.1 (Linearni zrychleni). Necht L € TIME (f(n)) a L € SPACE (g(n)).
Pak také L € TIME (ef(n)) a L € SPACE (eg(n)) pro kazdé € > 0.

Diikaz. Mé&me M € TM odpovidajici tfidam TIME (f(n)) a SPACE (g(n)).
Zkonstruujeme stroj M’ odpovidajici tifidam TIME (e f(n)) a TIME (gg(n)).
Bud k pfirozené &islo, které uréime pozdgji. Rychlost stroje M’ bude spocivat v
tom, Ze v jednom cyklu sestévajicim z nékolika krokt nasimuluje k kroku stroje M.
MnoZina symbolii ¥’ stroje M’ obsahuje viechny k-tice symboli 3 stroje M. Tedy

¥ =%k
Obsah pasky stroje M’ obsahuje v kazdé fazi vypoctu obsah pasky stroje M se-
skupené do k-tic (pfedpokladame, Ze i vstup je takto zadan). Prostorova naro¢nost
stroje M’ je tedy [%—‘

Hlava stroje M’ ¢te k-tici, kterd obsahuje hlavu stroje M (a pamatuje si jeji
polohu). Po k krocich stroje M se tedy muZe zménit pouze k-tice ¢tené a jeji pravy
nebo levy soused a zména je témito k-ticemi jednoznacné zadana. Instrukce stroje
M’ tedy vytvofime tak, aby stroj v jednom cyklu

e piecCetl levého nebo pravého souseda ¢teného policka, pokud se stane, ze
hlava simulovaného stroje tohoto souseda v ramci uvazovanych k-kroki
navstivi;

e zasaZené policka (odpovidajici nejvySe 2k polickiim stroje M) zménil tak,
aby odpovidala stavu péasky stroje M po k krocich;

e zastavil se v k-tici obsahujici po k krocich hlavu stroje M.

Snadno si rozmyslime, Zze k tomu sta¢i t¥i kroky. Casové naro¢nost stroje M’ je
tedy nejvyse [%(")} Nyni sta¢i napf. zvolit k = {g] O
Predchozi véta nas opraviiuje k tomu, abychom ve slozitostnich funkcich nebrali
ohled na konstanty. MuZzeme tedy napf. misto TIME (O(f)) psat pouze TIME (f)
Ukazuje se, ze ne vSechny funkce jsou vhodné pro urcovani slozitosti. Jak uvidime,

problém miiZe byt s funkcemi, které je obtizné spocitat.

Definice 7.2. Funkce f(n) je casové (prostorove) konstruovatelnd, pokud existuje
Turingtv stroj, ktery ji pocita a pro vypocet se vstupem n potfebuje nejvyse f(n)
krokii (prostor nejvyse f(n)).

Vsechny ,,prirozené” funkce jsou konstruovatelné, definice slouzi pouze k vy-
loudeni jistych patologickych p¥ipadi, viz Tvrzeni Vgimnéme si také ponékud
opatrné formulace. Pokud bychom fekli, Ze konstruovatelné funkce f je spocitatelnéa
s vypocetni narocnosti f, mohlo by dojit k nedorozumeéni. Vypocetni naroc¢nost se
totiz méfi délkou vstupu, ktery je typicky logaritmicky vzhledem k velikosti ¢&isla.
Pozadavek na konstruovatelnou funkci je tedy velmi volny, pfi binarnim zapisu
vstupu mé algoritmus exponencialni ¢as (prostor) vzhledem k velikosti vstupu. V
pripadech, kdy chceme naro¢nost mérit velikosti ¢isla, nikoli velikosti jeho zépisu,
se nékdy pouziva unarni zapis: ¢islo n je reprezentovano vstupem 1™. Mohli bychom
tedy fici, Ze f je konstruovatelna funkce, pokud je spocitatelna s naroc¢nosti f pii
unarnim vstupu.

Nejprve si uvédomme trivialni vztahy mezi tfidami.

Tvrzeni 7.3. Pro jednotlivé tridy sloZitosti plati:

(1) TIME (f(n)) C SPACE (f(n))
(2) TIME (f(n)) C NTIME (f(n))
(3) SPACE (f(n)) € NSPACE (f(n))
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Diikaz. (1) Stroj M nemiize za ¢as f(n) navstivit vice nez f(n) poli¢ek na
pasce.
a Deterministicky stroj je také nedeterministicky stroj.
(]

Dulezitou otazkou je moznost deterministického vypoc¢tu deterministickym stro-
jem. Nejprve ukdzeme, Ze nedeterministicky ¢as lze simulovat stejné velkym deter-
ministickym prostorem. Zakladni myslenkou takové simulace bude pocitadlo zachy-
cujici vektor voleb.

Tvrzeni 7.4.
NTIME (f(n)) € SPACE (f(n)).

Diikaz. Chceme simulovat b&h nedeterministického stroje M néjakym determinis-
tickym strojem M’. Budeme bez Gjmy na obecnosti pfedpokladat, Ze simulujici
stroj ma dvé pracovni pasky. Na jedné z nich budeme simulovat vypodcet stroje M,
na druhé si budeme zaznamenévat, jaké volby mezi riaznymi pokracovanimi jsme
provedli. Necht ¢ je maximéalni pocet instrukci aplikovatelnych na jeden okamzity
popis. MiZzeme pro jednoduchost predpokladat, ze voleb je pfesné ¢ v kazdém kroku
(pfidame neexistujici volby vedouci k zastaveni a zamitnuti vstupu).

Kazdy vypocet nedeterministického stroje je dan tzv. wvektorem wvoleb, coz je
posloupnost

di,...,ds,

kde t < f(n) je délka vypoctu a d; urcuje, kterou instrukei z ¢ moznych si stroj
zvolil v i-tém kroku.

Druha paska tedy bude obsahovat vektor voleb provedenych pii simulaci. Je-li
vektor prili§ kratky, znamend prazdné (nebo smazané) policko volbu prvni instrukce
a vektor je prodlouzen o jedni¢ku. Kdykoli simulace jedné z v&tvi vypoctu stroje
M skonéi, stroj M’ zvysi vektor voleb o jedna. Presnéji fe¢eno, provede nasledujici
operaci: najde nejvétsi t', pro které je dy < ¢, zvysi ho o jedna a vSechna d;,
1 > t' smaze. Poté simuluje vypocet nové vétve M dané aktualnim vektorem voleb.
(Vypocet konéi po simulaci, ve které jsou vSechna d; = c.)

Po¢itadlo celkem spot¥ebuje prostor f(n)logc a celkova prostorova naro¢nost je
tedy O(f(n). Nyni staci pouzit vétu o linedrnim zrychleni. O

Pro urceni vztahu nedeterministické prostorové naro¢nosti k deterministické je
zésadni problém DOSTUPNOST. Jeho vstupem je orientovany graf G(V, E) a dva
jeho vrcholy s a t. Mame rozhodnout, zda z s do t vede cesta. (Problém byva
anglicky nazyvan ,s-t connectivity* nebo STCON.)

Lemma 7.5. DostuprNOST € SPACE (log2(n)), kde n je pocet vrcholi grafu.

Diikaz. Budeme psat x SN y, pokud z x do y vede cesta délky nejvyse 2°. Ziejmé

1
z x vede cesta do y pravé tehdy, kdyz x (H] y, nebot délka nejkratsi cesty mezi
libovolnymi dvéma vrcholy je nejvyse n.
Kazdou cestu lze rozdélit na dvé ¢asti, které se od sebe lis{ nejvyse o jednu. Pro

i > 0 tedy plati tedy, 7e x — y, pravé kdyZ existuje ngjaky vrchol z (stied cesty),
pro néjz
i—1 i—1
r—z N z2—1.
Na zakladé tohoto poznatku popiSeme algoritmus A(z,y,%), ktery zjisti, zda

x — y. Pokud i > 1, algoritmus projde v8echny vrcholy z a zjisti, zda

Az, z,i—1) N A(z,y,i—1).
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Pokud ¢ = 0, zjisti, zda
(z,y) € E nebo z =y.

Hloubka rekurze algoritmu bude log(n) a prostor k uloZeni jedné trovné je klog(n),
kde k je n&jaka konstanta (délka zapisu jednoho vrcholu je nejvyse [log(n)]). Tedy
celkové prostorova naroénost je v O(log?(n)). O

Tvrzeni 7.6 (Savitchova véta). Bud f prostorové konstruovatelnd funkce, f(n) >
logn. Pak

NSPACE (f(n)) C SPACE (f(n)?).

Diikaz. Necht L € NSPACE (f(n)) a necht M € TM je (nedeterministicky) Tu-
ringuv stroj, ktery L rozhoduje. Chceme ukazat, Ze existuje deterministicky stroj
rozhodujici L v prostoru f(n)2.

Klicem k dukazu je fakt, ze pro dané x plati x € L, pravé kdyz existuje posloup-
nost snimku stroje M, kterd definuje pfijimajici vypocet pro vstup x. Abychom
toto vyuzili, uvazujme orientovany graf Gg, jehoz vrcholy jsou vSechny mozné
snimky stroje M a z vrcholu o7 vede hrana do vrcholu oy pravé tehdy, kdyz

g1 % g9,
neboli pokud o je snimek, ktery vznikne ze snimku o7 po jednom kroku stroje
M. Muzeme piedpokladat, Ze existuje pravé jeden akceptujici snimek, ozna¢me ho
»ANO“. Snimek se vstupem z pied zac¢atkem vypoc¢tu oznaéme ,vstup z*.

Nyni tedy plati z € L pravé tehdy, pokud v grafu Gg existuje cesta z vrcholu
wvstup x* do vrcholu ,ANO“. Problém dostupnosti je pfitom fFeSitelny v prostoru
log® n, kde n je pocet vrchold grafu.

Pocet vrcholi grafu je dan

e velikosti mnoziny stavi Qs stroje M,

e po¢tem moZnych slov zapsanych na pracovni pasce délky nejvyse f(n):
|Z‘f (n)

e poctem poloh hlavy na pracovni pasce: f(n),

e poctem poloh hlavy na vstupni pasce: n.

Celkem je tedy pocet vrchold |V| =nf(n)|Qar] \E|f(n) a
log [V| = logn +log(f(n)) +log |Qa| + f(n) log |2,

coz je pro f(n) >logn v O(f(n)).

Existenci cesty je proto mozné zjistit v prostoru O(f(n)?).

Zbyva vysvétlit, jakym zpiusobem bude deterministicky stroj s grafem Gg pra-
covat. Je zfejmé, Ze ho nemuze cely vypsat, protoze tim by prekrocil sviij pracovni
prostor. Prochézeni viech vrcholi (snimki) se bude dit v maximo-lexikografickém
poradi. MuZeme bez Gjmy na obecnosti uvazovat vSechny posloupnosti patfi¢né
délky, které ani nemusi byt zapisem né&jakého snimku. (Zde pouZzivame pfedpoklad
prostorové konstruovatelnosti funkce f. Je-li f prostorové konstruovateln4, stroj M’
umi spoéitat délku snimku, aniz by piekrocil svou vlastni prostorovou naroénost.)

Oveérovani existence hrany mezi vrcholy o1 a o2 se provede simulaci jednoho
kroku prislusného nedeterministického stroje. O

Simulace prostorové slozitosti je ¢asové naro¢na:

Tvrzeni 7.7. Necht f(n) > logn. Pak

SPACE (f(n)) C | ] TIME (kﬂ")) .
k>1
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Diikaz. Necht M € DTM je stroj rozhodujici jazyk L s prostorovou narocénosti
f(n). Pocet snimki je (podle diskuse v ditkazu Savitchovy véty) nejvyse kf() pro
n&jaké k. Pokud stroj provede vice nez kf(™ krokii, znamena to, Ze n&jaky snimek
se objevil dvakrat, a stroj se tedy zacyklil, protoze je deterministicky. To je spor s
predpokladem, Zze rozhoduje L. O

Kombinaci Tvrzeni [[.4] a Tvrzeni dostavame

NTIME (f(n)) C SPACE (f(n)) C | TIME (kﬂ")) .
k>1

Zadna podstatng lepsi nez exponencidlni simulace nedeterministického ¢asu deter-
ministickym neni znama.
Nasledujici véty ukazuji, ze hierarchie t¥id slozitosti je dosti husta.

Tvrzeni 7.8 (O prostorové hierarchii). Necht f(n) a g(n) jsou funkce takové, Ze
logn < f(n), f(n) € o(g(n)) ag(n) je prostorove konstruovatelnd. Pak SPACE (f(n))
je vlastni podmnozina SPACE (g(n)).

Diikaz. Zkonstruujeme jazyk, ktery lezi ve tfidé SPACE (g(n)) a nelezi ve tiidé
SPACE (f(n)). Konstrukce ma podobu diagonalntho argumentu, tj. vyuZiva mys-
lenky béhu stroje, ktery mé na vstupu svij vlastni kéd. Uvazujme néjaké kédovani
Turingovych stroji a ozna¢me [M] kod stroje M. Abychom mohli manipulovat s
délkou [M], budeme uvazovat slova 1™0[M], tzv. prefizové kédy stroje M. Je ziejmé,
7e z kazdého prefixového kddu lze snadno zrekonstruovat kod ptuvodni.

Slibeny jazyk L definujeme pomoci stroje U, ktery ho rozhoduje a pracuje v
prostoru g(n). Stroj U je jistou formou univerzélniho Turingova stroje. Zakladni
myslenka dikazu je nésledujici: Stroj U je schopen v prostoru g(n) rozpoznat, jaky
bude vystup stroje M pracujiciho v prostoru f(n) véetné informace, zda vypocet
diverguje. Do rozporu s nerozhodnutelnosti problému HALTINGPROBLEM se nedo-
stavame diky tomu, Ze U mé garantovano prostorové omezeni simulovaného stroje.
Pokud simulace probih4 pfili§ dlouho, pozna stroj U, Ze se simulovany stroj zacyklil,
diky svému dodateénému prostoru, ktery vyuzije pro pocitadlo.

Stroj U tedy postupuje takto. Na vstupu = rozhodne (v konstantnim prostoru),
zda je x prefixovy kod néjakého M, a pokud ano, vymezi si na pasce prostor % g(n),
pro simulaci pracovniho prostoru stroje M a pocitadlo krokia délky %g(n) (tedy
s rozsahem 229(%) krokii). (Zde pouzivame pfedpoklad prostorové konstruovatel-
nosti!)

Stroj U dale simuluje vypocet stroje M na vstupu x, tedy M (1™0[M]), a pocita
jeho kroky. Vystup stroje U je dan nasledujicimi pravidly:

(a) pokud simulace pfesdhla vymezeny prostor, pfijmi;
(b) pokud simulace provedla pocet kroku stroje M pfesahujici rozsah pocitadla,
prijmi;
(¢) pokud simulace skoné¢i bez komplikaci, tedy aniz by nastalo (a) nebo (b),
odpovéz opacné nez M.
Predpokladejme nyni, Ze néjaky stroj M, ktery pracuje v prostoru f(n), rozhoduje
L = L(U). Chceme dojit ke sporu, a proto hledame vstup, na kterém se odpovéd
U a M bude lisit. Takovym vstupem bude dostateéné dlouhy prefixovy kod stroje
M. Uvazujme tedy vstup = = 1¥0[M], kde k zvolime tak, aby

g(lz[) > 8- f(|[) log |[M]],
coz je mozné diky f(n) € o(g(n)).
Vsimnéme si, ze prostor vymezeny strojem U pro simulaci je dostatecny na
simulaci celého vypoctu stroje M v&etné binarni reprezentace symbolt X, a stavi

Q1M~
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Protoze M konverguje, plati také, Ze pocet kroki jeho vypoé¢tu je mensi nez pocet
viech jeho moZnych snimki, tedy (viz diskusi v ditkazu Savitchovy véty) méné nez

r = |z| f(|2]) |Qne| [Zar T
Z f(n) > logn dostavame

log(r) < 4f(|z[) log|[M]| < %Q(M)

Z toho plyne, Ze vystup stroje U se bude Fidit pravidlem (c), coz ukazuje, ze M
nepfijima L, spor. O

Podobny diikaz nasledujici véty vynechavame.

Tvrzeni 7.9 (O ¢asové hierarchii). Necht f(n) a g(n) jsou funkce takové, ze n <
f(n), f(n)log(f(n)) € o(g(n)) a g(n) je casové konstruovatelnd. Pak TIME (f(n))
je vlastni podmnozina TIME (g(n)).

Nésledujici véta, ktera plati i pro ¢asovou slozitost, se zda byt v rozporu s Vétou
To ukazuje na dilezitost chybéjictho predpokladu o prostorové konstruovatel-
nosti.

Tvrzeni 7.10 (O mezefe). Pro libovolnou rekursivni funkci r > n existuje rostouct
rekursivnd funkce f(n), pro kterou plati

SPACE (f(n)) = SPACE (r(f(n))).

To tedy napf. znamend, Ze existuje rekursivni funkce f(n) takova, ze t¥ida
SPACE (f(n)) je identickd s tiidou SPACE (22"(”)).

Diikaz. Inkluze SPACE (f(n)) C SPACE (r(f(n))) je zfejmé. UkdZeme, Ze miiZe
nastat i opa¢né inkluze.

Chceme, aby kazdy stroj M € DTM pracoval v prostoru mensim nez f(n), nebo
vétsim nez r(f(n)). Uréime hodnotu f(n).

Necht G je efektivni ¢islovani DTM. Ozna¢me s(i,2) € NU {oo} prostor spo-
tfebovany pii vypocétu G(i)(x). Hodnota oo se nabyva, pokud vypodet diverguje (a
to i tehdy, pokud se stroj zacykli, a cely nekone¢ny vypocet je omezen na konecny
prostor).

Hodnota f(n) bude nejmensi pfirozené ¢islo takové, aby platilo

e f(n)> f(n—1) (pron > 1),
e pro kazdy vstup x délky n a kazdé i < |z| = n plati, Ze bud s(i,z) < f(n),
nebo s(i,z) > r(f(n)).
Takové ¢islo existuje, protoze mnozina hodnot s(i,2) je konefna a existuje neko-
ne¢né vzajemné disjunktnich intervali (4, r(7)]. Staci uvaZzovat intervaly
I = (7 (1), (1)),
kde r!(1) =r(1) a i1 (1) = r(ri(1)).

Necht nyni L € SPACE (r(f(n))). Jazyk L je tedy rozhodovan né&jakym strojem
G(k) tak, ze pro libovolné z je s(k,xz) < r(f(|z|)). Je-li k < |z|, plyne z definice
funkee f, ze s(k,x) < f(|z|). Modifikujeme-li stroj G(k) tak, aby vstupy délky méné
nez k, kterych je kone¢né mnoho, rozhodoval tabulkou uloZenou v programu, tedy
s nulovou prostorovou naro¢nosti, dostavame L € SPACE (f(n)).

Zbyva ovérit, ze funkce f(n) je rekursivni. PopiSeme stroj M, ktery ji pocita.
Predpokladejme, Ze hodnotu f(n — 1) lze spocitat (polozme f(0) = 0). Stroj M
postupné probira vSechna ¢isla ¢ vétsi nez f(n — 1). Pro kazdé ¢, kazdé i < n a
kazdé z délky n bude simulovat vypocet G(i)(x) a soucasné méFit prostor spotie-
bovany simulovanym vypoétem stroje G(i) na vstupu z, dokud nenastane jedna z
nésledujicich situaci
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e vypocet skondil,

e vypocet se zacyklil (to lze zjistit kontrolou poctu kroki),

e prostor pouZity strojem G(i) pfesahl r(t).
Pokud vypocet skonéil a pouzity prostor je v intervalu (¢, r(t)], stroj M zacne postup
znovu s t + 1. (|

Disledek 7.11. Funkce f(n) z predchozi véty neni prostorove konstruovatelnd.

8. BOOLEOVSKE FORMULE A OBVODY

Definice 8.1 (Booleovska formule). Uvazujme abecedu
L=Xu{rVv,1Uu{()}

kde X je ngjaka mnoZzina proménnych (obvykle X = {z; | i € N}). Prvek ¢ € X7 se
nazyva booleovskd formule, pravé kdyz je splnéna jedna z nésledujicich podminek.
(1) pe X
(2) ¢ = (=), kde 9 je booleovska formule,
(3) ¢ = (1 V 12), kde 11 a 1y jsou booleovské formule,
(4) » = (Y1 AN a), kde 91 a 1y jsou booleovské formule.

Nehrozi-li nedorozumeéni, budeme p¥i zapisu booleovskych formuli ¢asto vyne-
chavat zavorky.

Formuli ¢ nazyvame pozitivni literdl pokud ¢ € X a negativni literdl pokud
o=z, kde z € X.

Symbolem X |, znac¢ime mnozinu promnénnych, které se vyskytuji ve ¢.

Libovolné zobrazeni h : X|, — {0, 1} nazveme ohodnocenim formule .

Definice 8.2. Rekneme, Ze booleovské formule  je ohodnocenim h splnéna, piseme
h(p) = 1, pravé kdyz plati jedna z néasledujicich podminek.
(1) p=z,z€ X ah(z)=1,
(2) ¢ = ) a ¢ ohodnocenim h splnéna neni,
(3) ¢ = (¥1 V 1bq) a alespon jedna z formuli 11, ¥2 je ohodnocenim h splnéna,
(4) ¢ = (1 A 1b2) a obé formule ¥ a ¥ jsou ohodnocenim h splnény.

Definice 8.3. Rekneme, ze formule je spinitelnd, pokud existuje ohodnoceni, které
ji splhuje.

Nesplnitelna formule se nazyvé spor. Formule, ktera je splnéna kazdym ohodno-
cenim se nazyva tautologie. Formule 1 a 1 jsou ekvivalentni (zna¢ime =), pokud
pro kazdé ohodnoceni h plati, Ze h spliiuje ¥, pravé kdyz spliuje 5.

Je znamo, Ze booleovské formule maji nasledujici vlastnosti: Komutativita:

1V ha = o Vi,
Y1 Ao = o A,
asociativita:
(V1 Vo) Vibs) = (1 V (Y2 V ¥3)),
(1 Ath2) Aths) = (U1 A (2 Aids)),

zakon wvyloucent trettho (neboli zékon negace negace):

Y = 9,
idempotence:

PV =,

pAp =g,
distributivita:

(1 V 2) Ahz) = (1 Ap3) V (2 A 93)),
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(b1 Aab2) Vbz) = (1 VP3) A (2 V 93))

a De Morganova pravidla:
—P1 V by = (Y1 A o),
Y1 A g = (1 V ah2).

Libovolnou disjunkei literdlu nazyvame klausule. Rekneme, 7e  je v konjuk-
tivng normdlni formé, pokud je konjunkei klausuli. Rekneme, Ze ¢ je v disjunktivni
normding formé, pokud je disjunkci formuli, z nichZ kazda je konjunkci literali.

Definice 8.4. Kazdé zobrazeni f : {0,1}"™ — {0, 1} nazveme booleovskou funkci.

Definice 8.5. Kazda booleovska formule ¢, definuje booleovskou funkci f, : {0,1}" —
{0,1}, kde n je pocet proménnych obsazenych ve ¢ a fy(a1,az,...,a,) =1, pravé
kdyz je ¢ splnéna ohodnocenim h : x; — a;.

Tvrzeni 8.6. Ke kaZdé booleovské funkci f existuje booleovskd formule o takovd,
Ze f = fo.
Diikaz. Necht H, je mnoZina takovych ohodnoceni proménnych {z1,...,z,}, Ze

fh(z1), ..., h(zy)) =1.

K danému ohodnoceni h definujeme formuli

Yy = /\ lh,is
i=1

kde
R I pokud h(z;) =1
e —z;, pokud h(z;) = 0.

Formuli ¢ nyni definujme jako disjunkci

o=\ vn

heH

Pifmocarou tivahou je mozno ovéfit, ze skutecné f = f,. O

Tvrzeni 8.7. Kazdd formule ¢ je ekvivalentni néjaké formuli v konjuktivnd nor-
mdalnt forme a néjaké formuli v disjunktivni normdlni formé.

Diikaz. UvaZzme booleovskou funkci f definovanou formuli ¢. Konstrukei popsanou
v predchozi vété dostaneme formuli v disjunktivni normalni formé, ktera je s ¢
ekvivalentni.

Pro ziskani konjunktivni normalni formy formule ¢ vezméme disjunktivni nor-
malni formu formule —¢

m n
o=\ (\ vi)),
j=1 i=1
kde y; ; jsou literaly. Pouzitim De Morganovych pravidel a pravidla negace negace
dostaneme konjunktivni normalni formu formule ¢:

==V (NAvii) = NN vi) = AV (wiy)-
j=1 i=1 =1 i=1 j=1 i=1
O
Cyklus v orientovaném grafu G(V, E) je posloupnost vrcholi (v, ...,v,), n > 1,

takovych, Ze (vi, V(i41)modn) € E. Acyklicky graf je graf, ktery neobsahuje cyklus.
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L @-0:

OEEOENCO

OBRAZEK 2. Booleovsky obvod odpovidajici formuli
(x1 Axza) V ((x2 V 23) A —23).

Definice 8.8. Booleovsky obvod je konéény orientovany acyklicky graf G = (V, E),
ve kterém je kazdy vrchol oznacen jednim prvkem mnoziny {z1,...,z, }U{V, A, =}U
{0,1} a plati:

(1) Vrcholy typu z; a 0, 1 jsou zdrojové
(2) Vrchol typu = mé pravé jednu vstupni hranu
(3) Vrchol typu V nebo A mé pravé dvé vstupni hrany

Definice 8.9. Vrchol v booleovském obvodu mé pii ohodnoceni A hodnotu, ktera
je dédna induktivné pomoci jeho vstupnich vrcholi a pomoci jeho typu.

Definice 8.10. Vrchol v poé&ita booleovskou funkei f : {0,1}" — {0,1}, kde
flaq,...,a,) je dano hodnotou vrcholi v pfi ohodnoceni A : x; — a;.

Obvykle budeme piedpokladat, Ze uvazovany booleovsky obvod ma pravé jeden
vystupni vrchol (vrchol z néhoZ nevede hrana). Tento vrchol méame na mysli, pokud
mluvime o funkci poc¢itané pfislusnym obvodem.

Srovnanim Definice [8.1] a Definice B.8] vidime, ze booleovsky obvod je jinym
vyjadfenim booleovské formule, a naopak.

Definice 8.11. Velikosti booleovské formule rozumime celkovy pocet vyskyti V, A
nebo — ve formuli. Velikosti booleovského obvodu rozumime pocet jeho vrchola typu
V, A nebo —.

Booleovsky obvod na Obréazku [2] ma tedy velikost 5, stejné jako formule, které
odpovida.

Tvrzeni 8.12. KaZdou booleovskou funkci f{0,1}" — {0,1} lze vypocitat booleov-
skym obvodem velikosti nejuyse 2" 'n +n — 1.

Diikaz. Pouzijeme obvod odpovidajici formuli pocitajici funkci f, kter4 je bud v dis-
junktivni normalni forms, nebo konjunktivni normaln{ formé (viz Tvrzeni . Po-
kud je [{z | f(x) =1} < {z | f(z) = 0}|, pouZijeme disjunktivni norméalni formu,
jinak konjunktnivni.

Uvazme napf. druhy piipad. Konjunktivni normalni forma je konjunkci nejvyse
271 Kklausuli, coz odpovida 2"~! — 1 symbolim A. Kazda klausule méa pfesné n
literali, tedy celkem nejvyse 2" 1(n — 1) symbolt V. Na vSechny vyskyty jedné
negované proménné staci jedind negace.

Dostéavame obvod velikosti nejvyse

2l 142" M n—1)+n=2"""n4n—-1
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9. REDUKCE A UPLNOST

Turingtiv stroj s ordkulem A, kde A je néjaky jazyk, je vicepaskovy Turingovy
stroj, zna¢ime ho M#, s jednou zvlastni dotazovact pdskou a tiemi zvlastnimi stavy
dotaz, ano a ne. Pokud se béhem vypoctu dostane stroj do stavu dotaz, spociva
dalsi krok pouze v prechodu do stavu ano nebo ne, podle toho, zda slovo napsané
na dotazovaci pasce lezi, nebo nelezi v A.

Stroj M# tedy rozhoduje jazyk A v jednom kroku (je-li vstup na dokazovaci
pasce). MuZeme to chépat jako existenci podprogramu rozhodujiciho A, jehoZz vy-
pocet se do naro¢nosti M nezapo¢itava (zapoc¢itava se jen jeho spusténi, jako jeden
krok). To je podobné napf. rozhodnuti, Ze nasobeni budeme chapat v RAM jako
jedinou operaci. V tomto piipadé ovSem muze byt A podle definice libovolné, i
nerekurzivni.

Stroje s orakulem se hodi pro zkoumani relativni obtiZznosti problémii, argumen-
tam pouzivajicim ordkula se proto iika ,relativizace“. Naro¢nost stroje M#, ktery
rozhoduje B, odpovida na otazku, jak slozité je rozhodnout B, pokud zanedbame
naroky na rozhodovani A. Je-li pro M4 rozhodovani B snadné, muzeme Fict, Ze
jsme obtiznost B redukovali na obtiznost A. To vede k néasledujici definici.

Definice 9.1 (Turingova (Cookova) redukee). Rekneme, 7e jazyk B je turingovsky
redukovatelny na jazyk A, piseme B < A, pokud existuje M4, ktery rozhoduje B
v polynomialnim case.

Tato definice chape ,,snadnost” z pfedchozi diskuse jako rozhodnutelnost v po-
lynomiélnim ¢ase. Bylo by samoziejmé mozné uvazovat i jiné moznosti. Tvrzeni
B <7 A chapeme tak, ze B je leh¢i (pFesné&ji, neni o mnoho t&z5i) nez A.

Jina, ptisnéjsi forma redukce dovoluje stroji M pouzit sluzby orakula jen jed-
nou, a to na konci vypoctu tak, Zze odpoveéd ordkula je soucasné odpovédi stroje
M. V takovém piipadé obvykle nemluvime o ordkulu, ale fikame, Ze stroj M redu-
kuje instanci problému B na instanci problému A (stroj se v takovém p¥ipadé pro
nazornost nazyva obvykle R). Dostavame tak néasledujici definici.

Definice 9.2 (Karpova (Levinova, many-one) redukee). Rekneme, ze jazyk B je
karpovsky redukovatelny na jazyk A, piSeme B <p A, pokud existuje polynomialni
stroj R takovy, ze R(z) € A, pravé kdyz = € B.

Karpova redukce opét pocita s polynomialnim ¢asem nutnym pro redukci, pies-
néji bychom tedy méli mluvit o polynomidlni Karpové redukci. Nazev ,,many-one
redukce” odkazuje na fakt, Ze narozdil od Turingovy redukce muze stroj R b&hem
mnoha svych krokt pouzit ordkulum jen jednou. Karpova redukce byla definovana
v souvislosti s tfidou NP a méa zjevné smysl jen pro problémy, které jsou t&zsi nez
polynomiélni. Redukovat karpovsky napf. néjaky problém z NL nebo z P neni za-
jimavé, protoze ho miZzeme, namisto redukce, v polynomialnim ¢ase rovnou vyfesit.

Definice 9.3 (Log-space redukce). Rekneme, Ze jazyk B je log-space redukova-
telny na jazyk A, piseme B <; A, pokud existuje R s logaritmickou prostorovou
naroc¢nosti takovy, ze R(z) € A, pravé kdyz = € B.

Nasledujici véta potvrzuje, Ze je naplnéna intuice, se kterou jsme redukce defi-
novali: je-li B redukovatelné na A, neni B t&78i nez A. Hacek v této tvaze by mohl
spocivat v tom, Ze obtiznost B bude skryta pravé v redukci, jako napt. v pfipadé
polynomidlni redukce jazyka z L.

Tvrzeni 9.4 (P je uzaviena na Karpovu redukci.). Pokud B <p A, kde A € P,
pak B € P.
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Diikaz. Necht R € P je Karpova redukce jazyka B na A € P, naro¢nosti p(n).
Necht M je polynomidlni algoritmus sloZitosti ¢(n) rozhodujici L. Pak sloZeni
T = M o R rozhoduje B. Slozitost T je nejvyse p(n) + g(p(n)), protoZe délka R(zx)
je nejvyse p(|z|). Tim je dikaz u konce, nebot p(n) + g(p(n)) je polynom. |

Otéazka log-space uzavienosti L v nasledujici vété je komplikovanéjsi tim, ze
vystup stroje se nezapocitava do prostorové naro¢nosti, priGemz muze byt podstatné
vEtsi nez log(n). Prostorova naro¢nost prostého sloZeni, tedy vibec nemusi byt
logaritmicka.

Tvrzeni 9.5 (L je uzaviena na log-space redukci.). Pokud B <p A, kde A € L,
pak B € L.

Diikaz. Necht R € L je log-space redukce jazyka B na A € L a necht M rozhoduje
A v logaritmickém prostoru. Pak B je rozhodovan nésledujicim algoritmem T s
logaritmickou prostorovou naro¢nosti. Algoritmus 7' simuluje v na jedné pasce béh
algoritmu M. Kdykoli M chce pfecist i-ty symbol svého vstupu simuluje 7" na druhé
pésce béh stroje R. Namisto psani vystupu vSak pouze na tfeti pasce poc¢ita kolikaty
symbol vystupu ma byt vypsan. Po dosazen{ i-tého symbolu ho preda stroji M jako
i-ty symbol vstupu.

Na prvnich dvou paskach je prostorova narocnost logaritmicka podle predpo-
kladu. Zbyva uvazit naro¢nost pocitadla. Pocitadlo musi obsahnout nejvyse pocet
kroku stroje R. Ten v8ak pracuje v logaritmickém prostoru, a pocet jeho kroki je
tedy v O(n*) (podle obvyklé diskuse o poctu snimkii). To znamen4, Ze pocitadlu
staci prostor O(log(n)). O

Pojem turingovské redukce byl definovan [Cookem v roce 1971 a pojem karpov-
ské redukce Karpem v roce 1972. V obou pfipadech byla motivaci redukce vSech
problému z NP na jeden z nich. To vede k definici dplngch a tézkijch jazyka dané
slozitostni t¥idy vzhledem k dané redukci.

Definice 9.6. Necht r € {T, L, P}. Rekneme, ze jazyk A je <,-t¢kyj pro C, pokud
B <, A pro kazdy jazyk B € C. Je-li navic A € C, nazyva se <,-uping pro C.
Obvykle se charakteristika tézkych a tdplnych jazyka zkracuje. Neni-li feceno
jinak, nazyvame NP-tplnym (resp. NP-t&zkym) jazyk, ktery je <p-tplny (resp.
<p-tézky) pro NP. V pfipadé tfidy P nebo NL je uvazovanou redukei <j,.

10. ALTERNATIVNI CHARAKTERISTIKA TRIDY NP

Rekneme, 7e relace R je polynomidlné omezend, pokud existuje polynom p ta-
kovy, Ze pro vSechna (z,y) € R plati |y| < p(|z]).

Tvrzeni 10.1. Jazyk L lezi v NP prdvé kdyz existuje polynomidlné omezend relace
Ry, € P takovd, Ze x € L, prdvé kdyz (x,y) € Ry, pro alespori jedno y.

Relaci Ry nazyvame svédeckou relact jazyka L a je-li (z,y) € Ry, Fikdme, Ze y
je svédek pro x.
Priklad 10.2.
e L ={n | n je slozené &islo}
Ry, ={(a,b) | 2<b< a, bla}
e Rsar = {(¢,k) | k spliyje ¢}
e Rcircsat = {(C,0) | C(o) = 1}.

Diikaz. Chceme ukazat, Ze charakterizace NP pomoci svédeckych relaci je ekviva-
lentni definici pomoci nedeterministickych stroja.


http://www.karlin.mff.cuni.cz/~holub/soubory/cook71.pdf
http://www.karlin.mff.cuni.cz/~holub/soubory/karp72.pdf
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Necht je L rozhodovan nedeterministickym strojem M. Pak jako svédeckou relaci
miiZzeme zvolit

Ry, ={(z,y) | = € L, y je vektor voleb pfijimajictho vypoftu x strojem M}.

Pokud je naopak Rj svédecka relace pro L rozhodovana strojem 7', sestrojime
nedeterministicky stroj rozhodujici L takto:

e zvol svédka y (piislusné délky dané polynomialni omezenosti Ry, ),
e zjisti pomoci T, zda (z,y) € Ry
O

Nedeterministicky stroj 7' v pfedchozim dikazu se vyznacuje tim, Ze veSkery
nedeterminismus je koncentrovan na zacatek vypoctu, do volby svédka, a poté je
vypocet deterministicky. Muzeme to také chapat tak, ze stroj si na poc¢atku nage-
neruje vektor voleb, kterym se potom (deterministicky) ¥di pfi rozhodovani jakou
pouzit instrukci.

11. NP-UPLNOST

Trida NP obsahuje stovky tplnych problémi, véetné mnoha dilezitych a pfiro-
zenych obtiznych problémi (napf. problém obchodniho cestujiciho, barveni grafu,
hamiltonovska cesta v grafu).

Vsimnéme si nejprve, Ze relace <p je tranzitivni. Dilkaz je snadny a podobny
jako dukaz uzavienosti P na <p. Z toho plyne, Ze pokud né&jaky NP-tuplny problém
karpovsky redukujeme na problém B, dokdzeme tim, ze i B je NP-uplny. To je
v Cele vSech podobnych redukci je problém splnitelnosti booleovskych formuli nebo
obvodii. Ten tak hraje pro NP-tiplnost podobnou roli jako HALTINGPROBLEM pro
nerozhodnutelnost. Problém SAT pozaduje rozhodnout, zda je dana booleovska
formule rozhodnutelné. Tedy

SAT = {¢ | ¢ je splnitelna booleovska formule}.
Véta 11.1 (Cookova-Levinova). SAT je NP-uplng.

Diikaz. Ukazme nejprve, ze SAT € NP. Nedeterministicky algoritmus rozhodujici
SAT pracuje nasledovneé:

e Zvol ohodnoceni h(n)
e Pokud je ¢ ohodnocenim h(n) splnéna, pfijmi; jinak odmitni.
Spocitat hodnotu formule s danym ohodnocenim je jisté mozné v polynomialnim
¢ase. Uvedeny algoritmus tedy pracuje v polynomialnim nedeterministickém ¢ase a
prijimé préavé splnitelné formule.
Necht nyni A € NP a necht M € NTM rozhoduje A. PopiSeme, jak pro vstup
x utvofit formuli ¢(z), kterd bude splniteln4, pravé kdyz bude existovat vypocet
stroje M, prijimajici z.
Budeme predpokladat, ze M je jednopaskovy stroj s jednostranné nekonecnou
paskou, tedy s policky ocislovanymi prirozenymi ¢isly. Takovy predpoklad jisté

nen{ na tjmu obecnosti. Necht M pracuje s abecedou ¥ = {01,039, ...,0¢}, véetnd
o1 = 0, a mnoZinou stavi {qi,qs,..., ¢}, pfifemz ¢ je pocatecni stav a ¢, stav

pfijimajici. Doba béhu stroje M necht je omezena polynomem p. Na vstupu x
tedy stroj vykona nejvyse 7 := p(|z|) kroki a navstivi nejvyse prvnich 7 policek.
Ozna¢me P); program stroje M, pfi¢emz pohyb hlavy v instrukci budeme vyjad-
Fovat ¢islem m € {—1,0, 1}. Po zastaveni stroje jsou vSechny nasledujici snimky, az
do ¢asu 7, rovny tomu, ve kterém se stroj zastavil. Jinak feceno, pro kazdy okamzity
popis s koncovym stavem definujeme trivialni instrukei (¢, 0, g, 0, 0).
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Formule ¢(x) bude obsahovat nésledujici proménné:

(Pl |1<i<t1<st<T},
{Qi1<i<r1<t<r}
{Ss1]1<s,t <7}

Vyznam proménnych pii ohodnocen{ odpovidajicim pfijimajicimu vypoctu je tento

) Pjt = 1 pravé kdyz policko ¢islo s obsahuje v ¢ase t symbol o,
e Qi =1 pravé kdyz je stroj v case t ve stavu g;,
o S, =1 pravé kdyz v ¢ase t ¢te hlava policko s,

Formule ¢(x) ma tvar
(@) =1 N2 A+ Aoz,

kde ¢; maji nasledujici podobu a vyznam.
1 vyjadiuje, Ze v kazdém okamziku je ¢teno pravé jedno policko:

T T T
P = /\ (\/ Ss,t) A /\ (=Sie V=Sie) |
t=1 | \s=1 Gj=1

i<

o vyjadiuje, ze v kazdém okamziku je stroj v pravé jednom stavu:

2=\ (\/Qi)A A (~eiv-el) |
t=1 | \i=1 ij=1
1< g

w3 vyjadiuje, ze v kazdém okamziku obsahuje kazdé policko pravé jeden symbol:

T 14 4
. ) .
Y3 = /\ (\/ Ps,t) A /\ (_‘ sZ,t \ _‘st,t) 5
1 k=1 i,j=1
i<
w4 vyjadiuje, ze pocateéni situace je ve spravném tvaru:
n T
pa=QinSian \NPIiA N\ Pl
i=1 i=n+1

kde x = o4, 0%, - - - O, -
5 vyjadiuje, ze vypocet obsahuje pfijimajici stav:

\Var.
t=1

Zbyvé zaruCit korektnost pirechodu. g vyjadiuje, Ze policko, které neni ¢teno,
se neméni:

T—1 4
pe = /\ <_‘Ss,t = /\ (P, & Psi,t+1)>

s,t=1 i=1

w7 vyjadiuje, ze v kazdém kroku byla spravné pouzita alespon jedna instrukce:
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T—1
o7 = /\ \/ (Q% ASst A Pit ANQiy1 A Ssimitr1 A Ps],t-i-l) ’
t=1

o=

IN
S o
~ 33

<
i <
j <
(95,05, 9,1, 05, m)

m 5 IAIA

v
N

kde s’ < 7.

Je zfejmé, Ze uvedenou formuli lze zkonstruovat v ¢ase O(p(n)?) a z konstrukce
plyne, Ze méa pozadovanou vlastnost. Z divodu pfehlednosti jsme pouzili i jiné
spojky nez A, V a —. Pro uplnost je tedy dodefinujme jako zkratky:

Y1 = P2 = Y1 Vahe
Y1 & Yo = (21 Vah2) A (mih2 V)
O

Vzhledem k tomu, Ze 1ze snadno zkonstruovat formuli odpovidajici danému boole-

ovskému obvodu, plyne jako okamzity disledek NP-tuplnost problému splnitelnosti
booleovskych obvodi, ozna¢ovany jako CIRCSAT.

Diusledek 11.2. CIRCSAT je NP-tiplng.

Je jasné, ze SAT obsahuje mnoho formuli, jejichZ splnitelnost je snadné roz-
hodnout, napt. formule v disjunktivni normalni formé. NP tuplnost tedy plyne z
néjaké podmnoziny formuli, které jsou tézké. Ukazuje se, Ze sta¢i omezit na formule
s pomérné jednoduchym tvarem.

Ozna¢me 3SAT mnozinu booleovskych formuli v konjunktivni normalni formé,
ve kterych navic kazdé klausule obsahuje nejvySe tii literaly. Vstup si muzZzeme
predstavit jako seznam nejvyse trojprvkovych podmnozin proménnych. Napf.

{w1, w3}, {22, 724, 25}, {—21, T2}
representuje formuli
(1'1 V $3) A (SL’Q V x4 V ﬁ$5) AN (ﬁ.’L‘l \Y 3?2).
Tvrzeni 11.3. 3SAT je NP-ipiny.

Driikaz. Redukujeme CIRCSAT na 3SAT. K danému obvodu C' se vstupnimi pro-
ménnymi {x1, T2, ..., Ty} a nevstupnimi vrcholy V' zkonstruujeme booleovskou for-
muli ¢, jejiz proménné budou

{z1,29,...; 2, U{z, |vE V]

Pro kazdy vrchol v okruhu C zkonstruujeme formuli ¢,, v konjunktivni normalni
formé nasledovné.
Je-li vrchol v typu — se vstupnim vrcholem u polozme

0o = (T V) A (5 V o).

Plati, ze ohodnoceni h : {x,,z,} — {0, 1} spliwje ¢, pravé kdyz h(z,) # h(—zy).
Pro v typu A se vstupnimi vrcholy v a w polozime

Oy = Ty V ) A (X V 2y) A (7, V 2Ty V )

Opét plati, Ze ohodnoceni h : {z,, 2y, Ty} — {0, 1} splituje @, pravé kdyz h(z,) =
Wy A Zop)-
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Nakonec pro v typu V se vstupnimi vrcholy u a w polozime
©o = (TZy V2y) A (T V 2y) A (X V Xgy V 1),

takze h(p,) = 1, pravé kdyz h(z,) = h(xy V xy).
Ozna¢me vystupni vrchol C' symbolem vgp. Nyni jiz muzeme definovat

‘PC:(/\ Pu) Aoy -
veV

Redukce je ziejmé polynomialni. Tvrdime, Ze C' je splnitelny, pravé kdyz ¢¢ je
splnitelna.

Necht je h ohodnoceni, které splije pc. Pak jisté h(x,,) = 1. UvaZujme ohod-
noceni vrcholi obvodu C' dané ohodnocenim A jeho vstupnich vrcholt vrcholy.
Konstrukce formule zarucuje, ze h(v) = h(z,) pro kazdé v € V. Tedy i h(vp) =1 a
okruh je ohodnocenim h splnén.

Necht je naopak h ohodnoceni vstupnich vrcholi obvodu C takové, ze h(vp) = 1.
Rozsifme h na proménné z,, v € V piedpisem h(z,) = h(v). Z konstrukce formule
wc plyne, Ze ji ohodnoceni & spliiuje. O

Dalgi, jesté mensi podmnozinou SAT, kter4 je vSak stale NP-uplna je NAESAT
(Not All Equal). Je to podmnoZina 3SAT obsahujici pouze formule, pro néz exis-
tuje ohodnoceni takové, ze pro zadnou klausuli nejsou hodnoty vSech literalt stejné.
Splnitelnost pozaduje, aby hodnota alesponn jednoho literalu v kazdé klausuli byla
1. NAESAT navic pozaduje, aby hodnota alespon jednoho literdlu byla 0.

Je-li h né&jaké ohodnoceni proménnych z mnoziny X, pak h oznadime opacné
ohodnoceni, tj. takové, pro néz plati h(z) = 1 — h(z). Formuli ¢ € NAESAT
muZzeme charakterizovat tak, Ze pro ni existuje ohodnoceni h takové, 7e h i h ji
spliuje.

Tvrzeni 11.4. NAESAT je NP-ipiny.

Diikaz. Provedeme redukci CIRCSAT na NAESAT mirnou upravou redukce na
3SAT. Nadale budeme pouZivat znaceni z pfedchoziho dikazu.

Necht ¢! vznikne z ¢, pfidanim nové proménné z do vSech klausuli, které obsa-
huji méné nez tii literaly. Ukazeme, ze

o= (\ ) A (w0 v 2)
veV

lezi v NAESAT, pravé kdyz C je splnitelny okruh.

Necht tedy h a h splituje ¢f.. Diky symetrii h a h mzeme predpokléadat h(z) = 0.
Pak h zjevné spliiuje ¢, a tedy C € CIRCSAT.

Necht naopak C € CIRCSAT a h splituje p¢. Pak h rozsifené o h(z) = 0 spliiuje
i ¢f. Ohodnoceni h (rozsifené o h(z) = 1) jisté splituje klausule obsahujici z. Zbyva
ukazat, Ze splhuje i klausule, které z neobsahuji.

Necht v je typu A se vstupy u a w. Ohodnoceni A spliuje (uV —w) i (wV —w),
odkud snadno odvodime, 7e h splituje (—u V —w V v).

Necht je nyni v typu V se vstupy u a w. JelikoZ h spliuje (—u V v) i (—w V v),
splituje h klausuli (u V w V —wv). O

Posledni NP-tuplny problém, ktery uvadime, je jeden z mnoha NP-tplnych pro-
blému z teorie grafi:
3COLORING = {G | graf G je obarvitelny tfemi barvami}.

Pfipomenime, Ze obarveni grafu G = (V, E) tfemi barvami je zobrazeni v : V —
{0,1,2} takové, ze pokud (u,v) € E, pak v(u) # v(v).

Tvrzeni 11.5. 3COLORING je NP-iplny.



30

Diikaz. Ukazeme redukci NAESAT na 3COLORING. Mé&jme formuli ¢, ktera je v
konjunktivni normalni formé a kazda klausule obsahuje dva nebo t¥i literaly. (Pokud
né&jaka klausule obsahuje jen jeden literal, formule jisté v NAESATnelezi.) Tuto
vlastnost 1ze zkontrolovat v polynomialnim ¢ase. (A pokud vstup nemé pozadovany
tvar, staéi ho pfevést na néjaky nepfijatelny vstup 3COLORING.)

Mnozina proménnych budiz X = {x1,...,2,} a formule ¢ necht je konjunkei m
klausuli se tfemi literaly a £ klausuli se dvéma literély, tedy tvaru

m m-+£
o= N VeaVes) A N (e Vera),
k=1 k=m+1
kde ¢ € XT = {21,..., 20, ~T1,..., T, }.

Vrcholy V konstruovaného grafu budou sestavat z prvkit mnoziny X *, uspotrada-
nych dvojic (k,i), k=1,...,m,i=1,2,3, a jednoho specialniho vrcholu b. Celkem
tedy |V|=3m+ 2n+ 1.

Mnozina hran E je nasledujict:

(1) (x;,~x;) € E pro viechna i = 1,...,n;

(2) (z4,b) € E, (mx;,b) € E, pro véechna i = 1,...,n;

(3) ((k,7),(k,j)) € E pro vechna k=1,2,..., mai,j=1,2,3,i#j;

(4) ((k,i),y) € E pro viechna (k,i) a y € XT takova, Ze y = cj.i;

(5) (ck1,ck2) pro viechna k=m+1,m+2,...,m+£.
Nasledujici obrazek ilustruje ¢ast grafu odpovidajici k-té klausuli (—a; V22V 24) a
klausuli (z3 V —z4).

Tl s Ty T4

(k,1) (k,3)

Tim je popis grafu G = (V, E) dokonden. Je ziejmé, Ze redukce je polynomialni.
Ukézeme, ze G € 3COLORING, pravé kdyz ¢ € NAESAT.

Necht je nejprve G € 3COLORING a v : V — {0,1,2} je jeho obarveni t¥emi
barvami. MuZeme predpokladat v(b) = 2. Odtud plyne, diky hranam uvedenym pod
body (1) a (2), ze v(z) € {0,1} a y(z) # v(—x) pro vSechna z € X. MiZeme tedy
definovat ohodnoceni h mnoZiny X piedpisem h(x) = v(z). UkaZeme, Ze h splituje
. Zvolme k € {1,...,m}. Vzhledem k tomu, Ze vrcholy (k,7), i = 1,2,3, jsou
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spojeny hranami, existuje ig takoveé, ze v(k,ip) = 0. Kvili hrandm popsanym v bodé
(4) je y(ek,ip) =1, a tudiz také h(ck ) =1. Prok=m+1,m+2,...,m+ ¢ plati
diky hrané z bodu (5), ze h(ck ;) = 1 pro pravé jedno ¢ = 1,2. Ohodnoceni h tedy
spliiuje viechny klausule. Stejna tvaha je mozna i pro h, a proto ¢ € NAESAT.
Necht je nyni ¢ € NAESAT a h a h jsou opaéna ohodnoceni, ktera spliiuji .

Vrchol b a vrcholy X+ obarvime takto

e (b)) =2

o y(ck,i) = h(ck,), pro viechna ¢ ; € X+,
Uvazujme nyni klausuli (cx1 V cg2 V cg,3). Vzhledem k tomu, Ze h je ohodnoceni
podle podminek NAESAT, existuji i1,i2 € {1,2,3} takova, ze h(cks,) # h(ck,).
Definujme

o ¥((k,i1)) = hleri,);
—h

* Y((k,i2)) = h(ck,ip);
[ ] ’Y((k,lg)) = 2, kde {i17i2,’i3} = {1,2,3}
Piimocaie ovéfime, ze 7y je obarveni G. O

Zminme na zavér bez dikaza (které nejsou t8zké) dvé varianty problému SAT,
které lezi v P. Klausule se nazyva Hornova, pokud obsahuje nejvyse jeden pozitivni
literal. Definujme

HORNSAT = {¢ | ¢ je splnitelna konjunkce Hornovych klauzuli}.
Tvrzeni 11.6. HORNSAT € P.

Snizime-li pocet literala v klausuli ze tfi na dva, stane se problém feSitelny v
polynomiélnim case.

2SAT = {¢ | ¢ € CNF a kazda klausule obsahuje nejvyse dva literaly}.
Tvrzeni 11.7. 2SAT € P.

12. PRAVDEPODOBNOSTNI ODHADY

Dulezitym aspektem pravdépodobnostnich algoritmi, kterymi se budeme zaby-
vat dale, je moznost opakovat stejny vypocet vicekrat. Zatimco pro deterministicky
algoritmus nedéava takovy postup zadny smysl, u pravdépodobnostnich algoritmu se
opakovanim mohou dramaticky ménit pravdépodobnosti spravné odpovédi. Ma-li
napf. n&jaky polynomialni algoritmus pravdépodobnost tspéchu 1/n*, coz bychom
intuitivné povazovali za pravdépodobnost prilis malou, sta¢i opakovat tento algo-
ritmus n*T¢-krat a snizime pravdépodobnost neispéchu na

TLZ "

£
1——— — e .
( Pkt

Polynomialné malou tspésnost je tedy mozné zménit na exponencialné malou ne-
aspénost, pri¢emz celkové slozitost ztstane polynomiédlni. Tato tivaha plati pro
piipad, kdy tspésny béh algoritmu s jistotou pozname, napi. pokud algoritmus
generuje svédka pro néjaky jazyk v NP.

Diilezité jsou ale také situace, kdy spravnou odpovéd nepozname a rozhodujeme
se na zakladé vétsinového vysledku. V takovych pfipadech potFebujeme pravdépo-
dobnostni odhady souvisejici se zdkonem velkych ¢isel: primérnéd hodnota opako-
vaného experimentu se blizi jeho stfedni hodnoté. Ale jak rychle a s jakou prav-
dépodobnosti? Na to odpovidaji nasledujici odhady. Dulezitou okolnosti je mira
nezavislosti opakovanych experimentii:

e Markovova nerovnost plati pro jakoukoli ndhodnou veli¢inu, ale je nejslabsi.
e Silné&jsi CebySevova nerovnost plati pro po dvou nezavislé veli¢iny.
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Zopakujme nejprve zakladni pojmy teorie pravdépodobnosti. Mnozinu 2 na-
zveme pravdépodobnostnim prostorem pokud je na ni definovina mira u takova, ze
1(€Q) = 1. Pro naSe potfeby sta¢i uvaZovat spocetné pravdépodobnostni prostory.
Typicky bude © = N nebo Q = {0, 1}*. To umoZiuje psat misto integralii sumy.

Néhodna veli¢ina X je zobrazeni X : 1 — R. Stiedni (neboli ocekdvand) hodnota
X je

B(X) = 3 X(@)n(w).
weN

Pravdépodobnost néjakého jevu A budeme znacit Pr[4]. Je dana mirou pod-
mnoziny pravdépodobnostniho prostoru, pro kterou jev nastava.

Vyse jsme popsali situaci, kdy zkouméme nédhodnou veli¢inu X = "7 | Z;. Pro
jeji st¥fedni hodnotu plati

a to bez ohledu na zavislost ¢i nezavislost veli¢in Z;. Klic¢ova otazka zni, jaka je
pravdépodobnost, ze se hodnota veliciny X bude od ocekavané hodnoty danym
zpusobem ligit.

Dokazme prvni odhad.

Véta 12.1 (Markovova nerovnost). Necht je X ndhodnd veli¢ina s kladngmi hod-
notami a k > 0. Pak
E(X)

PriX >kl < 5
Dikaz.
BX) = Y X@w) = Y K@)+ Y X@pn()
weN X(w)<k X(w)>k
> Z X(w)p(w) >k Z p(w) = k-Pr[X > k].
X (w)>k X (w)>k

Jak moc se ndhodné veli¢ina pro jednotlivé prvky pravdépodobnostniho prostoru
lisf od své ocekavané hodnoty vyjadiuje rozptyl neboli variance, definovana

Var(X) := E((X — E(X))?) = E(X?) - E(X)? .

Jednoduchou aplikaci Markovovy nerovnosti na formuli rozptylu dostavame druhy
odhad.

Véta 12.2 (Cebyseviv odhad).

Var(X)
Pr{[X — B(xX)| = ¢] < VX
Dikaz.
Markov Var(X)
< .

Pr|X —EX)|>t]=Pr[(X —-EX))?>¢] < =

O

Pro aplikaci éebyéevovy nerovnosti pro piipad X = > Z; je zasadni skute¢nost,
ze pokud jsou veli¢iny Z; po dvou nezavislé, plati

Var (Z Zi) =Y Var(2y).
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Jsou-li Z; po dvou nezavislé kopie nahodné veli¢iny Z, dava Cebyéevova nerovnost
pro X = >, Z; odhad

pr|| X mz)| 5| < YD
|5 -=@]><]

me2

Priklad 12.3. Typickou zkoumanou situaci je opakovani experimentu s Bernoulliho
rozdélenim se stfedni hodnotou 0 < p < 1, tedy ndhodné veli¢iny Z nabyvajici
hodnot {0, 1} takové, ze

PriZ=1]=p Pr(Z=0=1-p.
Snadno ovéfime, 7e E(Z) = p a Var(Z) = p(1 — p). Jsou-li Z; po dvou nezavislé
kopie Z, dostavame pro X = Y., Z; odhad

>6]<p(1—p)'
- - me?

Jsou-li s¢itané veli¢iny zcela nezavislé, mizeme odhad vyrazné zlepsit Chernoffo-
vym odhadem. Odhad vyuziva fakt, ze stfedni hodnota sou¢inu nezéavislych veli¢in
je soudin jejich st¥ednich hodnot. Chernoffav odhad ukaZzeme v presné formulaci
pro soucet ndhodnych veli¢in se stejnym Bernoulliho rozdélenim.

X
m

Vé&ta 12.4 (Chernoffav odhad). UvaZujme nezdvislé kopie ndhodnijch velicin Z;,
i =1,...,m ndhodné veliciny Z s Bernoulliho rozdélenim a stiedni hodnotou p a
poloZme

Pak plati
X
(12.1) Pr [m >p+ E] <exp(—m-D(p+e| p))
X
(12.2) Pr[m<p—5]<exp(—m-D(1—p+E|1—p)),
kde

D(z || y) i= o (5) —l—(l—x)ln(i:i).

Driikaz. Pro libovolné ¢ > 0 a libovolné k > 0 plati

Pr(X > k] = Pr[e'X > ']

E (¢X) .
< —5 podle Markovovy nerovnosti,
e
(5 (¢2)" o
=T otk z nezavislosti Z;,
e
t 1 — m
= (pe—i—#p) pfimym vypoctem E(exp (tZ;)).
e

Pro
1n(l—p)(p+6)
p(l—p—e)

dostavame vztah ((12.1). Nerovnost (12.2)) je ekvivalentni nerovnosti (12.1)) pro ve-
licinuY =37" (1 - Z;). O

t= a k=m({p+e¢)
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Funkce D(z || y) je relativni entropie Bernoulliho distribuci se st¥edni hodnotou
z a y (vSimnéte si, Ze zaleZi na poradi, formule neni symetrickd). Z konkavnosti
logaritmu dostavame

—D(xHy)::cln(%) +(1—2)ln <1—y> <Ilnl1=0.

Relativni entropie je tedy vzdy kladna pro z # y (a nulova pro « = y) a Chernof-
fav odhad poskytuje exponencialné rychle klesajici pravdépodobnost odchylky od
ocekivané hodnoty s rostoucimpocétem opakovani.

dime bez ditkazu. Z odhadu D(p + ¢ || p) > 2¢2 plyne

X
Pr [ — —p‘ > e} < 2exp (—2m€2) .
Casto se uvadéji multiplikativni verze Chernoffova odhadu:

m
2

Pr [X < (1—§)p] < exp (—mp~6> .
m 2

X 82
— > < — . .
Pr[m_(l—l—é)p}_exp( mp 2+5)

13. PRAVDEPODOBNOSTNI ALGORITMY A SLOZITOSTNI TRIDY

Nedeterministicky Turingiv stroj je vypocetni model, jehoz definice ptsobi velmi
nerealisticky, protoze predpokladame, Ze vSechny ,vétve“ vypoctu probihaji sou-
¢asné. V realném situaci je pfirozené pfedpokladat, ze stroj si musi jedno z pokra-
¢ovani vybrat. Pokud stanovime s jakou pravdépodobnosti si jednotlivé definované
moznosti vybira, dostavame definici pravdépodobnostniho Turingova stroje.

Definice 13.1. Pravdépodobnostni Turingiv stroj je nedeterministicky Turingiv
stroj spolu s funkei P : (Q x A x Q x A x M) — [0,1] takovou, Ze pro kazdé
(g,a) € Q x A plati

> P(g,a,q',a’;m) =1
(q',a’,m")EQXAXM

kde @ je mnoZzina stavii, A je mnoZina symbola a M = (+—, —, —) mnoZina pohybi.

TFidu pravdépodobnostnich Turingovych stroji budeme znacit PTM. Funkce
P urtuje s jakou pravdépodobnosti pouZije stroj v okamZitém stavu (gq,a) in-
strukei (g, a,q’,a’,m"). Funkece je definované pro vSechny mozné instrukce. Piipad
P(q,a,q',a’,;m) = 0 odpovida situaci, v niz se dana instrukce v programu nevysky-
tuje (je pouzita s nulovou pravdépodobnosti).

Casova i prostorova naroc¢nost pravdépodobnostnich stroji se definuje podobné

Pravdépodobnostni stroje hraji v kryptografii klicovou tlohu, protoZe bezpecnost
systému je ohroZena nejen tehdy, pokud existuje utok, ktery je tspésny vzdy, ale
také tehdy, pokud je ttok tspésny s nezanedbatelnou pravdépodobnosti.

Pro jednoduchost budeme c¢asto pracovat s normalizovanymi pravdépodobnost-
nime stroji, u kterych jsou pro vSechny okamzité popisy pravé dvé instrukce s
pravdépodobnosti % Kazdy pravdépodobnostni stroj lze simulovat normalizova-
nym strojem s vysokou presnosti a konstantni ztratou efektivity. Stac¢i rozdélit
interval [0, 1] na podintervaly s délkami rovnymi pravdépodobnostem jednotlivych
moznych instrukci a poté postupnou uniformni volbou bitt b; konstruovat ¢&islo
r = 0,b1bs ..., dokud nedosdhneme pfesnosti umoznujici rozhodnout, v jakém in-
tervalu se r nachazi. Podobné jako v pfipadé vektoru voleb u nedeterministického



stroje lze takto pravdépodobnosti ¢ast vypoctu koncentrovat na zacatek, kdy dojde
k vygenerovani potfebného po¢tu nahodnych bitd, a poté je jiz vypocet determi-
nisticky.

Uvazujme néjaky vypocet stroje M € PTM, ktery sestava z aplikace posloup-
nosti instrukei 71,9, ...,7;. Pravdépodobnost takového vypoctu je

I Peiv).
k=1

Rekneme7 ze M € PTM prijimd vstup x s pravdépodobnosti p, pokud soucet prav-
dépodobnosti pfijimajicich vypocti je p.
Definice 13.2. L € RP pravé kdyz existuje M € PTM pracujici v polynomialnim
case takovy, ze

a) pokud z ¢ L, pak M odmitne (vzdy),

b) pokud x € L, pak M pfijme s pravdépodobnosti alesponn 1/2.

Stroje, které primaji jazyky RP (zkratka pro ,randomized polynomial time*)
nazyvame stroje typu MONTE CARLO. Plati pro nég, Ze v nich nedochézi k chyb-
nému piijiméni (no false positives), ale odmitnuti chybné byt mize.

Snadno si rozmyslime, ze plati

Tvrzeni 13.3. P C RP C NP

Nasledujici tvrzeni ukazuje, Zze hodnota % v definici RP je nepodstatna a muze

byt nahrazena libovolnou hodnotou, polynomialné malou.

Véta 13.4. Jazyk L lezi v RP, pravé kdyz existuje M € PTM pracujici v polyno-
midlndm case a k € N takové, Ze
a) je-li x ¢ L odmitne,

b) je-li x € L pFijme s pravdépodobnosti alespor ﬁ

Diikaz. Piima implikace je zfejmaé.

Mgéjme nyni stroj M vyhovujici podminkam véty. Chceme ukazat, Ze existuje
stroj M’ odpovidajici definici. Takovy stroj spoc¢iva v opakovani béhu stroje M.
Pocet opakovani bude n*, kde n = |x|. Stroj M’ piijme pravé tehdy, pokud M pii
opakovanych pokusech pfijme alespon jednou.

Vzhledem k tomu, ze M neméa zadna chybné prijeti, nema chybné pfijeti ani
M'. Spoéitejme pravdépodobnost chybného odmitnuti. Pravdépodobnost chybného
odmitnuti v kazdém kole béhu M je (1 — n—lk) Predpokladame, Ze jednotliva kola
jsou nezévisla, a proto celkova pravdépodobnost chyby je nejvyse

O

Podobné tvaha umoziuje pravdépodobnost omylu exponencialné snizit, jak uka-
zuje nasledujici tvrzeni.

Véta 13.5. Jazyk L lezi v RP, prdvé kdyz existuje M € PTM pracugjici v polyno-
midlndm case a k € N takové, Ze
a) je-li x ¢ L odmitne,
b) je-li x € L pfigme s pravdépodobnosti alespori 1 — ﬁ
Diikaz. Zde je zfejma implikace opacna.
Mame-li stroj s pravdépodobnosti omylu mensi nez jedna polovina, opakujeme
jeho béh n-krat, ¢imz snizime pravdépodobnost omylu pod (%)n . O
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Oznacenim co-RP, budeme jako obvykle minit tf¥idu jazyki, jejichz komplement
je v RP. Jazyk je tedy v co-RP pokud existuje stroj, ktery se nedopousti chybného
odmitnuti, a pravdépodobnost chybného piijeti je mensi nez .

2
Prinik obou t¥id definuje t¥idu
ZPP = RP Nco-RP.

Stroje pfijimajici jazyky ti¥idy ZPP (zero error probability in polynomial time)
se nazyvaji algoritmy LAS VEGAS a mutzeme si je predstavit jako soucasné bézici
dva stroje typu MONTE CARLO, jeden s jistym piijetim, druhy s jistym odmit-
nutim.

S pravdépodobnosti alesponi jedna polovina se po béhu algoritmu dozvime vysle-
dek. To tehdy, pokud jeden ze stroji poskytne odpovéd, ve které se nemyli. Nazev
tFidy je odvozen z faktu, Ze opakovanim béhu algoritmu polynomiilné mnohokrat
se s exponencialni jistotou dozvime spravnou odpovéd. Z jiného pohledu, pokud
nechame stroj bézet tak dlouho, dokud nedéa jistou odpovéd, bude primérna doba
Gekani polynomialni. (Pfesnéji, primérna doba ¢ekani bude dvé kola.)

U tfid RP a ZPP je napadna asymetrie kladného a zaporné odpovédi. Takova
asymetrie je v nékterych pfipadech prirozena. Napt. pokud se snaZime ovéfit prvo-
¢iselnost néjakého ¢&isla tak, ze ho zkusime vydélit néjakym mensim c¢islem. Pokud
uspéjeme, je ziejmé, ze ¢islo prvodislem neni. V opacném piipadé se miizeme do-
mnivat, Ze prvoéislem je, ale takovy vysledek je vystaven omylu (v tomto pfipads
samoziejmé mnohem vétsimu, nez %) Napft. Rabintv-Milleruv test uz ale ukazuje,
ze prvocisla lezi v co-RP.

Ttidu, ve které je omyl rovnomérné rozlozen do kladnych i zapornych odpovédi,
definujeme nyni.

Definice 13.6. L € BPP praveé kdyz existuje M € PTM pracujici v polynomial-
nim Case takovy, ze

N

a) je-li z € L, pak pravdépodobnost pfijeti je alespon
b) je-li x ¢ L, pak pravdépodobnost prijeti je nejvyse

3
g.

[y

Ani v pripadé této definice neni hodnota % podstatna. Pravdépodobnost spravné
odpovédi je opét mozné zvysit opakovanim béhu stroje. V tomto pfipadé ale nelze
Gekat na jisté spravnou odpovéd. Musime se spokojit s vétSinovou odpovéedi, viz dis-
kusi v kapitole o pravdépodobnostnich odhadech. Nemusi ale jit o prostou vétsinu.
Dulezité je, ze stroj se chova jinak pro vstupy z jazyka v porovnéni s chovanim pro
vstupy mimo jazyk. Konkrétné staci, ze pravdépodobnost odpovédi ,,ano* je pro
vstupy z jazyka o poznani pravdépodobnéjsi nez pro vstupy mimo jazyk. Vyznam
vyrazu ,,0 poznani“ je dan Chebyshevovym odhadem, jak ukazuje nasledujici véta
a jeji dukaz.

Véta 13.7. Nasledujici podminky jsou ekvivalentni.

1. L € BPP

2. Ezistuje M € PTM pracujici v polynomidlnim case, ¢ € (0,1) a k € N
takové, Ze
a) je-li x € L, pak pravdépodobnost piijeti je alespoti ¢ + ﬁ,

b) je-li x ¢ L, pak pravdépodobnost prijeti je nejvyse ¢ — ﬁ
3. Pro kazdé l € N existuje M € PTM pracugjici v polynomidlnim case takovy,
ze
a) je-li x € L, pak pravdépodobnost pfijeti je alespori 1 — ﬁ,
b) je-li x ¢ L, pak pravdépodobnost prijeti je nejuyse 2%

z|¢*

Diikaz. Stali ukazat, ze z 2. plyne 3. Ostatni implikace jsou ziejmé.
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Necht stroj M € PTM spliiuje predpoklady tvrzeni 2. Zkonstruujeme stroj M’
odpovidajici pro dané ¢ pozadavkim tvrzeni 3. Prace stroje M’ spoéiva v |z|?k+¢
opakovani béhu stroje M. M’ pfijme vstup x pravé tehdy, kdyz M prijal x ve vice
nez c|z|?**+¢ kolech.

Spoctéme, jaka je pravdépodobnost chyby algoritmu M’. Predpokladejme, Ze x
lezi v L, opa¢ny pfipad je analogicky. Ozna¢me Z nédhodnou veli¢inu definovanou
takto:

g { 1, pokud M piijal x;
0, pokud M nepfijal x.

Ozna¢me X nahodnou veli¢inu, ktera je souctem t(n) kopii veli¢iny Z. X je tedy
pocet kol, ve kterych M odpovédél spravné.

St¥edni hodnota veli¢iny X/|z|?**¢, ozna¢me ji p, je pFitom stejna jako sti¥edni
hodnota Z, tedy p > c¢+1/|z|*. Stroj M’ odmitne x pravé tehdy, kdyz X/|z|?+¢ <
c. Jednotlivé béhy stroje M povaZzujeme za nezavislé a proto mizeme pouzit Cher-

noffiv odhad. Dostavame
X X 1 FlRans 1
Pr | e <] <Pf[ww‘p|>w1 <2e"p<‘2m% =g

Pravdépodobnost chyby algoritmu M’ je tedy mensi nez 2"””‘2, coz jsme méli do-
kazat. O

Predchozi vétu muzeme shrnout slovy, ze pokud umime néjaky jazyk rozhodovat
v polynomialnim ¢ase s pravdépodobnosti tispéchu, ktery je alespon o prevracenou
hodnotu polynomu lepsi nez obyc¢ejné hadani, pak ho v polynomialnim ¢ase umime
rozhodovat s pravdépodobnosti exponencidlné blizkou jedné.

14. NEUNIFORMNI SLOZITOST

V této kapitole se budeme zabyvat velkorysou slozitostni tfidou, ktera slouzi spiSe
jako horni odhad realistickych vypocti. Tato t¥ida do jisté miry porusuje zédkladni
vlastnost algoritmu, totiz jeho uniformitu. Na vstupy ruzné délky pouzivame odlisné
algoritmy.

Definice 14.1. L € P/poly pravé kdyz existuje posloupnost Booleovskych okruhi
{C;}2, a polynom p takové, ze C; ma pravé i vstupi, |C;| < p(7) a pro kazdé z,
|z| =4, Ci(x) =1, pravé kdyz « € L.

Ekvivalentni charakteristika t¥idy P/poly je nasledujici.

Tvrzeni 14.2. L € P/poly, prdvé kdyz existuje polynomidlni T € DTM, posloup-
nost {an},-, a polynom p takové, Ze pro vsechnan € N je |a,| < p(n) a pro kazdé
x, |z| = n, plati, Ze x € L, prdvé kdyZ M (x,ay,) pfijimd.

Diikaz. Je-li L € P/poly, pak lze za a, zvolit n&jaky kod C,, a M bude zjistovat
jeho vystup.

Pokud naopak L spliiuje podminky véty, vytvofime obvod C,, podobné jako v
ditkazu Cookovy-Levinovy véty tak, aby simuloval vypocet stroje M s konstantnim
dodateénym vstupem a,,. O

Jak jsme jiz poznamenali, neuniformni tiida je zaloZzena na pouzivani nekonecné
mnoha riznych algoritmt. Bud nekone¢nd mnoho obvodu nebo jeden algoritmus s
nekoneéné mnoha napovédami a,.

Jsou jen dvé omezeni:

e pro vstupy stejné délky se pouziva stejny obvod (stejna napovéda)
e obvody (napovéda) maji polynomialné omezenou velikost.
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Ziejmé
P C P/poly,

sta¢i uvazovat prazdnou napovédu.

Néapovéda umoznuje stroji rychle urcit, jaké slova dané délky v jazyce lezi. Pokud
je takovych slov malo, miize jako napovéda slouzit jejich seznam. f{ekneme, ze jazyk
L je 7idky (ang. sparse), pokud existuje polynom ¢ takovy, Ze pro kazdé n je pocet
slov délky n v L nejvyse q(n). Z vyse uvedené avahy plyne, Ze P/poly obsahuje
vSechny fidké jazyky. Z toho plyne nésledujici fakt.

Tvrzeni 14.3. FEzistuje nerekursioni jazyk L € P /poly.

Diikaz. Stadi ukéazat, Ze existuji nerekursivni ¥idké jazyky. Uvazme napf¥. unarni
jazyk K = {1®) | 2 € L}, kde L je nerekursivni jazyk nad ¥ a G je efektivni
o¢islovani XF. 0

Posloupnost okruhtt {C,,},~, pro kterou existuje polynomialni M € DTM,
ktery na vstupu 1" vygeneruje kod C,, se nazyva uniformni. Ttidu P lze chapat
jako tridu jazykt, pro které existuje uniformni posloupnost okruht. Totéz by pla-
tilo pro uniformni napovédy. Ttida je tedy silna diky napovédam, které jsou sice
polynomiélné dlouhé, ale nejsou generovatelné v polynomialnim case. O existenci
takové obtizné nalezitelné napovédy mluvi nasledujici tvrzeni.

Tvrzeni 14.4. BPP C P/poly

Dikaz. Necht L € BPP. Pak podle Véty 10.9. existuje polynomialni M € PTM
rozhodujici L s pravdépodobnosti chyby mensi nez 271%. Piedpokladejme, Ze stroj
nejprve zvoli vektor ndhodnych biti r, a poté provede deterministicky vypocet
M (z,r). (Zde, pFisné vzato, pfedpokladame, Ze stroj je normalizovany.)

Chceme ukazat (nekonstruktivné), Ze pro kazdé n existuje alespoii jeden vektor
voleb stroje M, ktery se nedopousti chyby pro zadny vstup délky n. Ten potom zvo-
lime jako napovédu a,. Vznikne tak neuniformni stroj, ktery na vstupu z simuluje
béh stroje M s piislusnym vektorem ndhodnosti aj.

Ozna¢me

Vo ={r | M(r,z) # xo(2)}.
Bud R nahodna veli¢ina, jejiz hodnotou je vygenerovany vektor nahodnosti r. Pro
libovolné x plati
Pr(ReV,] <27 l=l
a tedy

PriRe |J Vil <D PrlReVy]<2m-27" =1

|z|=n |z|=n

Pravdépodobnost, Ze pfi ndhodné volbé zvolime vektor ndhodnosti, ktery se myli
pro alespon jeden vstup, je mensi nez 1. Existuje tedy volba, pro kterou takovy
vstup neexistuje. To jsme chtéli ukazat. (I

15. ROZLISITELNOST NAHODNYCH DISTRIBUCI

Ve vétach amplifikujicich pravdépodobnost jsme vidéli, Ze libobolny polynomi-
alni algoritmus, jehoZ pravdépodobnost tuspéchu je alesponn prevracena hodnota
polynomu, umozhuje snizit pravdépodobnost chyby exponencialné. To motivuje na-
sledujici definici funkce, kterou, pokud vyjadiuje napf. pravdépodobnost tspéchu
algoritmu, lze jesté povazovat za zanedbatelnou.
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Definice 15.1. pu: N — R, je zanedbatelnd funkce, pokud pro kazdy polynom p
existuje n, € N takové, 7Ze
(n) < —
u(n) < —
p(n)
pro viechna n > n,,.

Pri vyzkumu algoritmickych problému se obvykle snazime nalézt efektivni algo-
ritmus a jeho neexistenci chapeme jako negativni vysledek. Situace je jina v pfipadé
pseudonahodnych generatorii. Zde je naopak nemoznost rozeznat pseudondhodny
vystup od skute¢né ndhodné posloupnosti zadouci.

Dale budeme pracovat se soubory nadhodnych veli¢in {X, },en, kde X, nabyva
hodnot z {0,1}(™, kde £ : N — N je né&jaké zobrazeni, typicky spliwjici £(n) > n

(v&tsinou budeme uvazovat £(n) = n). Zejména nas bude zajimat, kdy je ta-
kovy soubor blizko souboru pfislusnych rovnomérné rozdélenych nahodnych veli¢in
{Ue(n) Inen

Blizkost souborti mtuze mit rizné stupné.

Definice 15.2. Necht {X,,}en & {Y, }nen jsou soubory nahodnych velicin.

e Soubory jsou identické, pokud pro vSsechna n € N plati X,, = Y,,, tedy
veli¢iny X,, a Y,, maji stejné rozdé&leni.

e Soubory jsou statisticky blizké, pokud je jejich statistickd diference, defino-
vané jako

1
Axy(n) = 3 Z |Pr (X, =v] —Pr[Y, =],
ve{0,1}n
zanedbatelna funkce.
e Soubory jsou vgpocetné nerozlisitelné, pokud pro kazdy polynomialni prav-
dépodobnostni algoritmus D je

op,xy(n):=|Pr[D(X,)=1]-Pr[D(Y,) =1]|

zanedbatelna funkce. (Pravdépodobnost bereme pies rozddleni nahodnych
veli¢in X,, a Y,, i pfes nahodnost béhu algoritmu D.)

e Soubory jsou silné vijpocetné nerozlisitelné, pokud pro kazdy soubor obvodi
C = {Cy }nen polynomialni velikosti plati

oc,x,v(n) = |Pr[Cy(Xy) = 1] — Pr[C,(Y,) = 1]|
zanedbatelna funkce.
Definice pseudonahodnosti se opira o pojem (silné) vypocetni nerozlisitelnosti.

Definice 15.3. Rekneme, Ze soubor ndhodnych veliéin { X, }nen je (siln€) pseudo-
ndhodnyj, pokud je (silng) vypocetné nerozlisitelny od souboru {Up(,)}nen ndhod-
nych veli¢in s uniformnim rozdélenim.

Neni tézké ukéazat, Ze statisticky blizké soubory jsou (silng) vypocetné nerozlisi-
telné. Opacné to ale neplati, jak ukazuje nasledujici véta.

Vé&ta 15.4. NechtU, je rovnomérné rozdélend ndhodnd veli¢ina s hodnotami {0,1}™.
Pak existuje soubor ndhodnych velicin {X, }nen silné vgpocetné nerozlisitelny od
{Un}nen takovy, Ze

1
AX,U(TL) m 5
3

Diikaz. Polozme m = 2

S ={s(i) |[i=1,2,...,m} C {0,1}"

. Pro kazdé n najdeme multimnozinu
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a definujeme X, = Xg = s(U,). Jinak Feceno, X, vybird uniformné nahodné
prvek multimnoziny S,,. Zfejmé plati

1 1 2% 1 1 __»
Axy(n) > 3 Z |Pr[Xn:v]—Pr[Un:v]|:2‘0— (1—2n>‘ 25—5-2 2,

v Sy

a tedy
1
Ax.v(n) n—roo, 3
protoze libovolna statisticka diference je nejvyse %

Mnozinu S,, chceme zvolit tak, aby zadny obvod velikosti nejvyse 2% s n vstupy
nerozlisil s nezanedbatelnou pravdépodobnosti X,, od rovnomérné rozlozené na-
hodné veli¢iny. K tomu je nejprve ti¥eba ziskat néjaky odhad poctu takovych ob-
vodi.

ES

Pocet booleovskyjch obvodii velikosti nejvyse k s n vstupy. Odhad provedeme pro
k > n > 10 (to v naSem piipads uréité nastava pro n > 64). Necht (kn, kv, k=)
uréuje poéty jednotlivych typii vrcholii. Takovych vektort je méné nez k3. Kazdy
vrchol ma dva z k + n moznych vstupt, coz znamena méné nez (k + n)2* rtznych
propojeni. Celkovy pocet obvodu je tedy méné nez

KO (k) < (2k)2H5 = 2k los2h ¢ 9"

*

Méjme nyni néjaky pevné dany obvod C'. Chceme odhadnout, kolik riznych mnozin
S, je C schopno s nezanedbatelnou pravdépodobnosti rozpoznat. Presnéji, zkou-
mejme, pro kolik mnozin S, plati

|Pr[C(Xs,) =1] = Pr[C(U,) =1]| >275.

Zde je 2= % vhodné zvolena zanedbatelna funkce, shoda s velikosti obvodu je ne-
dtlezita. Zkouméani provedeme pomoci pravdépodobnostniho odhadu: zjistime s ja-
kou pravdépodobnosti bude obvodem odliseno Xg,, pokud S,, vznikne nezavislymi
rovnomérné nadhodnymi volbami prvki s;. V8&imnéme si, ze pravdépodobnost uva-
zovana pii volbé S, je zde pouze prostiedkem pro provedeni pocetniho argumentu,
nesouvisi s nahodnosti veli¢iny X,,.

Oznaéme pc = Pr[C(U,) = 1] a oznacme Z; = C(s;) = C(Uy), i =1,2,...,2%.
Veli¢iny Z; jsou tedy nezavislé ndhodné veli¢iny s Bernoulliho rozdé&lenim se stfedni
hodnotou pc. Vzhledem k tomu, ze Xg, vybird z mnoziny S5, rovhomérné nahodné,
plati

on/2

1
PriC(Xs,) =1]= ;¢ > 7.
=1

Mame tedy

on/2
1
[Pr[C(Xs,) =1] = Pr{C(Us) =1]| = | 5% ; Zi — pc|

a 7z Chebyshevovy nerovnosti dostavame
on/2

1 _n n _n _on/4
Pr ggzi—pc >27% <2exp(—2-2% . (27%)?) <27,
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Pro pravdépodobnost p, Ze X g, bude rozeznano od alespoii jednoho obvodu velikosti
nejvyse 2/% tedy s vyuzitim odhadu na pocet takovych obvodi plati

p< Y 2@ g o
|C|<2n/8
Z toho plyne, 7ze Xg, pro né&jaké S, spliiuje
|Pr[C(Xs,) =1] - Pr[C(U,) =1]| <27 %
pro véechny obvody C' velikosti nejvyge 25. Tim je ditkaz hotov. O

Definice nerozlisitelnosti poé¢ita s jedinym vzorkem pFislusné nahodné veli¢iny. Je
proto prirozené se ptat, jak je to s nerozliSitelnosti nerozlisitelnych distribuci, pokud
je mozné porovnavat rizné, nezavislé vzorky. Odpovéd nenf tplné jednozna¢na. Je
napiiklad zndmo, Ze existuje soubor ndhodnych veli¢in {X,,}, ktery je vypocetné
nerozlisitelny od {U,} a pfitom ma nosi¢ X, (tj. mnozina hodnot s nenulovou
pravdépodobnosti) velikost pouze n?. To ale znamena, Ze soubor {(XS),X,?))}
sestavajici z dvojic nezavislych kopii X, je od {(U,(Ll), Ur(?))} rozlisitelny algorit-
mem, ktery na vstupu (z1, 22) testuje, zda z; = z5. Jak ale ukazuje nasledujici véta,
nahodnou veli¢inu X, s takovou vlastnosti nelze sestrojit Zadnym polynomialnim
pravdépodobnostnim strojem ve smyslu nasledujici definice.

Rekneme, 7e soubor ndhodnych veli¢in {X,,} je polynomidiné konstruovatelny,
pokud existuje polynomialni pravdépodobnostni algoritmus D takovy, Ze ndhodné
veli¢iny X,, a D(1™) maji stejné rozdéleni.

Véta 15.5 (O nerozlisitelnosti opakovanymi experimenty). Necht jsou {X,,} a {Y,}
polynomidlné konstruovatelné wvijpocetné nerozlisitelné soubory ndhodnijch velicin.
Pak jsou nerozlisitelné i polynomidlné mnoha opakovanymi experimenty. Tj. plati,
Ze pro libovolny polynom q a libovolny polynomidlni pravdépodobnostni algoritmus
D je

A(n) = ‘Pr {D (X,(ll)7...,Xff(”))) _ 1} —Pr {D (Y,glh...,yrgqm))) — 1}

)

zanedbatelnd funkce v n, kde X,(Li) jsou vzdjemné nezdvislé veliciny se stejnym roz-

délenim jako X, a Y,gi)

Y.

Jjsou vzdjemné nezdvislé veli¢iny se stejngm rozdélenim jako

Diikaz. Predpokladejme, Ze rozliSovaci vyhoda A(n) algoritmu D neni zanedba-
telna. Proi =1,...,¢(n) definujme tzv. hybridni ndhodné velic¢iny

HD = (XTQU, Xy Y,fqW))) .

Oznatme A;(n), 1 =0,1,...,q(n) — 1, vyhodu, se kterou D rozlisuje dva sousedni
hybridni soubory, tedy

Ai(n) = ’Pr [D (Hy“)) - 1} _Pr {D (Hfj)) - 1} ‘ .
Plati
An) = ‘Pr [D (H,gq("”) - } —Pr [D (H,(LO)) - 1”

' (k+1) Rl (k)
P> Pr[D (HFD) =1] - kg Pr (D (HM) =1]
q(n)—1
< Ai(n)
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Z toho plyne, Ze alespoii jedna vyhoda Aj(n) neni zanedbatelna.
Predpokladejme na chvili, ze vime, pro které j je A;(n) nezanedbatelné, a uvazme
algoritmus D7, ktery na vstupu z spocita

Di(z)=D (X;y, XDy .,Y,5‘I<”>>) .

Pro vyhodu algoritmu D’ plati
[Pr [D}(X,) = 1] = Pr[D(va) = 1] | = [Pr [D (#§*9) = 1] = Pr[D (B9)) = 1]

Algoritmus D) tedy ukazuje, Ze {X,} a {Y,} nejsou vypocetné nerozlisitelné.

ProtoZe v8ak j nezname, zkusime ho uhodnout. Necht tedy algoritmus D" nej-
prve s rovnomérnou pravdépodobnosti zvoli k € {0,1,...,¢(n) — 1} a poté pro ngj
spusti algoritmus Dj. Vyhoda algoritmu D” je nejméné rovna vyhodé algoritmu
D; vynéasobené pravdépodobnosti volby k£ = j, tedy celkem

Ay
q(n)
coZ je stale jesté nikoli zanedbatelna funkce. ProtoZe jsme ukézali, Ze z predpokladu
rozliSitelnosti polynomidlniho po¢tu vzorka plyne rozliSitelnost jednoho vzorku, je

dikaz u konce.
Poznamenejme jesté, Zze polynomialni konstruovatelnost obou souborii jsme vy-

3

uzili p¥i definici algoritmu D’, protoZe ten si musi piislusné kopie Xy(li) a Y,Si) zkon-
struovat sam. (]

Dodatek k dikazu. Uvedeny diikaz motivuje konstrukei algoritmu D", ale po¢ita
jeho vyhodu prili§ pesimisticky. Ve skutecnosti miazeme uvazit, ze plati

q(n)

Pr[D"(X,) = 1] = ﬁ 3 Pr {D (H,(L’“)) - 1} ,
k=1
q(n)—1
Pr[D"(Y,) = 1] = o) I;O Pr [D (Hg’“) - 1} :
a proto
" _ " _ _ A(n)
|P1" [D (Xn) - 1} —Pr [D (Yn) - 1“ - q(n)

16. JEDNOSMERNE FUNKCE A TEZKY BIT
Definice 16.1. Funkce f: {0,1}* — {0,1}* je jednosmérnd, pokud je:
e spoditatelna v polynomialnim ¢ase;

e t&zko invertovatelna. T.j. pro kazdy pravdépodobnostni polynomialni algo-
ritmus B je

Pr [B(f(x)) € [ o f(x)]

x~Up

zanedbateln4 funkce v n.

Zvlastnim pripadem jsou jednosmeérné permutace, tedy jednosmérné funkce, které
zachovavaji délku vstupu a jsou prosté.

Definice 16.2. Zobrazeni b: {0,1}* — {0,1} je téZky bit funkce f, pokud je:

e spoditatelné v polynomiéalnim case;
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e neni odhadnutelné s nezanedbatelnou vyhodou. T.j. pro kazdy pravdépo-
dobnostni polynomialni algoritmus B je

Pr [B(f(z)) = b(z)] — 5

z~Uy, 2

zanedbateln4 funkce v n.

Je-li f prostéa, pak méa tézky bit, pravé kdyz je jednosmérna. Pokud by nebyla
jednosmeérné, bylo by mozné hodnotu b(z) spocitat z f(x) invertovinim. Pokud by
naopak bylo mozné s nezanedbatelnou pravdépodobnosti spocitat libovolny bit x;,
bylo by mozné s nezanedbatelnou pravdépodobnosti najit celé z.
poZaduje, aby bylo nalezeno b(x) pro pfesné to z, které bylo pouzito. Pokud ma ale
napf. f(z) dva stejné pravdépodobné vzory z a 2’ s odlisnymi hodnotami b(z) #
b(z'), je odhad nemozny. Piikladem je funkce, ktera jen maZe prvni bit, ktery se
tak stava jejim tézkym bitem, aniz by funkce byla jednosmérné.

Pro kazdou jednosmérnou permutaci tedy existuje néjaky bit vzoru, ktery je
tézkym bitem. Dokonce je takovych hodné, ale apriori to o Zddném z nich nevime.
Stadi uvazit funkei f'(z,y) = (z, f(y)), kde f je jednosmérna. Funkce f' je pak také
jednosmérna a pfitom prozrazuje celou prvni polovinu vstupu. Ponékud obecnéji
se lze domnivat, Ze vétSina binarnich predikatd jednosmérné permutace je tézka.
Tato intuice je zaloZena na predpokladu, Ze z dostate¢ného mnozstvi binarnich pre-
dikatt fetézce x je mozné x zrekonstruovat. Nasledujici véta tuto intuici potvrzuje
pro linearni predikaty a libovolnou jednosmeérnou funkci, tedy nejen jednosmeérnou
permutaci.

Véta 16.3. Necht je f libovolnd jednosmeérnd funkce. Definujme funkci g predpisem
g(z,r) = (f(z),r),

kde |z| = |r|. Pak je bodovy soucin vektori x a v (modulo 2) tézkym bitem funkce
g.

Véta tika, Ze naprosta vétsina kontrolnich souéti argumentu x je tézkym bitem
funkce f. Tvrzeni lze reformulovat takto: Pokud pii ndhodné volbé r muzeme z
f(z) rychle spocitat hodnotu (z,r) s nezanedbatelnou vyhodou, muzeme s nezane-
dbatelnou pravdépodobnosti zikat i celé x. Vyslovme nejprve toto tvrzeni pro fixni
x.

Véta 16.4. Pro x délky n oznaéme b, (r) ordkulum spliiujici

Pr (b (r) = (&.7)] —

> .
r~Up, 21— 5(71)

Ezistuje pravdépodobnostni algoritmus A pracujici v ¢ase poly (s&)) takovy, Ze pro

kazdé x plati
£(n)?
2n

Diikaz, ze z Véty plyne Véta[16.3 Podstatou ditkazu je ukazat, jednoduchym
pocetnim argumentem, Ze algoritmus odhadujici (x,r) s nezandebatelnou pravdé-
podobnosti, lze pouzit jako ordkulum z Véty které mé pro nezanedbatelnou
Cast vstupl = nezanedbatelnou vyhodu.

Piedpokladejme, Ze (x,r) neni tézky bit funkce g. Oznafme G algoritmus, ktery
to dokazuje, tedy ktery vraci (x,r) s nezanedbatelnou pravdépodobnosti. Ozna¢me
~ jeho vyhodu, tedy

Pr[Ab (1") = x] >
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Oznacme si S, mnozinu takovych x délky n, na kterych je vyhoda G alespoii v(n)/2.
Mnozina S,, méa velikost alesponi 1) -2™ jinak by celkova vyhoda algoritmu G byla

2
mensi nez

1 v(n) y(n)  A(n)
=Y 1+ S| <t =),

€S, x¢Sn
Podle Véty lze pro kazdé z € S, v Case, ktery je polynomialni v n/y(n),
a s pravdépodobnosti alespon poly(vy(n)/n) najit = s pomoci f(z): staci pouzit
by(r) := G(f(x),r). Protoze x ~ U, lezi v S,, s pravdépodobnosti alespoir v(n)/2
a protoZe v(n) neni zanedbatelna, dostavame spor s jednosmérnosti f.

O
Diikaz Véty[16.4) Polozme ¢ = |logy(n-e72?)|, kde & = £(n), a zvolme uniformng
nahodné a nezavisle vektory s1, s2,..., s, € {0,1}" (mluvime o vektorech, protoze
budeme {0, 1}" chapat jako vektorovy prostor F%). Déle zvolime uniformné a nezéa-
visle bity o1, 09, ..., 0. Bit o; pfedstavuje nas tip hodnoty (z, s;). Pfedpokladejme,
7e skute¢né plati o; = (x, s;) pro v8echna ¢ = 1,...,£. Pravdépodobnost takového
aspésného tipu je 27¢ > % Pro dané k € {1,2,...,n} se nyni pokusime spocitat

Tk, tj. k-ty bit vektoru x.

7Z linearity bodového soucinu plyne, ze spravnym odhadem biti o; jsme ziskali
hodnoty (x,r) pro vSechny vektory r, které leZi v linearnim obalu s1, s, ..., s¢. Je-li
J neprézdna podmnozina {1,2, ..., (}, oznatme r; = @, ; s;. Bit oy = P, ; 05 je
potom nasim odhadem hodnoty (z,7 ;). Mame tedy polynomialné mnoho, konkrétné
2¢ — 1 (ne nutné riznych) vektort r; a hodnot (z,7;), které pouzijeme k nalezeni
T S pomoci rovnosti

<$77‘J> ® <$,’I"J @61> = <£L’,€k> = Tk,

kde vektor e; je kanonicky bazovy vektor. Hodnotu (x,r;) podle pfedpokladu
zname, pro zjisténi hodnoty (z,7; @ ej) pouZijeme ordkulum b,.

Ozna¢me Z; binarni ndhodnou veli¢inu indikujici spravnost odpovédi ordkula b,
pfi nasem dotazu na 77, a tedy i platnost rovnosti

(x,75) Bby(ry ®e;) = xg.

Vektor r; @ ex je diky s; ~ U, pro kazdé J rovnomérné nahodny, plati tedy
Pr{Z;=1] = 1/2+¢e. Pro K # J jsou navic vektory ry ® e, a rg @ e neza-
vislé, protoze se lisi o alespon jedno rovnomérné a nezavisle zvolené s;.

Mame tedy m = 2¢ — 1 po dvou nezéavislych hlasovani o hodnoté z;, s pfevahou
spravnych odpovédi. Zdaraznéme, ze Z; samoziejmé nejsou nezavisla, jsou ale jsou
po dvou nezavisla, coz staci k pouziti éebyéevova odhad pro odhad pravdépodob-
nosti omylu vét§inového rozhodnuti:

1 1
Pr 22J§2(25_1)]§Pr gj;zj_<2+g>.m —_
m - Var[Z ] i—52<i
- m?-e? 2—e2 7" 2n

Pravdépodobnost, ze nedojde k chybé pro zddné x, k = 1,2, ..., n, je tedy alespon
(1 — ﬁ)n > % Celkova pravdépodobnost nalezeni = je tedy alespon % . % O

Dulezitym kryptografickym primitivem, pro ktery se pouZziva t&zky bit jedno-
smérné funkce, je zdvazek. Pouziva se v situaci, kdy strana A chce pfedat néjakou
zpravu (v definici niZe se jedna o jednobitovou zpravu) strané B tak, aby se B
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nemohla zpravu dozvédst, dokud k tomu nedd A dodateény souhlas (tajnost), a
sou¢asné, aby A nemohla zpravu dodateéné zménit (zévaznost).

Definice 16.5. f{ekneme, ze polynomiélni pravdépodobnostni algoritmus Z je bi-
tovy zdvazek, pokud pro kazdé m € {0,1} a kazdé z, 2’ € {0,1}* plati:

o (zavaznost): Z(x,m) # Z(x',1 —m)

e (tajnost) Soubory ndhodnych veli¢in

{Zonv, (2,0)}n & {Zzav, (2, 1)}n

jsou vypocetné nerozliitelné.

Takovym typem zavazku k hodnoté x je pro kazdou jednosmérnou prostou funkci
hodnota f(x). Abychom tento fakt vyuZili pro vytvofeni bitového zavazku staci
pouzit libovolny tézky bit b funkce f. Zavazek ma potom podobu

Z(mv‘m) = (21,22) := (f(x)>m@ b(.’L‘)) :

Autorizaci k otevieni zavazku je x, protoZe plati m = zo @ b(x). Ovéfenim pravosti
je rovnost f(x) = z1, ktera zarucuje i zéavaznost, protoZe plati pouze pro jediné x.

17. PSEUDONAHODNE GENERATORY

Definice 17.1. (Neuniformné silng) pseudondhodny generdtor je deterministicky
polynomiélni algoritmus G, ktery vstupy délky n prodluzuje na vystupy délky
£(n) > n tak, ze soubor {G(Uy,) }nen je (silng) pseudonéhodny.

Lze ukazat, ze pseudondhodné generatory existuji, pravé kdyz existuji jedno-
smérné funkce. Pro jednoduchost budeme uvazovat silnéjsi predpoklad, totiz exis-
tenci jednosmérnych permutaci (obecné tvrzeni pfinasi fadu nepifjemnych tech-
nickych komplikaci). Za tohoto predpokladu je snadné sestrojit pseudondhodny
generator, jak ukazuje nésledujici véta. Zietézeni biti budeme kvtli lepsi ¢itelnosti
znacit teckou.

Tvrzeni 17.2. Necht je f jednosmérnd permutace a b jeji tézky bit. Pak je zobrazeni
G:xw— f(x) bzx)
pseudondhodny generdtor.

Diikaz. Chceme ukazat, Ze schopnost rozligit f(z) - b(x) od ndhodné posloupnosti
délky |z| 4+ 1 znamen4 schopnost uhodnout b(z) s pomoci f(z).
Predpokladejme tedy, ze G neni pseudonahodny generator a ze D je algoritmus,
ktery to dokazuje, tedy pro ktery plati
Pr [D(f(z)-b(x)) =1 = Pr [D(y)=1]| =&(n),

’

z~Up, Yy ~Unt1

kde € neni zanedbatelna funkce. Tuto rovnost mizeme pro lepsi porozuméni piepsat
jako

. -1 = —_ . = =
JPr [D(y-bof () =1] yfllg]n [D(y- o) =1]| = &(n).
Protoze s pravdépodobnosti 1/2 plati o = bo f~1(y), plati také
_qp-t “10)) = 114t oI —
yf%n [D@y-o)=1=3 Pr. [D(y-bo f7(y) = 1]+3 5 {D (y bo f (y)) = 1} ,

odkud dostéavame

P [D(ybos W) =1 = Py [D(yBoT W) - 1}] —2¢(n).
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Rozlisova¢ D nyni mirné modifikujeme na algoritmus A, ktery bude z f(z) hadat
b(x). Na vstupu y € {0,1}" zvoli algoritmus A uniformné nadhodny bit o a poté
rozhodne takto:

o, pokud D(y-o)=1;
A =1 ° (y-0)
o, pokud D(y-o)=0.

Spocitejme tuspésnost algoritmu A.
Pr [A(y) = y)] =
Jr [Aly) =bo /7 ()]

= Pr [D(y-o)=1Ac=bof ' (y)]+ Pr [D(y-0)=0AG=bof '(y)] =

y~Un y~Up
o~Uy o~U;
= Pr [Dly-bo 7 w) =1A0=bo f ()] +
o,
+ Pr [D(y-bOffl(y)) =0Ao= bOffl(y)} =
ol
=2 Py [D-bof W) =1] +5 Pr [Dly-Fo 1) =0] =
2 y~Uy, 2 y~U,
_1 1)) — 1] 4t o T —1] ) —
=50 DOve ) = 1)+ 5 (1= 2y (D7) = 1]) -
_1 1 —100) — 1] _ o) — 1) =
=5+5 (yfgn [D(y-bof Hy) =1] e [D (y bo f (y)) = 1D =
1
Vyhoda
_ 1
o [A) =bo f7N )] - 5
algortimu A tedy neni zanedbatelnd funkce, coz je spor s predpokladem, Ze b je
tézky bit funkce f. O

Shriime jesté jednou sdéleni predchozi véty. Tézky bit se chova jako novy na-
hodny bit, prestoze je dan z prvnich n biti deterministicky. Jako nahodny se chova
pravé proto, Ze je t&zky: jeho (jednoznacna) souvislost s predchozim vstupem totiz
neni algoritmicky detekovatelné s nezanedbatelnou vyhodou.

Nevyhodou pravé zkonstruovaného pseudondhodného generatoru je jeho krat-
kost, produkuje pouze jediny novy nédhodny bit. Staci ale mySlenku konstrukce
libovolné (polynomialng-krat) vhodnym zptsobem opakovat, abychom dostali libo-
volny (polynomiélni) pocet nahodnych bitt. Jako v pfipadé nerozlisitelnosti neroz-
ligitelnych distribuci opakovanymi experimenty, ani v tomto piipadé neni opako-
vanim naruSena pseudondhodnost. Dikaz pouziva techniku hybridnich distribuci
podrobné vylozenou v dikazu nerozliSitelnosti opakovanymi experimenty.

Tvrzeni 17.3. Nechl je G pseudondhodny generdtor s prodlufovact funkci ¢(n) =
n—+1 a necht £’ je libovolny polynom. Definujme zobrazeni G' predpisem

G'(s) = 01(s) - 02(8) - - 012} (),
kde
Ty =S,
G(xi—1) =i 04(s), i=1,2,....0(z]).
Pak je G' pseudondhodniyj generdtor.
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Driikaz. Necht X1, Xo,... » Xo(n) Oznacuji nezavislé kopie nédhodné proménné Uj.
Chceme ukazat, Ze nelze s nezanedbatelnou vyhodou rozlisit (Xl, .. .,Xg(n)) od
(01(5), c s Og(n) (s)) pro s ~ U,. Zduraznéme, Ze o;(s) jsou ndhodné veli¢iny zavislé

na uniformni volbé téhoZ s, a jsou tedy zcela zavislé.
Definujme hybridni distribuce

H(Z) = (Xl,Xg, RPN ,Xi,O'l(S),O'Q(S), “e ,Uz(n),i(s)) .

Algoritmus D, ktery rozlisuje H® od H (¢ (™) g nezandebatelnou vyhodou, rozlisuje
s nezanedbatelnou vyhodou také néjaké H® od HUHD . Ukazme, Ze to umoziuje s
nezanedbatelnou vyhodou rozlisit G(z) od U, 1 ve sporu s predpokladem, Ze G je
pseudonahodny generétor.

Predpokladejme, Ze jsme zvolili spravné i, coz se stane s nezanedbatelnou prav-
dépodobnosti 1/¢'(n). Pro dané y-o, kde |y| = n a |o| = 1, nyni nechame algoritmus
D rozhodnout vstup

(X17 XQ; s aXi7 g, Gl(y), 0-2(2-/)’ s 70'4(”)71‘71(2/)) :
Je-liy -0 ~ Unyq jedna se o HH), Je-li naopak y - 0 = G(s) pro s ~ U, jedna se
o H®, protoze 0 = o1(s) a 04(y) = 0441(s). Tim je ditkaz hotov. O
18. PRUMERNA A GENERICKA SLOZITOST

Chceme-li definovat priimérnou slozitost algoritmu A, potfebujeme na jeho defi-
ni¢nim oboru Dy zavést pravdépodobnostni miru. Jednou z moznosti je funkce

1
M) = e (e 1)

kde
d, =|Da NA0, 1}”‘
oznacuje pocet slov délky n lezicich v defini¢nim oboru. Tato mira spliuje

> ulr) =1

z€D

a také u(z) = p(y), pokud |z| = |y|.
Pro dany algoritmus A ozna¢me t4(z) délku vypoctu na vstupu z.

Definice 18.1. Rekneme, Ze funkce ¢ A(x) je v praméru polynomialni, pokud exis-
tuje € > 0 takové, ze

tA(x)E
éu(w) 2] < oo

Rekneme, Ze problém ma v praméru polynomialni slozitost, pokud pro jeho FeSeni
existuje algoritmus, jehoz ¢asova narocnost je v praméru polynomialni.

Funkce

2zl pokud z € 1*,
f(x) ={ 5
n® jinak.

Tato funkce je exponencialni v nejhor$im ptipadé, ale snadno ovérime, Ze je poly-
nomialni v praméru. Naproti tomu funkce

() = 92! pokud z € 17,
n? jinak.

je exponencialni i v priaméru.
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Prameérna slozitost bere ohled na vyjimecéné obtizné piipady s ohledem na miru
jejich Cetnosti. Presto vidime, Ze i jediny obtizny ptfipad v dané délce, pokud je
skute¢né velmi obtizny, muze byt na pfekazku polynomiélni slozitosti problému.

Pokud predpokladame, Ze instance jsou generovany nédhodné a uniformné, bylo
by rozumnéjsi na vyjimecéné piipady nebrat ohled viibec, pokud pravdépodobnost
jejich vyskytu je zanedbatelna. PFi invertovani jednosmeérné funkce je napi. zane-
dbatelna pravdépodobnost nedspéchu piipustnd a obtiznost jednoho piipadu pro
kazdou délku je tedy irelevantni, bez ohledu na miru jeho obtiZnosti (vypocet muze
byt i nekone¢ny). Tyto avahy vedou k definici generické mnoZziny.

Uvazujme né&jakou podmnozinu D mnoziny S. Ozna¢me

D, =Dn{0,1}" S, =5n{0,1}"
mnoziny slov dané délky. Relativni hustota mnoziny D v S pro dané n je
1D
||
Rekneme, 7e mnozina D je generickd v S pokud
lim p, = 1.
n—o0

Rekneme7 ze je silné generickd pokud posloupnost konverguje exponencialné rychle,
tj. pokud existuje 0 < o < 1 takové, ze pro dostatecné velkd n plati

1—pp <o™.

Nyni miZeme Fict, Ze problém mé na S (silné) generickou sloZitost odpovidajici
sloZitostni t¥idé C, pokud ma slozitost C na né&jaké (silng) generické podmnozing
D C S. Pfesnéji to znamena, Ze existuje algoritmus A definovany na S, ktery

a) fesi v8echny instance 2 € D s naro¢nosti odpovidajici C,

b) pro zadnou instanci x € S\ D neposkytne chybné FeSeni.

19. DUKAZOVE SYSTEMY

Definice 19.1. Interaktivni Turnigiv stroj je vicepaskovy pravdépodobnostni
Turingiiv stroj se vstupem a vystupem, ktery kromé vstupni pasky (kterou nazy-
vame vefejnd), vystupni pasky a pracovnich pasek obsahuje jesté

e dodate¢nou vstupni pasku, kterou nazyvame soukromd,

e ustupni komunikacni pasku, kterd je jen ke ¢teni,

e vystupni komunikacni pasku, ktera je jen ke psani,

e stavovy bit, tj. ,pasku” sestavajici z jednoho policka, které nese nulu nebo

jednicku.
Stroji je prifazena identita nula nebo jedna.
Program obsahuje instrukce pouze pro piipad, Ze stavovy bit je roven identité

stroje. V takovém piipadé rikame, Ze stroj pracuje, v opa¢ném piipadé je necinng.

Mnozinu interaktivnich Turingovych stroju ozna¢me ITM Definice interaktiv-
nfho stroje, stejné jako jeho nézev, ukazuje, ze smysl jeho vypoctu spociva v komu-
nikaci s jinym interaktivnim strojem.

Definice 19.2. Interaktivni systém je dvojice interaktivnich Turingovych stroju
(A, B), které

maji opa¢nou identitu,

sdileji vefejnou vstupni péasku,

sdileji stavovy bit,

vstupni komunikaéni paska stroje A je vystupni komunika¢ni paskou stroje
B a naopak.
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Diky opa¢né identité stroju je vidy jeden ze stroju interaktivniho systému ne-
¢inny a jeden pracuje. Vypocet interaktivniho systému tedy sestavé z nékolika fdz7,
coZ jsou souvislé tseky, ve kterych se stavovy bit neméni.

Ve chvili, kdy pracujici stroj prepiSe stavovy bit, dostane se do necinnosti a
zaciné dalsi faze, ve které pracuje druhy stroj az do chvile, kdy prepiSe stavovy bit
zpét. Stroje si takto vzajemné ,udileji slovo®.

Pro posuzovani ¢innosti interaktivniho systému jsou dilezité nasledujici kon-
vence:

e Vystupem interaktivniho vypoctu je vystup stroje B.
e Narocnost vypoctu je posuzovana pouze naroky stroje B. Casova naro¢nost
je tedy pocet kroki, které provedl stroj B (kdyZ pracoval).

Asymetrickd definice naro¢nosti interaktivniho systému souvisi s tim, Ze tyto
systémy chapeme jako komunikaci mezi dokazovatelem (stroj A) a ovéFovatelem
(stroj B) tvrzeni o pfitomnosti vstupu x v rozhodovaném jazyku L. Proto je také
nazyvame interaktivni dikazové systémy.

Na dokazovatele neklademe zadna omezeni, pokud jde o vypocetni silu, mizeme
tedy predpokladat, Ze A je schopen ovéfit, zda x € L (za miniméalniho pfedpo-
kladu, ze L je rekursivni). Pokud by tedy ovéfovatel mohl spoléhat na informaci
poskytovatele, bylo by snadné rozhodovat libovolny rekursivni jazyk.

Smysl interaktivnich dikazovych systému vSak spoc¢iva v tom, Ze ovérovatel je
informaci tykajici se vstupu schopen ovérit. Vyzaduje tedy od dokazovatele diukaz
pro jeho tvrzeni. Od systému vyzadujeme tii vlastnosti:

o cfektivita (efficiency): ovéFovatel pracuje rychle;

e uplnost (completeness): ov&fovatel piijme platny dikaz;

e spolehlivost (soundness): ovéfovatel nepfijme neplatny dikaz od zadného
dokazovatele, ktery se ho snazi presvéd¢it o nespravném tvrzeni.

Tento neformalni popis vede k nasledujici definici sloZitostni t¥idy IP.

Definice 19.3. Jazyk L lezi v IP, pokud existuje interaktivni systém (A, B), ktery
o (efektivita) pracuje v polynomialnim ¢ase;
e (tplnost) systém (A, B) p¥ijme vstup « € L s pravdépodobnosti alespoii 2;
e (spolehlivost) pokud x ¢ L, pak pro libovolny interaktivni stroj A* je prav-
1

dépodobnost, Ze systém (A*, B) pfijme z, mensi nez 3.

Tvrzeni 19.4.

(1) BPP C IP
(2) NP C IP

Dikaz.

(1) Necht L € BPP a stroj B ho rozhoduje ve smyslu definice BPP. Pak
interaktivni systém (0, B) rozhoduje L ve smyslu Definice[19.3] kde () zna¢i,
Ze vypocet probéhne v jediné fazi. B je schopen rozhodnout L bez pomoci
dokazovatele.

(2) Necht L € NP. Interaktivni systém, ktery rozhoduje L pracuje na vstupu
x nasledovné. Vypocet zahajuje stroj A, ktery sdéli stroji B slovo y, které
je svédkem pro x. Stroj A poté ovéfi, ze (z,y) € Ry, kde Ry, je svédecka
relace L.

Postup je efektivni, nebot Ry je v P. Uplnost je dana existenci svédka

a skutefnosti, Ze A ho muZe diky své neomezené vypocetni sile nalézt.

Spolehlivost plyne z toho, Ze pro x ¢ L zadny svédek neexistuje a tudiz B
nepiijme, at je zprava od A jakéakoli.

O



Vsimnéte si, Ze oba stroje béhem vypoétu rozhodujiciho L € NP pracuji deter-
ministicky.

Bez dikazu uvadime vétu, kterd t¥idu IP uvadi do jasné souvislosti s determi-
nistickymi t¥idami.
Vé&ta 19.5 (Shamir). IP = PSPACE

Diikazy pro BPP a NP jsou snadné. Ukazeme ditkaz pro grafovyj neisomorfismus,
coz je problém, o kterém neni znamo, zda lezi v NP nebo v BPP.

Budeme predpokladat, Ze vrcholy grafu jsou &isla {1,...,n}. Grafy G; a Gs
jsou isomorfni, pokud maji stejny pocet prvki n a existuje m € S,, takova, Ze
(,7) je hrana Gy, pravé kdyz (n (i), 7(j)) je hrana Ga. Potom piSeme G; = G5 a
m(G1) = Ga. Grafovy neisomorfismus je tedy jazyk

GRAPHNI = {(G1,G2) | G1 % Ga}.

Jadro interaktivniho diikazu je popséno nésledujicim schématem. Zapisem z €,
X budeme znacit skute¢nost, ze  je uniformné nahodné zvoleny prvek mnoziny X.

STROJ A

VSTUP: (GQ, Gl)

zvol i €, {0,1}
zvol ™ €, S,,
spoc¢ti H = 7(G;)

najdi ¢ takové, ze
p(H) = Gj, j €{0,1}

Tvrzeni 19.6. GRAPHNI € IP

Diikaz. Uvazujme dvé kola vyse uvedené komunikace, pfi¢emz stroj B (ovéFovatel)
pfijme, pokud v obou kolech plati ¢ = j. UkdZeme, Ze piijima GRAPHNI. Efektivita
je zfejma.

Necht (G1,G2) € GRAPHNI. Graf H je tedy isomorfni s G; a nikoli s G _;. Pokud
tedy ¢(H) = G, plati i = j. Stroj B tedy vstup pfijme (s pravdépodobnosti 1).
Tim je dokdzana tuplnost systému.

Piedpokladejme nyni (G1, G2) ¢ GRAPHNI, tedy G = G5. Necht M;, i € {0,1},
je multiset

M; = {F(Gl) | S Sn}

(Multiset je mnoZina, ktera muZe stejny prvek obsahovat vicekrat, tedy |M;| = n!,
prestoZe nékteré permutace mohou definovat tentyZ graf.) Snadno nahlédneme, Ze
multisety M7 a Ms jsou identické a H je nahodné uniformné zvoleny prvek M =
My = Ms. Pro jakykoli stroj P* bude tedy nahodnéa veli¢ina j nezavisla na volbé
i. Vzhledem k tomu, Ze i je voleno ndhodné uniformné, je pravdépodobnost i = j
presné % Pravdépodobnost pfijeti vstupu je tedy %. Tim je dokdzana spolehlivost
systému. O

Zajimavou vlastnosti pfedchoziho dikazu je fakt, Ze stroj B, pfestoze vypoctem
s velkou pravdépodobnosti (kterou lze opakovanim exponencialné pfiblizit jedné)
OvéTi, ze x € L, neziské tim zZadnou informaci, kterou by bylo mozné z € L podpofit,



pouzitelnou v situaci, kdy se B octne v roli dokazovatele. Ovérovatel se nedozvi nic,
co by sam nemohl spocitat, kromé samotného faktu = € L.

Interaktivni vypodcet majici tuto pozoruhodnou vlastnost se nazyva dikaz s nu-
lovou znalosti. Forméalné je zachycen néasledujici definici.

Definice 19.7. Interaktivni dikazovy systém (A, B) se nazyva dikaz s nulovou
znalosti (zero knowledge proof) pro jazyk L, pokud rozhoduje jazyk L ve smyslu
Definice a navic pro kazdy interaktivni stroj B* existuje (oby¢ejny) polynomi-
alni pravdépodobnostni stroj M € PTM takovy, ze pro kazdé = € L plati:

e S pravdépodobnosti nejvyse % bude vystupem stroje M specialni symbol

L. Rekneme, 7e vypocet stroje M selhal.
e Pokud M(z) # L, pak

M(z) ~ or(A, BY)(2),

kde o (A, B*)(x) je zévéretny snimek stroje B* po vypo¢tu interaktivniho
dukazového systému (A, B*) na vstupu z.

Predchozi definice je jakymsi polotovarem, ktery bude dokoncen upfesnénim vy-
znamu symbolu ~. Uvédomme si, ze {M(z)}zer & {or(4, B*)(x)}zeL jsou soubory
nahodnych veli¢in danych ndhodnym chovanim stroju M, A a B*.

Symbolu ~ muze odpovidat jeden ze stupnu blizkosti distribuci.

e Znamena-li ~ rovnost souborii ndhodnych veli¢in, dostavame definici du-
kazu s dokonale nulovou znalosti.

e Znamend-li ~ statistickou blizkost souborti nahodnych veli¢in, dostavame
definici dikazu s téméi dokonale nulovou znalosti.

e 7Znamena-li ~ vypocetni nerozliSitelnost souborti nahodnych veli¢in, dosta-
vame definici dikazu s vijpocetné nulovou znalost.

Poznamenejme, Ze na rozdil od Kapitoly [L5| jsou soubory indexovéany slovy. Ar-
gumentem zanedbatelné funkce je v tomto pripadé jako obvykle |z|.

TFidu jazykt, pro néz existuje diikkaz s dokonale nulovou znalosti, zna¢ime PZK,
t¥idu jazykt, pro néz existuje diikaz s témér dokonale nulovou znalosti zna¢ime SZK
a t¥idu jazykt, pro néz existuje dikaz s vypocetné nulovou znalosti zna¢ime CZK.

Stroj M v definici dikazu s nulovou znalosti se nazyva simuldtor. Je to stroj,
ktery na vstupu x € L je schopen pro libovolného ovérovatele B* — tedy i takového,
ktery se ve snaze o ziskdni néjaké informace nechova podle pravidel systému (A, B)
— vypsat jeho zavéreény snimek. Ten mimo jiné obsahuje komunika¢ni pasky, a
tedy veskerou informaci, kterou ziskal B* od A. Tim je uchopena myslenka nulové
znalosti. Cokoli, co se B* od A dozvédél si mohl vygenerovat sém pomoci simulatoru
M.

Nabizi se otazka, zda tedy M neumi sam rozhodovat jazyk L. Jako odpovéd
je tfeba zdtraznit, ze simulator je ispésny pouze na vstupech x € L, tedy za
predpokladu oné jediné informace, kterou mu mé dikaz poskytnout. Pokud = ¢ L,
miize se M chovat zcela libovolné.

Nyni muzeme vyslovit tvrzeni, které bylo motivaci nasi definice dikazu s nulovou
znalosti.

Tvrzeni 19.8.
GRrRAPHNI € PZK.

Driikaz. PopiSseme simulator M ovéfovatele B*. Stroj M se muze chovat jako B* s
tou vyjimkou, Ze si musi sam generovat zpravy od A. Za predpokladu (Go,G1) €
GRAPHNI je vsak simulace zprav A snadnéa: stroj A vidy posle j, které je rovno 1,
coz je hodnota stroji M znamé z piedchozi simulace. U



Priklad GRAPHNI je zvlastni tim, ze A svou znalost Cerpa ze své neomezené
vypocetni sily. Vlastné tedy neexistuje zadny dikaz, ktery by mohl byt prozrazen.
Nasledujici tvrzeni ukazuje, Ze existuji i jazyky, které jsou v NP a soucasné v PZK.

V tomto piipad€ si muzeme predstavovat, ze dokazovatel ma pro dany vstup x
k dispozici na svém soukromém vstupu svédka y. Je tedy schopen ovéfit z € L
v polynomialnim c¢ase. Jako dilkaz ovSem y pouzit nemize, protoze by se zjevné
nejednalo o dikaz s nulovou znalosti.

Prikladem bude komplement GRAPHNI, tedy problém grafového isomorfismu

GRAPHISO = {(Go, Gl) ‘ Go & Gl}

Tvrzeni 19.9.
GRAPHISO € PZK

Driikaz. Popiseme dikaz s dokonale nulovou znalosti pro GRAPHISO. Diikaz spo¢iva
ve dvojim opakovani néasledujici komunikace:

STROJ A

SOUKROMY VSTUP:
TUP:
isomorfismus ¢ : Gy — G4 VSTUP: (Go, G1)
zvol j €, {0,1}
zvol T €, Sy,
spocti H = ﬂ-(Gj)

H
zvol i €, {0,1}
i
ifi=jthen ¢y :=m
else Y :=mo go(*l)ﬁl
v (ovéf, ze Y(G;) = HJ

Stroj B piijme, pokud v obou kolech ¥ (G;) = H.

Systém je ziejmé efektivni a uplny (platny vstup pfijimé s pravdépodobnosti 1).

Predpokladejme, ze Gy a G1 nejsou isomorfni. Pak je zpréava H, bez ohledu na
postup A*, isomorfni nejvyse jednomu z grafii. S pravdépodobnosti alespon % tedy
ovétrovatel B zvoli i, pro které neexistuje zadné 1 spliwjici pozadavek ¢(G;) = H.
V takovém pripadé B odmitne. Ve dvou kolech tedy odmitne s pravdépodobnosti
alespon %. Tim je dokdzana spolehlivost.

Zbyva ukéizat nulovou znalost. Necht Gg = G;. Simulator M miZze simulovat
cely vypocet s vyjimkou situace, kdy A voli ¢ = mo ¢~ !, tedy v situaci, kdy i # j.
Vzhledem k tomu, Ze A postupuje podle pravidel, ma B* pii volbé ¢ k dispozici
nahodny prvek multisetu

M =A{n(G;) | m€S,}

nezavisle na ndhodné hodnoté j (podobné jako v dikazu Tvrzeni . Pravdépo-
dobnost, Ze zvoli i # 7, je tedy piesné % S pravdépodobnosti % tedy M neni schopen
dokon¢it simulaci jednoho kola a jeho vypocet selze. Celkova pravdépodobnost si-
mulace dvoukolového algoritmu je tedy %. Stac¢i tfi opakovani pokusu o simulaci,
aby se pravdépodobnost tispéchu dostala nad % M tedy opakuje cely postup t¥ikréat
a vytiskne | pouze v piipadé, ze vSechny pokusy selhaly. Jinak vytiskne vystupni

snimek B* po uspé&sném pokusu. O
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Pokud existuji jednosmeérné funkce (permutace), dikazy s nulovou znalosti exis-
tuji pro vSechny jazyky v NP. Musime ovSem slevit z dokonale nulové na vypocetné
nulovou znalost.

Véta 19.10. Pokud existuji jednosmérné permutace, pak NP C CZK.

Ndstin dikazu. Dikaz této véty neuvedeme v uplnosti. UkaZeme vSak dikaz s nu-
lovou znalosti pro NP-uplny jazyk 3COLORING. Jedno kolo interaktivniho vypoctu
vypada takto:

STROJ A

SOUKROMY VSTUP:

obarveni v: V — {0, 1,2} VSTUP: G = (V. E)

zvol m €, S3
Vk € V vytvor:
zévazek @y, pro o y(k)
s klicem x(k)
—{er|keV}—

zvol (i,7) €, E

— (79

(Kiv '%j) >
otevii zavazky ¢; a ¢;
a over, Ze

mo (i) # mov(j)

Procedura se opakuje 2 |E| krat. Stroj pfijme pokud podminka je splnéna ve
vSech kolech, jinak odmitne.

Efektivita i uplnost (s pravdépodobnosti jedna) se ovéFi snadno.

Ovéifme spolehlivost. Necht graf nema obarveni tfemi barvami. Pak je zavazek
(@1, .., pv|) nespravny (nesmyslny nebo nesplitujici podminku obarveni) pro ale-
spoil jednu hranu. Pravdépodobnost, Ze to stroj B odhali je tedy alespoinl IT{J\ Po
2 |E| opakovanich je pravdépodobnost nespravného piijeti

1

2|E
| 1 \2El
|E| 7
coZ je mensi nez 7.

Nazna¢me diikaz nulové znalosti. Simulator M zvoli ndAhodné uniformné hranu
(¢',7") € E a dvojici (c1, c2) dvou rozdilnych barev. Vytvori zavazek ¢, a ¢; pro
hodnoty ¢ a ¢o. Zavazky @i, k # i’ j' zvoli libovolné. Tim simuluje ¢innost stroje
A.

Poté simuluje ¢innost stroje B*. Ta miize byt jakakoli, ale konéi vystupem (i, j) €
E, ktery B* posila stroji A. Pokud (i,7) # (¢/,7'), simulace selze. V opa¢ném
pripadé vrati M prislusné klice a dokonéi simulaci jednoho kola.

Pravdépodobnost tspésnosti simulace jednoho kola je ﬁ Polynomialné mnoho
opakovani tedy diky Chernoffovu odhadu zarucuje vice nez poloviéni pravdépodob-
nost alespoil |F| tspé&Snych simulaci.

Zbyva ovérit, ze vystup simulatoru je vypocetné nerozlisitelny od zavéreéného
snimku skute¢ného vypoctu. Je ziejmé, Ze dikaz neni s dokonale nulovou znalosti,



neni ani s témér dokonale nulovou znalosti. Zavazek ¢’ stroje M se totiz od zavazku
© stroje A statisticky velmi 1isi. Zavazek ¢ je zavazkem z velké ¢asti ndhodnych
hodnot, zatimco zavazek ¢ je zdvazkem malé podmnoziny hodnot - korektnich obar-
veni grafu G.

Nahodné veli¢iny ¢ a ¢’ jsou ovSem vypocetné nerozlisitelné diky tomu, Ze zé-
vazky riznych hodnot jsou od sebe vypocetné nerozlisitelné z definice. Ditkaz véty
by vyzadoval komplikovany detailni dikaz tohoto tvrzeni.

Déle je nutno dokézat, Ze pokud existuje dikaz s nulovou znalosti pro néjaky
NP-aplny jazyk, existuje pro vS8echny jazyky v NP, Ze tedy redukce zachovava
vlastnost nulové znalosti. (]
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